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Exercice 1.  (sur environ 14 points)
On rappelle que I’algorithme de Newton correspond au pseudo-code suivant :

Algorithme 1 : Algorithme de descente de Newton

Données : Un point initial 2(® € R", un seuil de tolérance ¢ > 0, des parametres
o €0, [ et B €]0, 1] pour la méthode de rebroussement
Résultat : Un point z € R™ proche de z*
Initialiser z :
x+— 20
k <+ 0;
Calculer la premiere direction de descente :
A0 = —V2 () 1V f(z0);
AO) — _<d(0)’ Vf(x“”));
tant que A% > <? faire
1. Déterminer un pas de descente t**) > 0 au point z(*) selon la direction d*)
par la méthode de rebroussement avec les parametres « et 3.

2. Mettre a jour x :
x < p*TD = g(k) 4 (k) qk) .
k+—k+1;

3. Calculer la nouvelle direction de descente :
A® = —V2 f(al?) 1V f(a¥);
AR — _<d(k)7 Vf(x(’“)» :

fin

On rappelle également le théoréeme de convergence pour la méthode de Newton.

Théoreme 1 (Convergence de la méthode de Newton). Soit f : R” — R une fonction fortement
convexe telle que
Vo, h € R",  mlh|* < (V*f(2)h,h) < M||h|?

avec 0 < m < M et dont la matrice hessienne est lipschitzienne pour la constante L > 0
Yo,y R, |[VAf(2) = V(W)@ < Lz -yl
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Soit (®) un point quelconque de R”. On pose

2
n=min(1,3(1 — 204))% ot = amf%'

Alorson a:
— Si |[Vf(x®)]| > n, alors

FE®) = ™) < =
— Si ||Vf(z™®)]|| < n, alors la méthode de rebroussement retourne le pas t*) = 1 et

L
2m?

L

1950 < (gl V51 )

2

En particulier, 1’algorithme de Newton converge et atteint un régime de convergence quadra-
tique au bout d’un nombre fini d’itérations.

Le but de cet exercice est d’implémenter la méthode de Newton et de prouver la premiere
partie du théoréme de convergence. Dans toute la suite de I’exercice on considere une fonc-
tion f vérifiant les hypotheses du Théoreme 1.

Partie I : Implémentation de I’Algorithme 1 (sur environ 5 points)

1. Rappeler le pseudo-code de la méthode de rebroussement appliquée a une fonction f en
un point = selon une direction de descente d et les paramétres a €0, %[ et 5 €]0, 1].

2. Exprimer le critere de sortie de la méthode de rebroussement pour la direction de descente
de Newton en fonction de z*), d®), oy et A,

3. On suppose que les fonctions £ = @ (x), gradf = @(x) et hessf = @ (x) qui
évaluent respectivement f(z), V f(x) et V2f(x) sont définies dans Octave. Implémenter
une fonction
function [Xk, FXk] = desc_newton (x0,eps,alph,bet, f,gradf, hessf)
qui applique la méthode de Newton en appelant les trois fonctions £, gradf, et hessf.
Cette fonction renvoie la matrice Xk (de taille n par nombre d’itérations) contenant la
liste des vecteurs (*) ainsi que la liste des valeurs Fxk de la fonctionnelle f aux points

zk),

Partie II : Quelques inégalités (sur environ 3 points)

4. Justifier qu’en tout point = la matrice hessienne V2 f () est inversible et vérifie
1 1
Vh e R,  —|h|* < (V? “thyh) < —| ||
eRY, IR < AVAf(2) 7k by < ]

5. Soit *) un point de R”, et d® = —V2f(z) 71V f(2®)) et AW = —(d®) ¥V f(2x*)))
les quantités associées. Montrer que

||d(k)||2 < AR

1
m
et que

ZIVFEO)? < AL
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Partie III : Phase compensée (sur environ 6 points)
On suppose dans cette partie que 1’algorithme a atteint I’itération k& et on pose

9 = =V f(@) IV f@M) et AW = —(d, Vf(=M)).

6. Montrer que pour tout ¢ € R,
F@® +td®) < fa®) —tA® + 2%%\(’“).
m

7. En déduire que pour tout ¢ telque 0 < ¢ < —,ona

SE

Fa® 4 td®)

N

F@®) — aA®),

8. Soit t(*) le pas renvoyé par la méthode de rebroussement permettant de définir (1) =

2™ +t®d®) Montrer que t*) > 1 et que
f(x(kﬂ)) < f(x(k)) — atFIAR)

9. En déduire que
m
F) = f@) < —ap VW)

10. Conclure.

Exercice 2.  (sur environ 8 points)
Dans cet exercice on considere f : R™ — R une fonctionnelle quadratique

@) = %(Am,@ _(ba) e,

ou A € M,,(R) est une matrice carrée symétrique définie positive, b € R™ et ¢ € R. On rappelle
que f est de classe C* sur R" et que pour tout x € R",

Vf(x)=Az —b et Vf(z)= A.
1. Démontrer que f admet un unique minimum global z* donné par z* = A~'b.

Dans la suite de I’exercice on étudie la convergence de 1’algorithme de descente de gra-
dient a pas fixe appliqué a cette fonctionnelle quadratique. Pour une fonction quelconque, cet
algorithme est décrit par le pseudo-code suivant :

Algorithme 2 : Algorithme de descente de gradient a pas fixe

Données : Un point initial 2(© € R", un seuil de tolérance £ > 0, un pas fixe t > 0
Résultat : Un point x € R” proche de x*
Initialiser x :
x+— 2
k+0;
tant que |V f(z)|| > ¢ faire

1. Mettre a jour z avec le pas fixe ¢ dans la direction de descente —V f(z(*)) :
x4+ a0t = B v f(2R) ;
k< k+1;

fin




. Soit £ € N. Montrer que

g® D g — (I, — tA) (2™ — z¥).

En déduire une expression de z(*) — 2* en fonction A4, ¢, et 2(*) — z*.

Soit 0 < Ay < A < --- < A\, les valeurs propres de A et uq,us, ..., u, des vecteurs
propres associés formant une base orthonormée de R". En introduisant la décomposition
du vecteur 2(°) — 2* dans la base (uy, us, . . . , uy,), montrer que la suite (2*)),cy converge
vers 2* quelque soit la valeur de () si et seulement si

Vied{l,....,n}, |[1—t\]| <1
. Montrer que
Vie{l,....,n}, |1—t\| <max(|1—tA\],[1—1t\,]).

. En déduire I’intervalle des valeurs de ¢ pour lesquelles I’ Algorithme 2 converge et montrer
que
l2® — || < max(|1 = A, |1 = A )| — 2]

. Tracer I’allure des graphiques des fonctions ¢ — |1 — tA;| et t — |1 — t\,|. Pour quelle
valeur de ¢ le membre de droite de 1’inégalité précédente tend-il le plus vite vers 0 ?



