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Exercice 1.  (sur environ 4 points)
Soient n,p € N* deux entiers non nuls. Soient A € M, ,(R) une matrice rectangulaire,
b € RP un vecteur et A > 0. On définit la fonction f : R”™ — R par

2 2
f(z) = [[Az = b||" 4+ Al|z|]

(attention on utilise la méme notation pour la norme dans R" et dans R?, mais les vecteurs ne

sont a priori pas de la méme taille). On admet que f est deux fois différentiable sur R".

1. Donner I’expression du gradient V f(z) et de la matrice hessienne V?f(z) de f en tout
point x € R"™.

2. Montrer que la fonction f est fortement convexe.
3. Est-ce que I’algorithme de descente de gradient converge pour cette fonction f ?
Solution de I’exercice 1.

1. On peut soit dériver chacun des deux termes et pour le premier utiliser les formules de
dérivation des fonctions composées, soit mettre la fonctionnelle sous la forme d’une fonc-
tionnelle quadratique. On détaille cette deuxieme solution.

En développant et regroupant les termes selon leur degré en z, on a

@) = %((Q)Jn + 24T A)e, z) — (2ATh,2) + [b][%

Donc f est une fonctionnelle quadratique pour la matrice A’ = 2\, + 2AT A, le vecteur
V' = 2ATD, et 1a constante ¢’ = ||b||%. On en déduit que le gradient de f est

Vi(r)= Az —b =2\, + 24T A)x — 2ATb = 2z + 247 (Az — b)
et la matrice hessienne de f est

V2f(x) = 2)\1, + 2AT A,



2. Soient z, h € R". Alors
(V2f(x)h, h) = ((2A1, + 2AT A)h, h) = 2X||h||* + 2||Ah|]* = 2X||R|%.

Donc f est fortement convexe pour la constante m = 2.

3. Pour que I’algorithme de gradient converge il faut que f soit fortement convexe et égale-
ment qu’il existe une constante M > 0 telle que

(V2f(2)h, h) < M.

Comme ici la matrice hessienne est constante, on peut prendre M comme étant la norme
subordonnée de la matrice hessienne A’ = 2\, + 2AT A. Donc les hypothéses du théo-
reme de converge de I’algorithme de descente de gradient sont vérifiés. Cet algorithme
converge linéairement.

Exercice 2.  (sur environ 6 points)

1. Rappeler I’algorithme de calcul de pas de descente par la méthode de rebroussement en
spécifiant le domaine de validité des parametres « et 3.

2. On suppose que les fonctions
function fx = f(x) et function gfx = gradf (x)
sont définies dans scilab. Donner le code d’une fonction scilab
function t = rebroussement (x, d, alph, bet)

qui prend en entrées les variables représentant le point x € R", la direction de descente
d € R" et les parametres « et (3 et renvoie le pas de descente ¢ calculé par la méthode de
rebroussement pour la fonction f.

Dans la suite de I’exercice on suppose que f est une fonction deux fois différentiable sur R
et fortement convexe telle que

Voh € R, mi|h|]? < (V2f(2)h, h) < M]|h|]?

avec 0 < m < M. On note x* le point ou f atteint son minimum global.
Soient x € R", x # x*, et d € R™ une direction de descente au point x pour la fonction f.

3. Montrer que
t2
flz+1d) < f(2) + KV [ (), d) + 5 M]|d]*.
4. Montrer que le critere d’arrét de la méthode de rebroussement est vérifié pour tout ¢ tel

que
(Vf(a),d)

0<t<—-21—-a) M|

5. En déduire une majoration du nombre d’itérations de la méthode de rebroussement au
point z pour la direction de descente d.

Solution de I’exercice 2.



1. D’apres le cours :

Algorithme 1 : Algorithme de calcul du pas de descente par méthode de rebroussement

Données : Un point = € R”, une direction de descente associée d € R”, deux réels
a €]0, 5[ et 8 €]0,1]
Résultat : Un pas de descente ¢ > (
Initialiser ¢ :
t+1;
tant que f(x + td) > f(z) + at(Vf(z), d) faire
Réduire ¢ d’un facteur 3 :
t + pt;
fin

2. La fonction est la suivante :

function t = rebroussement (x, d, alph, bet)
fx = f£(x)
gfx = gradf (x)
t =1
while( f(x+txd) > fx + alphxtxgfx’xd )
t = betxt
end
endfunction

3. Comme f est deux fois différentiable sur [z,x + td]|, d’aprés la formule de Taylor-
Maclaurin, il existe u €]0, ¢[ tel que

flx+td) = f(x) +t(Vf(z),d) + §<V2f($ + ud)d, d).

Or par hypothese, (V2 f(z + ud)d,d) < M||d||. Ainsi,

t2
flz+td) < f(x) + LV f(2),d) + §M||d||2~
4. t vérifie le critere d’arrét si

flx+td) < f(z) + at(V f(z),d).

D’apres la majoration de la question précédente, le critere d’arrét est vérifié pour tout ¢
tel que

F(@) + 49 £(@).d) + S M| < f(x) + 0t(9 5 (). ).

soit par équivalence,
t2
KV [ (), d) + 5 M|ld* < at(Vf(x),d)

M < ~(1 = a)(V/(x), d)

(Vf(2).d)
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5. Dans la méthode de rebroussement t = 3™ ou n € N est le nombre d’itérations de la
boucle “tant que/while”. On vient de montrer que si

(Vf(z),d)
M2

alors le critere d’arrét de la boucle est vérifié. Ainsi des lors que

(Vf(x),d)
Md||?

t<-2(1—-a)

B < —2(1-a)

soit

M|d||?

log(3)

le critere d’arrét est vérifié. On en déduit que n vaut au plus la partie entiere supérieure

de la fraction
Vf(x),d
].Og <_2(1 — O[)< njf|(|d|)|2 >)

log(B)

En particulier I’algorithme converge en un nombre fini d’itérations.

log (—2(1 — ) <Vf(w)’d>)

n =

Exercice 3.  (sur environ 10 points)
1. Soit f : R™ — R une fonction convexe différentiable. Montrer que pour tous z,y € R",

(Vf(y) = Vf(x),y—z) >0.

Dans la suite de I’exercice on suppose que f est une fonction deux fois différentiable sur R
et fortement convexe telle que

Vo,h € R, mllhlP < (V2f(2)h, h) < M|h]?
avec 0 < m < M. On note x* le point ou f atteint son minimum global.
2. Montrer que la fonction g(x) = f(z) — %Z||z||* est convexe.
3. En déduire que pour tous x,y € R",
(VI(y) = Vf(x),y—2) =mly— |

Dans la suite de I’exercice on cherche a étudier la convergence de I’algorithme de descente
de gradient a pas fixe, a savoir

Algorithme 2 : Algorithme de descente de gradient a pas fixe

Données : Un point initial 2(® € R", un seuil de tolérance £ > 0, un pas fixet > 0
Résultat : Un point x € R” proche de z*
Initialiser x :
r 20
kE+0;
tant que ||V f(z)|| > < faire
1. Mettre a jour z avec le pas fixe ¢ dans la direction de descente —V f(2*)) :
z <+ ) = B ¢V f(2®);
k+k+1;

fin

On suppose tout d’abord que 1’algorithme converge.
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4. Justifier en quelques mots I’intérét de cet algorithme par rapport a 1I’algorithme de des-
cente de gradient utilisant la méthode de rebroussement pour le calcul du pas de descente ?

5. On suppose que les fonctions
function fx = f(x) etfunction gfx = gradf (x)
sont définies dans scilab. Donner le code d’une fonction scilab
function x = desc_gradient_pas_fixe(x0, eps, t)

qui prend en entrées un point initial (%) € R”, un seuil de tolérance ¢ > 0, et un pas fixe
t > 0 et renvoie le point x calculé par I’algorithme de descente de gradient a pas fixe.

On passe maintenant a I’étude de la convergence. Soient t > 0 et (%) € R". On considere
la suite de points définie par z**) = 2*) — ¢tV f(2*). On rappelle que comme pour tous
z,h € R", (V2f(x)h,h) < M| h|? lafonction x — V f(x) est M-lipschitzienne, ¢’est-a-dire,

Vr,y € R, [[VF(y) = V(@) < Mlly —«].
6. Justifier que I’'on a
g® ) g = g8 (W f(2W) — V£ ().
7. En déduire que
|2* T — 2% < (1 — 2mt 4+ M*%)||2®) — 2.

8. En déduire que pour tout ¢ € ]O, % [ I’algorithme de descente de gradient a pas fixe ¢

converge linéairement.

Solution de I’exercice 3.

1. Comme f est convexe et différentiable, pour tous =,y € R",

fly) = @) +(Vf(x),y — ).
En échangeant le role de x et y, on a
f(x) = fly) +(VI(y),z —y).
Ainsi en combinant ces deux inégalités on a
) = fy) +(VI(y),z —y) + (V(2),y — ),
soit
0= (Vf(y) = V[(@),z—y) < (Vfly) - Vf(x),y—z) =0

2. La fonction g(x) = f(x) — %|x||* est deux fois différentiable en tant que somme de
fonctions deux fois différentiables. Par linéarité, pour tout x € R",

Vig(z) = V2f(x) — ml,.
Ainsi, pour tous z, h € R,
(V2g(z)h, h) = (V2 f(x)h, h) — m{h,h) > 0.

Ainsi la matrice hessienne de g est positive et donc g est convexe d’apres le théoreme de
caractérisation des fonctions convexe deux fois différentiable.



3. Soient z,y € R™. Comme ¢ est convexe, d’apres la question 1 on a

(Vgly) = Vy(z),y —2) > 0
Or par linéarité, Vg(z) = V f(x) — mz. D’ou

(Vgly) = Vg(z),y — z) = (V[f(y) —my — (Vf(z) —mz),y — x)
= (Vf(y) = Vf(x),y — ) —mllz —y|
D’ou
(Vi) = Vf(@),y—x)=mlz -yl
4. A chaque itération cet algorithme fait zéro appel a la fonction x — f(z) (et un seul appel
a la fonction z — V f(z)). En comparaison, avec la méthode de rebroussement, a chaque

itération on doit calculer f(z + td) pour tous les pas de descente candidats de la forme (57
(et également un seul appel a la fonction x — V f(z))

5. Le code est le suivant :
function x = desc_gradient_pas_fixe (x0, eps, t)
x = x0
gfx = gradf (x)
while (gfx’ xgfx>eps”"2)
x = x — t*xgfx
gfx = gradf (x)
end
endfunction
6. Comme z* est un point de minimum global on a V f(x*) = 0. Donc
g® ) g = g8t gV f(a®) = 2 — o — (V[ (a®) = V().

7. On développe la norme carrée en utilisant ||u — v||? = ||ul|?> — 2{u,v) + [|v||*. D’ou
||I(k+1) i 1’*H2
= [l2® — 2*|* — 2t(2'® — &%, V f(aV) = VF(2")) + |V f(a™) = Vf (27|,
Or d’apres I’'inégalité démontrée a la question 3
(o — 2,V F(a®) = V() = mla® — a7 P
et comme V f est M -lipschitzienne,
IVF(=®) = V) < M [la® — a7
Ainsi,
|z — 242 < (1 = 2mt + M?t2)||2® — 2*||2.
8. D’apres I'inégalité précédente, la suite (||2*) — 2*||?)rey tend vers 0 dés lors que 1 —
2mt + M?t?> < 1. Or on a les équivalences (on rappelle que ¢ > 0),

2
1—2mt+M2t2<1<:>M2t2<2mt<:>t<%.

Ainsi pour tout t < 2% on a

l2® — 2" <"l — 2|

avec v = /1 — 2mt + M2t2 € [0, 1| et I’algorithme de gradient a pas constant converge
donc linéairement.



