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Exercice 1.  (sur environ 6 points)

Soient m et n deux entiers non nuls. Soient f : R™ — R une fonction, A € M,, ,,(R) une
matrice rectangulaire et b € R"™ un vecteur colonne. On pose g : R” — R la fonction définie
par

Ve eR", g(z) = f(Az + D).

1. Rappeler la définition d’une fonction strictement convexe sur R".
2. On suppose que Ker(A) # {0}. Montrer que g n’est pas strictement convexe sur R".

3. Montrer que si f est strictement convexe sur R” et Ker(A) = {0} alors la fonction g est
également strictement convexe sur R".

4. On considere la fonction h : R? — R définie par
]’L(ZL‘) — €2$1—z2—1 + e—$1+2 + 6$2.

Démontrer que h est strictement convexe sur R? a I’aide de la question précédente.

5. Donner un script Octave qui :

— Définit une fonction h = @ (x) qui évalue h(z) en s’assurant que cette fonction
puisse étre évaluée sur des listes de p points (z(M), 2 ... z®) données sous la
forme d’une matrice de taille n X p.

— Affiche le graphe de la fonction & sur le domaine [0, 2] x [0, 2].

Exercice 2.  (sur environ 17 points)
Soit n > 2 un entier. On note ||x|| = /(z, ) la norme euclidienne usuelle de R”,

n

T|leo = INa z;| et x| = ;.
e = g il et ol = Do
Pour x € R™ on note sign(z) le vecteur de {—1, 1}" tel que pour touti € {1,...,n}
. 1 si ZT; = 0,
s1gnix)); = X
(sign(x)) {—1 six; <O.
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Dans la suite de I’exercice, f : R"™ — R désigne une fonction deux fois différentiable sur
R"™, fortement convexe et telle que

Va,h € R™, m|h||* < (V2f(z)h, h) < M]|h|?

avec 0 < m < M. On note z* le point ou f atteint son minimum global et p* = f(x*) la valeur
minimale de f.

Le but de I’exercice est d’étudier la convergence d’un algorithme de descente qui prend pour
direction de descente a I’étape k le vecteur

d® = — |V (™)1 sign(V f ().

Plus précisément, on considere 1’ Algorithme 1 ci-dessous.

Algorithme 1 : Algorithme de descente selon la direction de plus grande pente pour || - ||;

Données : Un point initial 2(© € R”, un seuil de tolérance £ > 0
Résultat : Un point x € R” proche de z*
Initialiser z :
r 20,
k<+0;
tant que ||V f(z)|| > ¢ faire
1. Calculer la direction de descente d¥) = — ||V f(x®))||; sign(V f(z*))).
2. Déterminer un pas de descente t(*) > 0 par la méthode exacte pour la direction
de descente d*) = — ||V f(z®)||; sign(V f (z¥))
(ou par la méthode de rebroussement de parametres « et [3).
3. Mettre a jour z :
x < o) = gk 4 k) gk
k< k+1;

fin

Partie I : Implémentation de I’Algorithme 1 avec la méthode de rebroussement (sur
environ 4 points)

On suppose que les fonctions £ = @ (x) etgradf = @ (x) qui évaluent respectivement
f(z) et V f(x) sont définies dans Octave. On rappelle qu’en Octave si u est un vecteur u =
(u1,...,uy,), alors abs (u) renvoie le vecteur (|uq], ..., |uy]).

1. Ecrire une fonction Octave sign qui prend en entrée un vecteur colonne u et renvoie le
vecteur sign(u) € {—1,1}™.

2. Ecrire une fonction Octave

function x = descente_norme_un (x0, eps, alph, bet, f, gradf)

qui prend en entrées un point initial z(®> € R”, un seuil de tolérance ¢ > 0, et deux
parametres « et 3, et les fonctions f et gradf et renvoie le point x calculé par 1’ Algo-
rithme 1 utilisant la méthode de rebroussement pour le calcul du pas de descente (avec
les parametres a € [0, 5[ et 8 €0, 1)).



Partie II : Quelques propriétés générales (sur environ 6 points)
3. Montrer que pour tout z € R”, ||z]|; > ||z||.

4. Soit z € R". Montrer que

(z, —sign(x)) = uGR”r,nHlﬁloo<1<x’ u).

5. Montrer que pour tout y € R",
m
f(y) 2 f@) + (Vf@)y =) + S lly — =l

6. Montrerque g : y — f(2)+(V f(z), y—x)+%|y—=|* est une fonctionnelle quadratique
pour laquelle on précisera la matrice A, le vecteur b et la constante c.

7. Déterminer le minimum de g et en déduire que
IV f(2)I* = 2m(f(z) — p*).

Partie III : Etude de la convergence de I’Algorithme 1 avec la méthode exacte (sur
environ 7 points)

Le but de la fin de I’exercice est de démontrer la convergence de 1’Algorithme 1 avec la
méthode exacte pour le calcul du pas de descente. On suppose qu’a 1’étape k de 1’ Algorithme 1
le point z(¥) est différent de 2* et on pose d*) = — ||V f(z®)||; sign(V f (z(®)).

8. Montrer que (V f(z®),d*®)) = —||V f(z®)||? et justifier que d*) est bien une direction
de descente pour le point .

9. Montrer que pour tout ¢ > 0,
M
FE®) < F@® + ™) < f@) =t VF@D)F + 25l VO
10. En déduire que

FE) < fE®) — ST FEO)E

11. En déduire a I’aide des inégalités de la Partie II que

Flat0) = < (1= 0) (Fa) = p1).

12. Conclure sur la convergence de 1’ Algorithme 1.



