Exercice 1

1. loi binomiale B(n,p); E(X) =np =3; V(X) = np(1 — p) = 2.99997

2. n grand et p petit, donc on peut approcher la loi B(n,p) par la loi de Poisson P())
avec A = np = 3. Si X suit P(3), alors P(X = k) = e_)‘%l!c

3. P(X <5) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4) + P(X =
5)=0.05+0.154+0.22 4+ 0.22 + 0.17+ 0.1 = 0.91.

Exercice 2

1. A ="il franchit la barre de 2m au premier saut" = [H; > 2], on H; désigne la
hauteur atteinte au premier essai. P(A) = P(H; > 2) = % = % car Hj suit

la loi uniforme sur [1.95,2.35].

2. B ="il n’a pas franchi la barre aprés 3 essais"=[H; < 2| N [Hy < 2| N [H3 < 2], ou
Hy, Ho, H3 désignent les hauteurs atteintes aux 3 essais. Les sauts sont indépen-
dants, donc P(B) = P(H; < 2) x P(Hy < 2) x P(Hz <2) = (1)*.

Notons Sy ="il réussit a passer la barre des 2m"="il a franchit la barre des 2m &
I'un des trois essais"=B¢. Donc P(Sy) =1—P(B)=1— (%)3.

3. Soit S7 ="il passe la barre des 2m10". On cherche P(S1|Sp). On se place dans
la situation ot Sy est réalisé : il a passé la barre des 2m et il se retrouve avec 3
essais devant la barre des 2m10. Puisque les essais sont indépendants, la situation

est identique a celle du début, seule la hauteur de la barre a changé. On aura

donc P(S51]5) = 13— P(H < 2.10)® avec P(H < 2.10) = 220=1% = 3. donc

P(51]S0) =1—(2)".
4. X € {0,2,2.10,2.20,2.30} car il ne peut pas sauter plus haut que 2.35 métres.
X =0 correspond au cas ot il ne parvient pas a passer la barre de 2m.

. 3
5. eP(X =0) = P(Sf) = P(B) = (3)" = 513
OP(X 2) = P(Sy N SC) = P(So) — P(Son S1) = P(Sy) — P(Sl‘SO)P(SQ) =
(1- @) @ == &
oP(X = 2.10) = P(S1 N SS) = P(S1) — P(S2|S1)P(S1), on Sy ="il passe la
barre des 2m20". Par le méme raisonnement qu’au 3), on obtient P(S2|S;) =

— P(H < 2.20* = 1 — (2)°. De plus P(S81) = P(So N S1) = P(S1]S0)P(So) =

1
(1-(2)%) (1= (1)) Done P(X =210) = (3)* (1= (3)") (1= (})") = 3 x

515 X 8-
oP(X =220) = P(S2N5%) = (Sg) P(S53]52)P(S2), o S ="il passe la barre
des 2m30". On a P(S3|Sy) = 1 — P(H < 2.30)3 = 1 — (%)°. De plus P(S) =

P(S1 N S2) = P(Ss]81)P(S)) = ( — (%) ) Donc P(X =
3 485

3BT x 325 x 2.

1
-@°) (- @)
(1-()°) = 38 x
) )



eE(X)=0x P(X =0)+2x P(X =2)+2.10 x P(X = 2.10) +2.20 x P(X =
2.20) + 2.30 x P(X = 2.30)

511 27 125 485 511 343 387 485 511
EQZXP,@ X4@+5%110X 512 X 510 X 5710 T 2-20 X 535 X 575 X 515 X 513 T 2.30 ¥

512 X 512 X 512 X 512°

Exercice 3

1.
et sit >0, 2e7 2t st > 0,
fx(t) = { 0 sinon, y(t) = { 0 sinon
2.
e Joetdt=[-eTf=1-€" siz=>0,
Fx(z) = P(X < x) . fx (t)dt { 0 sinon, ’
_ ‘ _f fTeeMdt=[-eMf=1-¢ siz >0,
Fy(x) =P(Y <z)= . fy(t)dt = { 0 sinon,

J.S<z]=X<z]U[Y <zlet[T<z]=[X<z]Nn[Y <z
4. Fr(z) =P(T <z)=P([X <z|n[Y < z)).
X et Y étant indépendantes, on a
Fr(z) = P(X <x)P(Y <z) = Fx(z)Fy(x)
(-l -e)=1-eT—e P+ siz>0,
1 0 sinon,

La densité de T vaut donc

et 4272 373 §it>0,

ey =rr0 =1 ¢

sinon,

5. Fs(x) =P(T<z)=P([X <z]Uu[Y <z])=1-P([X <z]°N[Y < z]9).
X et Y étant indépendantes, on a

Fs(x) =1 - P(IX <a])P([Y <)) =1 - (1 - Fx())(1 - Fy (x))

| 1- e e =1 -3 ga>0,
| 0 sinon,
La densité de S vaut donc

{ 3e73t sit>0,

0 sinon,



P([X >z]Nn[S <))

P(S <x) '
Or [X >z]n[S <z] =[X >z]N[Y < z] : en effet si le systéme en série est
en panne avant l'instant x, alors que X > x, c’est que forcément Y < x. On peut
aussi voir ¢a par le calcul :

PX>z|S<x)=

(X > z]n[S <z] = [X > z]n([X < z]UlY <z] = ([X > z]n[X < z])U([X > z]n[Y < z])

=U(X>zln[Y <z])=[X>z]|Nn[Y <zl
Donc

P(X >2]n[S<az]) P(X>z)P(Y <)

P(X >z|S<z)= P(S < x) ~ P(S<u)

(car X et Y indépendantes)

(1- Fx(2)Fy(z) e *(1—e?)
Fs(z) 1—e 32

P([T >tINn[X < z])

P(X <x)
Or [T>tN[X <z]=[Y >t]|N[X < z] : en effet si le systéme en paralléle est en
panne apres l'instant ¢, alors que X < x, c’est que forcément ¥ > ¢t. On peut aussi
voir ¢a par le calcul :

P(T>tX <z)=

T >4N[X <a]=[T <t

—

‘AX <a]=(X <Ny <)°N[X < ]

= (X<t uly <t)N[X <a] = ([X <N [X <z U([Y <N [X <))
=u(y <t°n[X <z))=[Y <t <z]=[Y >tn[X < x].
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Donc
P([Y >tNn[X <z])

P(X <)

P(T>tX <z)=

P([Y >t])P(X <
- - ;(ﬂ()<( ) = (car X et Y sont indépendantes)
<z

=P(Y >t])=1-Fy(t)=e*




