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Exercice 1

1. N compte le nombre de réalisations de I’événement "la bouteille est défectueuse" lors de la
répétition de n = 10000 expériences indépendantes. La loi de N est donc la loi binomiale
de paramétres n = 10000 et p = 107°. On a, pour 0 < k < n,

P(N =) = (Z)pku e

En moyenne le nombre de bouteilles défectueuses vaut E(N) = np = 10000 x 10~° = 0.1.

2. N suit une loi binomiale B(n, p) avec n trés grand et p trés petit. On peut donc approcher
la loi de N par la loi de Poisson de paramétre A = np = 0.1. On a ainsi

X

P(N=k)~e R

3. On cherche p tel que la probabilité qu’aucune bouteille soit défectueuse soit au moins égale
a 0.95; c’est-a-dire tel que P(N =0) > 0.95. Or

P(N =0) = (g)pou 0= (1 - p),

Donc
P(N =0)>0.95< (1—p)" > 0.95 < 1—p > 0.95"" < p < poim = 1-0.95"" = 1-0.95'0".

On peut obtenir une valeur approchée de p,,;, en utilisant le développement
14+ o)™ =1+ma+o(a) :

Prmin =1 — (1= 0.05)°" ~1—(1-10"* x 0.05) = 5.10~°.

Exercice 2 Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité est donnée par

< siz€]0,1],

to={ §F

sinon,

1. Pour que f soit une densité de probabilté, son intégrale doit étre égale a 1. Or
1 1 1
d
/ f(x)de =« —x:a{ﬁ} = 2a.
0 0o VT 1/2],

Donc o = 1/2. Pour cette valeur de o f est une fonction positive dont 'intégrale vaut 1;
¢’est donc une densité de probabilité.
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Exercice 3

1. Notons A ="la montre est sur la plage" (P(A) = 0.9), et 7' ="il trouve la montre".
On cherche P(T'). On écrit

P(T)= P(T|A)P(A) + P(T|A°)P(A®)
et on distingue les deux cas.

— Premier cas : il cherche sur la plage :
— probabilité qu’il trouve la montre sachant qu’elle est sur la plage : P(T|A) =1/4
— probabilité qu’il trouve la montre sachant qu’elle est sur le chemin : P(T|A°) = 0
(puisqu’il cherche sur la plage).
_ 1.9 1 _ 9 _
Donc dans ce cas P(T) = § x 15 + 0 X 15 = 35 = 0.225.
— Deuxiéme cas : il cherche sur le chemin :
— probabilité qu’il trouve la montre sachant qu’elle est sur la plage : P(T|A) =0,
— probabilité qu’il trouve la montre sachant qu’elle est sur le chemin : P(T|A¢) = 0.95.
Donc dans ce cas P(T) =0 X 15 +0.95 x & = 0.095.

2. On est dans le deuxiéme cas : il a cherché la montre sur le chemin; et on cherche la
probabilité que la montre soit sur la plage sachant qu’il n’a pas trouvé la montre, c¢’est-a-
dire P(A|T°). On a

P(T|A)P(A) _ (1= P(TIA)P(A) _ (1=0)x0.9 _ 0.9 180

P(A|T®) = - — _ _
(A7) P(T) 1— P(T) 1-0095 0905 181

remarque : Au lieu de considérer deux cas, on aurait pu introduire un troisiéme événement,
a savoir B ="il cherche la montre sur la plage", et conditionner par rapport & B ou B¢. On
aurait alors écrit pour répondre aux questions :
1. P(T|B) = P(TIANB)P(A|B) + P(T|A°N B)P(A¢|B) = i X 1% +0 x lio = 4% = 0.225,
P(T|B°) = P(TIAN B°)P(A|B°) + P(T|A° N B)P(A°|B¢) =0 x 1% + 0.95 x 1—10 = 0.095.

)=
¢ ey _ P(T°|ANB®)P(A|B°) _ (1-P(T|ANB®)P(A|B°) _ (1-0)x0.9 _ 0.9 _ 180
2. P(A|T*NB°) = P(T¢|B¢) - 1-P(T|B°) = 10095 — 005 — 181 — U-995.




Exercice 4 Un joueur joue a un jeu de hasard. A chaque tour il parie une certaine somme
d’argent. S’il gagne il gagne cette somme; sinon il la perd. Autrement dit on a, en notant G,
son gain cumulé apres le n®™ coup (avec Gy = 0) et M,, la somme pariée,

o G, =G,_1+ M, s’il gagne, et

e G,=G,_1 — M, sl perd.
La stratégie de la martingale classique consiste a rejouer tant que ’on perd, en misant toujours
M, =1—G,_1, et & s’arréter si 'on gagne. Ainsi le joueur est certain de gagner 1 & la fin du jeu
s’il peut miser autant d’argent qu’il le souhaite. Voici par exemple le déroulement d’une partie :

e Au premier tour il mise 1 et il perd, donc G; = —1;
e Au deuxiéme tour il mise 2 et il perd, donc Gy = —3;
e Au troisiéme tour il mise 4 et il perd, donc G3 = —7;

e Au quatriéme tour il mise 8 et il gagne, donc G4 = 1; il s’arréte de jouer.
On suppose qu’a chaque tour le joueur a une chance sur deux de gagner le tour et que les tours
sont indépendants. On note N le nombre de tours nécessaire pour terminer la partie.

1. Quelle est la loi de N ? Donner 'expression de P(N = n) pour tout n > 1. Quelle est
Iespérance de N 7

2. My représente la derniére somme misée par le joueur. Calculer I'expression de My en
fonction de N.

3. Montrer que I'espérance de My est infinie. Commenter.



