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Exercice 1
On lance 4 fois un dé. On note X le nombre de fois ou on obtient 6.

1. Pour k € {0,1,2, 3,4}, calculer P(X = k).
X représente le nombre de succes (=avoir un 6) lors de 4 expériences de Bernoulli indépendantes, de méme
probabilité de succes % Donc X suit une loi binomiale de parametres n = 4 et p = % Donc pour tout
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2. Pour i € {1,2,3,4}, on note X; la variable de Bernoulli qui vaut 1 si on tire un 6 au i-eme lancer, 0 si on
ne tire pas un 6 a ce lancer. Ecrire X en fonction des Xj;.
Par déﬁnition, X = Xl —+ X2 —+ X3 —+ X4.

3. Donner la valeur de E(X) et de Var(X). Par résultat du cours, comme X ~ B(4,3), ona E(X) =% =2

et V(X) =432 =3

Exercice 2

Alice lance simultanément six dés équilibrés a six faces et gagne si elle obtient au moins un 6. Bob lance
simultanément douze dés équilibrés a six faces et gagne s’il obtient au moins deux 6.

1. Soit X la variable aléatoire définie par X = 1 si Alice a gagné et X = 0 si Alice a perdu. Donner la loi de
X.
X suit une loi de Bernoulli, de parametre p4 donné par la probabilité qu’Alice gagne. Notant D;
I’événement “le dé numéro i tombe sur 6”7, la probabilité recherchée est
PA :]P)(DlUDQU...UDG),
=1-P(D;NDyN...N Dg),
=1—P(D1)P(Dy)...P(Dg),

6
)
A = 1-— (6) ~ 0.67.

2. Soit Y la variable aléatoire définie par Y = 1 si Bob a gagné et Y = 0 si Bob a perdu. Donner la loi de Y.

par indépendance des lancers. Donc

De méme, Y suit une loi de Bernoulli de parametre pp donné par la probabilité que Bob gagne. Or le
nombre S de 6 trouvés dans un lancer de douze dés indépendants suit une loi binomiale de parametres 12
et . Ainsi

6 )

pp=P(S>2)=1-P(S=0)—P(S = 1),

12 11 12 11
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—1-(Z —12=2( = =1—(= —2( = ~1-—0.11 -0.26 = 0.63.

3. Qui a en moyenne la plus grande chance de gagner? Par résultat du cours, E(X) = pa > pp = E(Y).
Donc en moyenne, Alice gagne plus souvent que Bob.

4. Alice répete maintenant 1’expérience suivante. A chaque tour elle lance simultanément six dés, et s’arréte
des qu’elle obtient au moins un 6. Soit Z le nombre de tours que doit faire Alice.



(a) Préciser, en justifiant, la loi de Z. Z représente le premier temps de succes lors d’une succession infinie

d’expériences de Bernoulli indépendante, chacune de probabilité de succes donnée par pp = 1 — (%)6.

Donc Z suit une loi géométrique de parametre py4.

(b) Donner la variance de Z. Par résultat du cours, V(Z) = :=£4 = (

pi (17(%)6)2.
On donne: (5/6)% ~ 0.33, (5/6)1* ~ 0.13 et (5/6)*2 ~ 0.11.

Exercice 3

Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test clinique sa sensibilité «, qui est la probabilité
que le test soit positif sachant que le sujet est malade, et sa spécificité 3, qui est la probabilité que le test soit
négatif sachant que le sujet est sain. On note p la probabilité qu’un sujet soit malade.

1. Donner la probabilité pour qu'un sujet pris au hasard soit sain sachant que son test est positif.

Soient les événements M="“le sujet est malade” et T ="“le test est positif”. Il s’agit de calculer P(M|T).
Par application de la formule de Bayes,

o P(MNT) P(T|M)P(M)
P(M|T) = P(T)  P(T|M)P(M)+P(T|M)P(M)’
(1-p8)(1—-p)

T apt+ (1A —p)

2. Déterminer la probabilité d’étre malade sachant que le test est négatif: il s’agit de calculer P(M|T). Par
la formule de Bayes,

_ PMNT) P(T|M)P(M)
P(M|T) = P(T)  P(T|M)P(M) + P(T|M)P(M)’
(1—a)p

(I—a)p+p(1—-p)

Exercice 4
On suppose que l'on a autant de chance d’avoir une fille ou un garcon & la naissance. Votre voisin de palier
vous dit qu’il a deux enfants.
1. Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un garcon ?
L’univers associé a cette expérience est Q = {(f, f), (9, f),(f,9),(g9,9)}. La probabilité sur Q est la
probabilité uniforme. La probabilité recherchée est alors %.
2. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant que ’ainée est une fille 7
F— PH(f,
1l s'agit de caleuler P({(f,9)H{(f, /), (£,9)}) = spirily = 5
3. Quelle est la probabilité qu’il ait un gargon, sachant qu’il a au moins une fille ?

1l s'agit de caleuler P{(f,9), (9, ), (9: ) }{(f: £): (£,9), (9 )}) = spippdpie Dl — 2.

4. Question Bonus * Vous téléphonez a votre voisin. Une fille décroche le téléphone. Vous savez que dans
les familles avec un gargon et une fille, la fille décroche le téléphone avec probabilité p = 3/4, quelle est la
probabilité que votre voisin ait un garcon ?

Soient les événements T' =“Le téléphone est décroché par une fille”, G =“le voisin a au moins un gargon”,
F =“le voisin a au moins une fille”. Il s’agit de calculer P(G|T"). Ainsi,

P(G|T) = Lg(;)ﬂ

D’une part,
P(GNT)=P(GNTNF)+P(GNTNF).
La seconde probabilité est nulle car 7N F' = (). Par ailleurs,

P(GNT N F) = B(T|G N F)B(G|F)P(F) = p%% -L



De plus,
b P(T) =P(T|GN F)P(GNF)+P(T|G)P(G) + P(T|F)P(F).

Ainsi,

1
P(T)=g+1+o.

Par conséquent,
2 2 3/2 3
PGy =22 372 3
p/2+1/4 2p+1 3/24+1 5




