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Exercice 1 Méme si la question n’était pas posée, une premiére chose serait de vérifier que
I'application T est bien définie sur E et qu’elle est a valeurs dans E. Une fonction continue
est intégrable sur tout intervalle borné, donc 7' est bien définie. De plus pour tout f € E et
x,y € [0,1], on asi x <y,

(T () = (TN < /y [f(@)ldt < (y — )] f ]l

et si y <z, [(T(f)(z) = (T(/)W] < (& =yl flle. Donc dans les deux cas [(T'(f))(x) —
(TN W) < |y — ||| flloo, ce qui tend vers 0 lorsque y tend vers z. Ainsi T'(f) est une fonction
continue, et donc T est bien & valeurs dans F.

Soient f,g € E et A\, u € R. Pour tout = € [0,1] on a
TS +ug)e) = [ O+ o)t
0

_ / AR + gt
_ )\/wa(t)dtJr,u/oxg(t)dt
AT () (@) + ul(T(9)) (@)

Ceci prouve que T' est une application linéaire. De plus on a pour tout f € E et x € [0, 1],

(T(f)()] < /Omlf(t)ldts / F(8)]dt < / 1 Flloodlt = [l / dt = || ]|

Donc |T(f)]lco < || f]loos ce qui prouve que T est continue et que ||T']| < 1. De plus en choisissant
la fonction f constante égale a 1, on a pour tout = € [0,1], (T'(f))(z) = [ f(t)dt = [ dt = x,
done |T(f)llec = (T(f))(1) = 1 = || flloc- Adnsi |[T|] = 1.

Exercice 2

1. f est une fonction polynomiale donc différentiable & n’importe quel ordre. On a

o) = (=9l ty—D+ 1) =(1-p)2-20—y)

ﬁ(ac,y) = (1—2)(2—2y—=x) (parsymétrie en z,y)

dy

Les points critiques sont les solutions de V f(z,y) = 0 soit

{ (1-y)2—22-y)=0
(1—-2z)2—-2y—2)=0



@{1:528 ou{l_y: ou{?:im:_oy: Ou{2—2x—y:0
SRR PSR B R (i
Pour le dernier systéme on a
{2—2x—y:0 @{2x+y:2 @{395:2 @{ng |
2—-2y—x=0 r+2y =2 x4+ 2y =2 y=1-2=1-1=2
Ainsi les points critiques de f sont (1,1),(0,1),(1,0) et (3, 2).

. Pour tout (z,y) € R?,

Hy(z,y) = <%(ﬂf,y) a%(ﬂ:,@)_(_( —2(1—y) —(2—2x—y)—(1_y)>

() Sh(r,y) 2-2r—y)—(1-y) —2(1 — )

o 2y-2  2we+2y-3
Hyle,y) = (2x+2y—3 21 — 2 )

Hy(1,1) = ([1) (1))

Les valeurs propres \; et \y de cette matrice vérifient

/\1+/\2:T1"Hf(1,1 =0 PN )\1:—/\2
/\1/\2 = det Hf(l, 1) =-1 —/\% =-1

. Pour le point critique (1,1) :

donc les valeurs propres sont —1 et 1. On a donc une valeur propre strictement positive
et une valeur propre strictement négative, ce qui implique que (1,1) est un point selle.

0= (7))

Les valeurs propres \; et Ay sont les solutions de

Pour le point critique (1,0) :

Xi;100) =(=2=X)(=A) —1=0& N +2X -1 =0.

A =4 —4(-1) = 8 = (2¢/2)?, donc les solutions sont \; = %ﬁ =-1-v2<0et
A = —14+2>0. On a donc a nouveau un point selle.

Hy(0,1) = (_01 :;)

Les valeurs propres A\, et Ay vérifient la méme équation que précédemment, donc les
solutions sont encore une fois \y = -1 —v2 < 0 et Ay = —1 + V2 > 0, et on a a
nouveau un point selle.

Pour le point critique (0,1) :



Les valeurs propres \; et Ay sont les solutions de

= (33 - (32 (G- o)

Les solutions sont Ay = —1 < 0 et Ay = —% < 0. Il s’agit donc cette fois d’'un maximum
local.

4. D’aprés I'étude précédente, on peut déduire que f n’a pas de minimum global puisqu’elle
n’a pas de minimum local. De plus lorsque x et y tendent vers +oo, f(x,y) tend vers +00;
par conséquent f n’a pas non plus de maximum global.

Exercice 3

1. C} est le cylindre dont la base est le cercle unité dans le plan (0z123) et dont la direction

est celle de I'axe (0z3). Cy est le cylindre dont la base est le cercle unité dans le plan
(0x1x3) et dont la direction est celle de 'axe (0z5).
Cy et Cy sont des ensembles fermés car ce sont les images réciproques de {0} par les
fonctions continues hy et hy. De plus pour tout x € C, x € C; donc 22+ 23 =1, et v € Cy
donc 3 + 23 = 1. Donc ||z]|* = 22 + 23 + 23 < 22 + 22 + 23 = (23 + 23) + (2% +22) = 2.
Donc ||z|| < v/2, ce qui montre que C' est borné.

2. f est une fonction continue, et C' est une ensemble fermé borné, donc il existe un minimum

de f sur C.

3. C est défini par les deux contraintes égalité hi(x) = 0 et ho(z) = 0. f, hy et hy sont de
classe C! sur R?, et

Vf(x)=(1,—x3,—x3), Vhi(x)=(221,215,0), Vhe(x)=(221,0,2x3).

Vhi(x) et Vhy(x) sont des vecteurs indépendants sauf si 21 = 2o = 0 ou si 3 = 23 = 0
ou si xo = x3 = 0. Mais si 1 = 9 = 0, & ne peut pas appartenir & C puisqu’on devrait
avoir 2 + 3 = 1. De méme si 7; = 3 = 0,  ne peut pas appartenir & C' a cause de
la condition 3 + 22 = 1. Enfin si 2y = 23 =0 et v € C, 2? + 253 = let 22 + 22 = 1
impliquent que z; = —1 ou 1. Il faut donc exclure les points (—1,0,0) et (1,0,0) des
conditions d’optimalité.

Les conditions d’optimalité s’écrivent donc : si x est minimum de sur C, et si x est
différent de (—1,0,0) ou (1,0, 0), alors il existe A; et A réels tels que V f(z)+ A\ Vh(z)+
AaVhy(z) = 0. Le systéme a résoudre s’écrit donc

1+ 2)\1(131 + 2)\21’1 =0

Vf(x) + >\1Vh1($) + )\QVhQ(ZC) =0 —T3 + 2)\11’2 =0
hl(x) =0 ~ —X9 + 2)\21‘3 =0
ha(z) =0 43 =1

24 22
] +x3=1



Par soustraction sur les deux derniéres équations, on obtient z3 = x2 soit ry, = z3 ou
r9 = —x3. Le systéme est donc équivalent a

To = I3 Ty = —T3
1+2(/\1 —I—/\Q)JZ =0 1+2(/\1 ‘l—/\g)l’l =0
2\ — D)z =0 ou ¢ 2\ +1)z2=0
(2)\2 — 1) ro =0 (22 + 1)z =10
t+ai=1 tari=1
o = e — 0 Lo = I3 Lo = —XT3
2 = T3 = _ _
S 1420+ M) =0 ou L+2(M + )\2)131 =0 ou L+ 20 + )\21)131 =0
[L‘Z:]_ )\1—)\2 5 )\1:)\2:—5
! ?+ai=1 ?+ri=1

Le premier de ces trois systémes donne les points (1,0,0) et (—1,0,0) qui sont exclus
d’aprés ce qui précéde. Donc il reste :

T2 = T3 Ty = —T3
1'1:—% 1’1:%

1 ou 1
)\1:)\225 )\1:>\2:—§
2 _ 3 2 _ 3

ce qui donne les points candidats suivants : (—2 3 ﬁ), (=3 3 —ﬁ% (3 o2 _Lg)a

207272 27207 3 20727 2
(%, —‘/75, ‘/75) Pour conclure on compare les valeurs de f pour ces quatre points et les deux

points exclus. On a

f(=1,0,0) = -1
£(1,0,0) = 1
1 V3 V3 1 3 5
A I A T
1 V3 V3 5
A R R R
1v3 V3, 1 3 5
M55 = 5%i=;
1 V3 V3, 5
Io-—53) = 3
Finalement, la fonction f atteint sa valeur minimum —g en deux points (—%, ‘/73, ‘/73) et
(-1, -, -,
4. On a

xecﬁ{x%jtx%:l {x%—l—x%:l

2 4 .2 _ 2 _ .2
]+ ax3=1 x5 = T3

x60®{$%+$%:1 Ou@{x%—km%:l
To = I3 Lo = —XT3
Ces deux cas correspondent & deux courbes, qui correspondent aux intersections du cylin-
dre C; avec les plans d’équations x5 = x3 et 9 = —ux3. Il s’agit donc d’ellipses. Des
parameétrisations de ces deux ellipses sont données par

x1(0) = cosd x1(6) = cosd

Ci: 4 w2(0) =sinfb Cy:q w2(0) =sinf
x3(0) = sind x3(f) = —sinf



ou 0 € [0, 27].

. Le minimum de f sur C; correspond au minimum sur [0, 27| de la fonction
a(f) = f(cosf,sinf,sinf) = cosd — sin* 0.

On a o/(0) = —sinf — 2cosfsinf = —sin (1 + 2 cosh).

0 |0 %’r T 4?” 2m
aJ@)|0 — 0 + 0 — 0 +
1 —1 1
a(f) AWV ) S h S . /
4 4

Le minimum de f sur Cy correspond au minimum sur [0, 27| de la fonction
B(0) = f(cosh,sinf, —sinf) = cosf + sin? 4.
p'(0) = —sinf + 2cosfsinf = sinf(2cosf — 1).

0 |0 z T %” 2T
g@ilo + o — 0 + 0 — 0
5 5
1 1
B5(0) / N\ a N\
1 -1 1
Ainsi le minimum de f sur C' = C; U Cy est obtenu uniquement sur la courbe C; pour les
deux points de paramétres § = %” et = %”, ce qui correspond bien aux points (—%, ‘/7?:, ‘/7?:)
et (_%7 _\/757 _\/Tg)




