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Exercice 1
1.

x) = <x11/m% + 22, won/ 2} —i—x%) :

La fonction t — 4/t est dérivable pour tout t > 0, donc f est différentiable dés que
7?2 + 22 > 0, car composée de fonctions différentiables. Or z? + 22 > 0 < z # 0, donc
[ est différentiable pour tout = # 0. En fait f est aussi différentiable en 0, car | f(x)| =
|lz|z|l|| = |=]||z]| = |=]|* = o(|x]), donc on peut écrire un développement limité de f en 0
ainsi

fO+u) = ufu] =0+0+uful = f(0) + 0+ o(ul),
donc f est différentiable en 0 et sa différentielle est nulle.
Calculons la matrice jacobienne de f pour x # 0 :

o, o
(9x1( x) = aJai+ad+ m
Ty = Dy e
on = o
o,

@ = Ve

donc la matrice jacobienne de f s’écrit pour z # 0,

o2
x2 4+ 12 + —Az_
Jf(x) _ 1 2 / 2+x2 «/z +:Jc2 2
/243 331 * x2 + VL 2+m2

De plus pour x = 0 on a vu que la différentielle de f est nulle, donc on a

TF(0) = (g 8)

2. Ecrivons le développement limité de f en x : pour tout u € E on a

flx+u) = glx+u)h(x+u)
= (9(z) + Dg(x).u + [uller(uw))(h(x) + Dh(z).u + [ulez(u)),

puisque g et h sont différentiables en x. Ici les fonctions €; : E — Ret e : E — E tendent
vers 0 en 0 (vers 0 € E pour ¢; et vers 0 € R pour &5). Donc,

f@+u) = g(@)h(x) +{(Dg(z).u)h(z) + g(z)(Dh(z).u)}
+uller(w)h(z) + (Dg(x).w)(Dh(x).u) + (Dg(x).w)||ules(w)
+uller(w) (i) + Dh(z).u + |lules(w))



Tous les derniers termes (2e et 3e ligne) peuvent s’écrire ||ulles(u) avec g5 : E — E qui
tend vers 0 en 0, car on a alors

%(Dg(x).u)(Dh(:zc).u)—i—(Dg(:v).u)Eg(u)—i-sl(u)(h(x)+Dh(m).u+||u||62(u))
etonacey(u)h(z), (Dg(x).u)ea(u) et e1(u)(h(x)+ Dh(zx).u+|lulez(u)) qui tendent bien vers
0 en 0, ainsi que m(Dg( x).u)(Dh(z).u) car Dg(z) et Dh(zx) étant des aplications linéaires

continues, il existe M > 0 et N > 0 tels que |Dg(x).u| < M|u| et |Dh(z).ul| < N|u|, et
donc

e3(u) = e (u)h(z)+

Mju] x Nlu]

\%”wg(x).u)(m(x).u) < 2 A,

ce qui tend vers 0 lorsque u tend vers 0. Ainsi
f(@+u) = g(@)h(z) + {(Dg(x) w)h(z) + g(2)(Dh(z).u)} + |ufes(u).

L’application ¢ : u — (Dg(x).u)h(x) + g(x)(Dh(z).u) est clairement linéaire, et continue
car

|(Dg () uw)h(z) + g(2)(Dh(z).w)| < Mul[[n(z)] + [g(2)|N]u] = (M]a(z)] +[g(x)|N)]ul,

donc f est bien différentiable en x et sa différentielle s’écrit

Df(x).u = (Dg(z).u)h(z) + g(z)(Dh(x).u).

. Onag(z) = y/|z|? = v/{z, ) ce qui est différentiable pour = # 0 puisque alors (z, z) > 0
et donc \/ est dérivable en (x, x). D’apreés la régle des différentielles de fonctions composées

o . u—l (w,uy  {x,u)
Dyte)u= 32 =S = Tl <a: >

. On a f(z) = g(x)h(x) avec g(z) = ||x|| et h(z) = x. Donc pour tout = # 0 et u € E,

Df(x).u = (Dg(z).u)h(z) + g(z)(Dh(x).u) = %,u> z+ ||z|u =

Si E = R?, on peut retrouver la matrice jacobienne de f en calculant D f(z).(1,0) et

Df(x).(0,1) :

Df(x).(1,0) = —wa + 2] (1,0) =

o o (@r22) + 1<1(1,0) = ( LT )

ce qui correspond bien a la premiére colonne de J f(z) obtenue a la premiére question, et

(o + o100 = (S22 4 o).

Di(e).(0.1) = Il Tal

ERLCERE

ce qui correspond a la deuxiéme colonne de J f(z).



Exercice 2

1. On a Vf(x) = (423 — 4z, 2x5), donc les points critiques vérifient

Ay —13 -4z —-1=0 a:‘i’zml ry=0o0rzxzy=1orx =-—1

= =
2.73220 ZL‘QZO 272:0.

Les points critiques sont (0,0), (—1,0) et (1,0).

La matrice hessienne de f s’écrit

2
it = (4 0)

af0.0 = (1Y),

dont les valeurs propres sont —4 et 2, donc (0, 0) est un point selle de f.

— pour (—1,0) : on a
0.0 = (5 3).

dont les valeus propres sont 8 et 2, donc (—1,0) est un minimum local de f.
— pour (—1,0) : la matrice hessienne de f est la méme que précédemment, donc (1,0) est
aussi un minimum local de f.

— pour (0,0) : on a

2. On peut remarquer que
flx)=a]—222 +25 = (22 —1)* =1 + 22 > —1,

et nous avons f(—1,0) = f(1,0) = —1. Donc f(z) = f(—1,0) = f(1,0) pour tous x,y €
R? : (—1,0) et (1,0) sont les deux minima globaux de f. f n’a pas de maximum global
puisqu’il n’a pas de maximum local.

Exercice 3
1. C ={zreR3 g(x) <0} pour g(x) = 22 + 23 — z3.
2. On a Vg(z) = (221,229, —1) et

Hg(z) =

S O N
S NN O
o O O

Hg(x) est une matrice symétrique positive pour tout z € R3, donc g est une fonction
convexe.

3. C est convexe car C' = {z € R3 g(z) <0} avec g convexe. En effet, soient z,y € C et
A€ [0,1]. On a
gz + (1= Ny) < Ag(x) + (1= A)g(y)
car g est convexe. Or g(x) < 0 puisque z € C, et de méme ¢(y) < 0. De plus comme \ et
1— X sont positifs, on en déduit que Ag(z)+(1—=M\)g(y) < 0, et donc qu g(Az+(1—-N)y) <0,
ce qui siginifie que Az + (1 — Ay € C. Ainsi C est convexe.
C' est non vide puisque (0,0,0) € C.



4. Pour tracer C' on peut voir directement qu’il s’agit d’un paraboloide ou bien remarquer
d’abord que z3 = 0 si x € C'; ensuite que lorsque x3 > 0 est fixé, les points (x1, 29, x3) qui
vérifient 27 + 22 < x3 correspondent & un disque horizontal de rayon \/(acg) et de centre
(0,0, z3). C correspond donc a une union de disques horizontaux centrés sur 'axe (Oxs)
et de rayons croissants avec x3. En fait on peut par exemple tracer la courbe (0, \/x3, 3)
pour x3 = 0, ce qui corrrepond au graphe de la fonction racine carrée en prenant l'axe
(0x3) comme abscisse et (Oxy) comme ordonnée, puis on trace des cercles horizontaux
centrés sur ’axe vertical et passant par les points de la courbe.

C' comprend tous les points a l'intérieur et sur la frontiére de la surface tracée en bleu.

5. Le probléme (P) correspond exactement au probléme de projection sur l’ensemble C'.
Comme C' est convexe fermé non vide, ce probléme admet une solution unique x* que 'on
appelle projeté de y sur C.

6. J et g sont des fonctions C* et on a VJ(z) = 2(x — y) = (2(z; — 1), 2(zy — 1),2z3) et
Vg(z) = (221,229, —1). Vg(z) est toujours non nul, et donc en particulier Vg(z*) # 0,
et donc z* vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker : il existe u = 0 tel que x* soit

solution de
VJ(z)+ pVg(x) =0

avec pug(x) = 0.
— Si g(x) = 0 (contrainte active) : alors les équations deviennent :
2(x1 — 1) 4+ 2ux; =0 (14 p)x =1
{ VJ(x)+uVg(z) =0 - 2(zy—2) +2uz2 =0 - (1+pz, =1
g(x) =0 203 —p =0 223 = [
23+ 1l —23=0 P+ ai—23=0

r1 =12 = 1/(1+ p)
= T3 = /2

2 __Br_

(I+p)? 2

4



On a 9
H 2
2 L _0e(1+ — 4.
p = 1 est solution évidente de cette équation, et donne la solution x = (1/2,1/2,1/2).
Ensuite on factorise :

A+p)p—4=0s P +2* +pu—4=0= (u—D(E*+3p+4) =0

A =9—16 <0 donc u =1 est la seule solution réelle.
— Si g(z) < 0 (contrainte inactive) : alors u = 0 et les équations deviennent

2z, —1) =0 v =1
VJ(z)=0 2(xg —2) =0 xo =1
{g(ac)<0 = 205 =0 Y 25=0
P4 a5 —123<0 4 a3 —13<0

ce qui n’a pas de solution puisque 12 +12 -0 > 0
Ainsi finalement les équations n’ont qu’une solution qui correspond donc forcément & z*.
Ainsi 2* = (1/2,1/2,1/2).



