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Exercice 1 Soit £ = C'([0,1],R) lespace des fonctions dérivables et a dérivées continues de
[0,1] dans R. Pour tout f € E on note

1
[flls = sup [f(D)], HfHo:/ |f()]dt,
t€[0,1] 0

11l = / PO [ fllos = / (7] + 170t

1. Parmi les quatre applications ainsi définies, lesquelles sont des normes sur £ ? (dans chaque
cas, démontrer qu’il s’agit d’une norme ou démontrer qu’il ne s’agit pas d’une norme).

2. On considére 'application T : E — R telle que pour tout f € F,

T(f) = f(1) = £(0).
Montrer que T est une application linéaire et qu’elle est continue pour la norme || - |-
3. Montrer que T" est continue pour la norme || - ||o ;-
4. Trouver une suite de fonctions (f,)nen de E telle que pour tout n, f,(0) =0, f,(1) =1
et im0 fi | fo(t)]dt = 0.
5. A laide de la suite f,,, montrer que 7' n’est pas continue pour la norme || - ||o.

Exercice 2 Soit I'ensemble
C={zcR® 2,>0, 25>0, 23>0, 11 + 25 + 23 = 1}.

1. Montrer que C' est convexe.

2. A quelle figure géométrique correspond C'?7 Dessiner 'ensemble C' dans un repére tri-
dimensionnel (Ozyzox3).

Exercice 3 Soit un réel € > 0, un entier n > 2, et f : R — R la fonction

F@) = Y VT o~ P

1. En quels points f est-elle différentiable ? (On distinguera les cas € = 0 et € > 0).

2. On se place désormais dans le cas € > 0. Calculer les dérivées partielles de f et en déduire
I'expression de son gradient. Donner également 'expression de D f(z)(«) (différentielle de
f en z appliquée en un vecteur o € R"™).

3. Pour 1 <4 <n on note
T R* - R é R—R
T Tiy1 — X5 u— Ve2 + u?
(a) Calculer DT;(z)(a) pour z € R" et o € R™.
(b) Donner Pexpression de f a l’aide des fonctions ¢ et T;.

(c) En déduire I'expression de la différentielle de f en fonction des différentielles des
fonctions ¢ et T;, et retrouver ainsi la formule obtenue a la question 2.



