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Exercice 1 Pour tout f € F on note

1
1l = sup 1B 1o = / e,
t€[0,1] 0

17l = / POl (| flloy = / (F O + 1/ (1))t

1. Montrons que |||/ est une norme. D’abord I’application est bien définie car toute fonction
dans E est continue donc bornée sur [0, 1]. Ensuite pour tous f,g € E, A € R,

[ flle =0,
# |f + glloo = sup [f(t) + g(t)] < sup (|f(£)] + |g(t)])
te[0,1] tel0,1]
< sup [f(O)]+ sup [g(t)] = [[flloc + |9lloo
te[0,1] te[0,1]

# [Aflls = sup [Af()] = [A] sup |f(£)] = [A[[|f|o,
te[0,1] te[0,1]

Il =0 swp [F()] =0 Vi €0,1] () =0 = f =0

t€l0,1
Donc || - ||« est bien une norme sur E.
Montrons que || - [|op est une norme. L’application est bien définie car toute fonction dans
E est continue donc intégrable sur [0, 1]. Pour tous f,g € F, A € R, on a:

« 1fllo > 0, |
1
o If + gllo = / () + g(0)lde < / £+ 9(0)]dt,

1 1
d dt = ,
Sl / @)+ / l9(t)|dt ||f||0+1||9||o
“ Il = / (1) dt = / AWl = A / FOlE = Mo

x| fllo =0« /01 |f()|dt =0 <Vt €[0,1] f(t) =0 (car f continue) < f =0.

Donc || - ||o est bien une norme sur E.

|| - |1 n’est pas une norme car elle vaut 0 pour les fonctions constantes. On a donc pas
I'équivalence ||f|l; =0« f =0.

Montrons que || - ||o,1 est une norme. L’application est bien définie car toute fonction dans
E est continue ainsi que sa dérivée, qui sont donc intégrables sur [0, 1]. Pour tous f, g € E,
AeER, ona:

* || fllo,r >0,



I + glloa = / £+ g(0)] +1£() + g (D)t < / O+ lg®)] + [/ O @),
< / FO1+ 1F(0)de + / 9®lg'®)ldt = [ Flos + lgllon.

1 1 1
* [Aflloa =/ |>\f(t)+>\f'(t)|dt=/ IAIF@] + L @))dt = |>\|/ LF@)]+1f())dt =
0 0 0
Ao, 1
|| fllon =0 @/ lf @]+ [f'()|dt =0< vVt e[0,1] f(t) =0 (car f continue) < f = 0.
0
2. Pour tous f,g € EF et A € R,

TAf+9) = A (1) +9(1) = (Af(0)+9(0)) = A(f(1) = f(0)) +(9(1) —9(0)) = AT(f)=T(g)-

Donc T est linéaire. De plus on a

TN = 1FA) = FOL < [FM]+[£0)] < sup [f(t)] +t2épl] [FO] = 2[f oo,

tel0,1]

donc T est continue pour la norme || - ||oo-

3. Pour tout f € F on a

T = 17(1) - F(0)] = | / f(t)dt] < / (1)t < / O]+ 17Ot = [ fllos.

Donc T est continue pour la norme || - |[o 1.
4. Pour tout n € Net t € [0,1] on pose f,(t) = t""1. On a bien f, € E, f,(0) =0, f,(1) =1,

et
1 1 2 1 1
[ 1tateide = [ e~ _1 L
0 0 n -+ 2 0 n 4+ 2 n—oo

5. Si T était continue pour la norme || ||o, il existerait C' > 0 tel que T'(f) < C| f]|o pour tout
f € E, et donc on aurait T'(f,) < C|| fullo pour tout n > 0. Or T'(f,) = fu(1) — fn(0) =
1—0=1et [|fullo= fol |fn(t)]dt — 0. En passant a la limite on obtient 1 < 0. Donc T'

n—oo

n’est pas continue pour la norme || - ||o.

Exercice 2

1. C est convexe car c’est I'intersection de trois demi-espaces et du plan d’équation x1 + x9 +
x3 = 0, qui sont tous des ensembles convexes. On peut aussi le vérifier directement : soient
r,ye C,Ae0,1,et z=x2+ Ay —1x). On a
x21 =21+ ANy — 1) =21+ Ayp — Ary > 21— Arg > 0car A < 1.,

* de méme zo > 0 et 23 >0,

% 21+ 20+ 23 = [11 + Myr — 21)] + [x2 + Mye — x2)] + [23 + AMys — 23)] = (21 + 22+ 23) +
My +y2 +ys3) — (1 + 22+ 23)] = 0.

Donc z € C, ce qui prouve que C' est convexe.

2. C est le triangle plein délimité par les points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).



Exercice 3

1. f est la somme de fonctions racine composée avec des fonctions polyndémiales. f est donc
différentiable tant que les expressions sous la racine sont non nulles.
Dans le cas € > 0 il n’y a pas de probléme car alors €2 + (z;,1 — ;)% > €2 > 0 pout tout
x € R™ Donc lorsque € > 0 f est différentiable sur R".
Dans le cas e = 0 \/ €2 4+ (xi41 — x;)? > €2 sera différentiable dés que z;41 # z;. Donc f
est différentiable sur Q = {x e R", Vi € {1,...,n— 1}, 2,11 # x;}.

2. Pout tout x € R",

z) = /€2 + (29 — 1)24V/2 + (23 — 22)2+ - +/E2 + (Tnoy — Tp_2)24\/2 4 (T — Tpp_1)2.

x1 n’apparait que dans le premier terme de cette somme. On a donc

3f(m) . 0 5 3 1 2(1’1 — $2)
dr1  On (\/6 oz =) ) 2\/82 (xg —x1)?

T1 — T2
Ve (zg —x1)?

Pour 2 <7 <n — 1, x; apparait dans deux termes, donc on a alors :

0 0

Ti — Ti—1 Ti — Tit1
Ve + (z— i) \/52 (i1 — 77)2
Enfin x,, n’apparait que dans le dernier terme, et donc

8 B R
afg) = oz, (\/62+(x”_x“—1)2) \/52x L

n— Ty 1)2'

Ainsi
xr1—T2
82+(a€2 —T1 )2
To—T1 X2 —T3

\/€2+(m2711)2 + \/€2+(2¢3712)2

Tn—1—"Tn—2 + In—1—Tn
\/€2+(xn—1—xn—2)2 \/52"1'(-'1771—3371—1)2
Tn—Tn—1

2+ (zn—an_1)2’




et

Tr1 — T2 4 To — I To — X3
VE2 + (zg — x1)2 ' VE2+ (29 — x1)2 \/52 (x3 — x9)? ?

Tn—1 Tpn—2 Tp—1 — Tn
bt 1
VEr+ (Tp—1 — Tnos) \/52 (Tn — Tn-1)?

Cette formule se simplifie en regroupant les fractions ayant le méme dénominateur :

_ - wat (@ —w)a | (@ — @) a1 £ (@ — Taor) o
Di@)e) = VE2+ (v2 — 1y)? B VEr+ (m, — )2

(w2 —w) (a2 — o) o (T — 1) (o — A1)

N VEr+ (w2 — )2 R VEr+ (@ — 2p1)? .

3. (a) T; est différentiable car linéaire, et on a DT;(z)() = a1 — .
(b) On a

(c) On écrit la régle de différentiation des fonctions composées :
n—1
Df(z)(@) = ) Dé(T;(x))(DTi(z)(a))
i=1

_ i:gb’(ﬂ-(x))Dﬂ(f)(a)
= Z¢ Tiv1 — Ti)(Qip1 — ).

Or ¢/'(u) = 7= donc finalement

xz—&—l - xz)

T
Z \/g2 — 2 (i1 — ).



