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Exercice 1

Vr e E, f(x) = (z,y) el o
1. On a:
= () I (o) 2 () e

ou 'on a utilisé les régles de dérivation (uv) = v'v +uv’ et (e) = u'et.

Or (z,y) =x1y1 + -+ xy; + -+ + TpYn, donc

2 () =

De méme |z]|* =22+ - +a? + -+ 22, donc

0

oz Uzl) = 2
Finalement,
8f x _1lzl? TP
8;) = el 90y ) el
= e (y; — 2 (2, y) w,)
et donc

Vi) = e (y — 2 (z,y) z).

2. z est un point critique de f si et seulement si Vf(z) =0. On a

Vi) =0 & ey - 2(z.y)2) =0
< y—2(x,y)x =0 (car 'exponentielle est strictement positive)
& y=2(xyu

Ceci montre que z et y sont colinéaires. Puisque y # 0, on peut écrire x = \y avec A € R.
L’égalité y = 2 (x,y) « s’écrit alors

y =20y, y) \y =2\ (y,9) y = 2\* |ly|* v,

et donc on doit avoir 2A? ||y||” = 1, soit encore \* = m On a donc deux solutions pour

. _ 1 . . o . .
A A= i—\/iuyn’ ce qui donne deux points critiques :

Tr = 4 et — y .
V2 |yl V2 |yl




3. On a f(z) = g(z)h(z) avec g(z) = (z,y) et h(z) = e 1*I" = ¢ o u(z) on u(z) = ||z||* et
¢(r) = e7". La fonction g est linéaire donc différentiable est sa différentielle vaut
dg(z).c = (,y) -
Les fonctions ¢ et u sont différentiables et leurs différentielles valent
do(r).s = —e s et du(x).a =2 (x,a).

Donc la fonction h est différentiable en tant que composée de deyx fonctions différentiables,
et sa différentielle vaut dh(z).a = do(u(z)).du(z).c = —e 12172 (2, @) . Finalement f est
donc différentiable en tant que produit de deux fonctions différentiables et on a
df(x).cc = (dg(x).a)h(z) + g(x)(dh(x).a)
= () e — (o) e P2 (1, 0)
2
€—||:EH (<ya Oé> —2 <JZ, y> <l’, Oé>) :

Pour obtenir le gradient & partir de la différentielle on écrit la différentielle sous frome
d’un produit scalaire avec « :

Af(2).0 = (e (y =2 (2,9) @) )
Puisque par définition on a df (z).a = (V f(z), ), on en déduit que

Vi) =e I (y — 2 (2, y) 2) .

On retrouve donc bien 'expression du gradient obtenue dans la cas euclidien.

Exercice 2 La fonction f admet un minimum car elle est continue et tend vers 400 lorsque
||z|| tend vers +oo. De plus f est de classe C'. En effet on a

n

f(z) = Z(xl —pin)? + (22 = pin)?,

i=1

donc f admet des dérivées partielles

a T n n
%1) = 2;(% —Ppig) = 2nwy — 2;]?1‘,1,

Oy 2 ;(fz — Pi2) = 2nTy — 2;%2-

Ces dérivées partielles sont des fonctions continues donc f est C'. Le gradient vaut

f(a) = (2m:1 -2y pi,l) ~ onr — 9 Zpi’
i—1

277,372 -2 Z?:l pi’Q

Puisque f est C, le point & qui minimise f doit vérifier V f(z) = 0, ce qui donne

n 1 n
2nac—22pi:0 & x—ﬁizlpi.

i=1



n
1
Par conséquence la fonction f est minimisée pour z = — E pi, ce qui correspond au barycentre
n
i=1

des points p;.

Exercice 3

1. Comme exemples de cone convexe de R? on peut prendre R?, (R, )? R x 0, 0 x R_. Pour
des cones non convexes : (R x 0) U (0 x R), (R;)*U (R_)2.

2. La caractérisation du projeté en termes de produits scalaires dit que y = m¢(z) est 'unique
point de C' qui vérifie
Ve l, (z—y,z—y)<O0.

Puisque C' est un cone, tous les points Ay pour A € R, sont dans C', en particulier
O0xy=0¢€C et2y e C. En choisissant z = 0 puis z = 2y dans la caractérisation, on

obtient
{<l‘—y,0—y>§0 & (z—y,y) >0,
(r—y2y—y) <0 & (z—yy) <0,

et donc finalement (x — y,y) = 0.



