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Exercice 1

1. Toute fonction de E est continue donc bornée sur Uintervalle [0,1]. Donc N, est bien
définie sur E. Vérfifions que c’est une norme :
— Pour tout f € E, Noo(f) > 0 car |f(x)| > 0 donc sup {|f(x)|,z € [0,1]} > 0.
— Pour tout f € F,

Neo(f) =0 <« sup{[f(z)],z €0, ]}=
& Vrel0,1], \f(:c)|
& Vrel0,1], f(z) =
< f=0.

— Pour tous f € EF et A € R,

Noo(Af) = sup{|Af(x)], = € [0, 1]}
= sup{|A| x |f(z)|,z € [0,1]}
= [Alsup{|f(z)],x € [0,1]}
= AN (/).

— Pour tous f,g € E,

N(f+g)

sup {[f(z) + g(z)],z € [0,1]} < sup{[f(z)] + |g(z)|, = € [0,1]}
sup {Noo(f) + [g(2)], 2 € [0, 1]}

Noo(f) +sup {|g(x)], = € [0, 1]}

Noo(f) + Noo(9)-
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Ainsi N, est bien une norme sur F.

2. Pour tout f € E, f est dérivable donc T'(f) = f’ est bien définie. De plus, puisque f est
infiniement dérivable, f’ lest aussi et donc f' = T(f) € E. Montrons que T est linéaire :
pour tous f,g€ Fet \,u € R, on a:

TAf 4 png) = (A 4+ pg) = A"+ ug'.

Donc T est bien une application linéaire.

3. Si T était continue pour la norme N, il existerait une constante o > 0 telle que
Ve E, No(T(f)) <aNy(f).

Supposons que c¢’est vrai. Les fonctions f,(z) = cos(2mnx) sont bien dans E car infiniement
dérivables, donc on peut écrire 'inégalité précédente pour ces fonctions :

Vn €N, No(T(fn) < aNa(f)-



Or

Noo(fn) = sup{| cos(2mnx)|,x € [0,1]} =1
car | cos(2mnx)| est toujours inférieur ou égal a 1 et vaut 1 lorsque x = 0.
De plus si n > 1,

No(T(fn)) = Nu(f)) =sup{| —2mnsin(27nz)|,z € [0, 1]}

n

= 2mnsup {|sin(2rnz)|,x € [0,1]}

= 27n
car |sin(2rnz)| est toujours inférieur ou égal & 1 et vaut 1 lorsque z = 4 (car alors
sin(2mnx) = sin(§) = 1). L'inégalité précédente devient donc :
Vn<1, 2mm<ax]l1.
Ceci est impossible dés que n > J-. Ainsi 'hypothése est fausse et donc 7' n’est pas

continue.

4. On reprend le méme raisonnement : on suppose que 1" est continue pour la norme N, et
donc qu’il existe a > 0 tel que

vfekE, N(T(f)) <aN(f).

Les fonctions g,(z) = exp(nz) sont infiniement dérivables; on peut donc leur appliquer
I'inégalité :
VneN, N(T(gn)) < aN(ga)-
Ici on ne peut pas calculer N(g,) car la norme N est quelconque, mais par contre on
remarque que ¢, (x) = nexp(nz) = ng,(x), et donc
N(T(gn)) = N(gn) = N(ngn) = nN(gn)-
L’inégalité devient donc :

VneN, nN(g,) < aN(gn).

En divisant par N(g,) (qui est non nul car g, n’est pas la fonction nulle), on obtient
VneN, n<a,

ce qui est impossible dés que n > «. Ainsi T' ne peut pas étre continue quelle que soit la
norme sur F.

Exercice 2

1. Un sous-ensemble C' d’un espace vectoriel réel F est convexe si et seulement si pour tous
r,yeCet Ae[0,1], \x+ (1 —= Ny e C.
2. Soient = (xp,x¢) et y = (yr, yg)E deux éléments de C' x D, et A € [0, 1]. Alors

A+ (1=ANy = Map,ze)+ (1= N (yr, yc)
= ()\$F + (1 — )\)yp, )\%G + (1 — )\)yc)

Or zr et yr sont dans C' qui est convexe donc Axp + (1 — N)yr € C. De méme Azg + (1 —
Ny € D car zg,ye € D qui est convexe. Donc Az + (1 — Ny = (Ax + (1 — Nyr, \zg +
(1= XNyg) € C x D, ce qui prouve que C' x D est convexe.
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3. Soit E un espace euclidien, C' un ensemble convexe fermé non vide de F, et x € E. Il
existe un unique point m¢(x) dans C' qui soit le plus proche de x parmi les points de C,
c¢’est-a-dire tel que pour tout y € C, ||z — z|| < |ly — z||. Ce point est appelé projeté de x
sur C.

4. On doit montrer que pour tout y € C'x D, ||ly—z|| > ||z —Z||. Ceci correspond a 'inégalité
de la définition du projeté de x sur C' x D, et par conséquent permettra de conclure que
T = moxp(x) puisque par d’aprés la définition, ey p(x) est 'unique point de C' x D qui
vérifie cette propriété. On a, pour tout y = (yr,yg) € C x D,

ly — 2l = I(yr.ve) — (@r,26)ll = Iyr — 2r, 56 — 26) | = V/llyr — 26l + [lye — 26|

Or

lyr — zrl| > [|ZF — 2F||

puisque T est le projeté de zp sur C'. De méme,

lye — zall > [|[Za — xal|-

Donc

ly—=ll > Vzr —2rl? + 76 — 26| = |(@F — 2p, 76 — 26)| = |7 — 2],
Par conséquent Z est bien le projeté de x sur C' x D.

5. Le projeté de « € R sur [0, 1] vaut :

0sixz <0,
moq)(z) =< @ six € 0,1],
1six>1.

On peut Pécrire en une seule expression ainsi :
p p
7([0’1](33) = lllill(l, max(x, ()))

Le projeté de z € R? sur D = {z € R?,||z|| < 1} vaut :

fasilel <1,
™) = = ] > 1,

soit encore
T

Tp(z) = max(1, [|z]))’

D’aprés le résultat précédent, le projeté de z = (zp, xg) sur C' x D s’écrit,

T
s x) = (mc(xp), mp(rq)) = | min(1, max(zp,0)), ——— | .
exple) = (c(op), mofac) = (min(1 max(ze.0), ")
En coordonnées on a x = (1, %9, %3), Tr = x1 et g = (T2, x3), donc ||zl = /23 + 22
Ainsi

Toxp(x) = (min(l,max(xl,O)), o % > :

max(1, /2% + 22) max(1, /22 + 22)



6. C' x D est un cylindre, et le projeté du point z = (2,2,0) est égal a

2 0
«p(x) = min(1, max(2,0)), ) =(1,1,0).
moxn() ( ( (2,0) max(1, /2% 4 0?) max(l,\/22+02)) ( )
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