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Exercice 1 Est-ce que les applications suivantes sont des normes sur R3 ?
1. N1pxq “ minp|x1|, |x2|, |x3|q,
2. N2pxq “

a

x21 ` x
2
2 ` |x3|,

3. N3pxq “ supt|x1 ` tx2 ` t
2x3|, t P r´1, 1su.

Exercice 2 Soit E “ Cpr0, 1s,Rq l’espace des fonctions continues de r0, 1s dans R, sur lequel on
considère la norme }f}1 “

ş1

0
|fptq|dt. Pour tout f P E, on définit l’application Tf : r0, 1s Ñ R

par

@t P r0, 1s, T fptq “

ż t

0

fpsqds.

1. Montrer que pour tout f P E, Tf est élément de E.
2. Montrer que T : f ÞÑ Tf est une application linéaire de E dans E, continue pour la norme
} ¨ }1, et que la norme subordonnée ~T~ vérifie ~T~ ď 1.

3. En considérant la suite fnptq “ pn` 1qp1´ tqn, montrer que ~T~ “ 1.

Exercice 3
1. Montrer que

xP,Qy “ P p0qQp0q ` P p1qQp1q ` P p2qQp2q

définit un produit scalaire sur R2rXs l’ensemble des polynômes de degré au plus 2.
2. Déterminer la matrice de ce produit scalaire dans la base canonique de R2rXs.
3. Calculer la distance, pour ce produit scalaire, de X2 au sous-espace

F “ taX ` b, pa, bq P R2
u.

Exercice 4 Soit E un espace euclidien, et C Ă E un ensemble convexe, fermé et non vide.
1. Soit x P E. Rappeler la définition du projeté πCpxq de x sur C, ainsi que la caractérisation

de πCpxq en terme de produit scalaire.
2. Soit x̄ P C. On note D l’ensemble

D “ tx P E, πCpxq “ x̄u.

En utilisant la caractérisation du projeté en terme de produit scalaire, montrer que D est
convexe.

3. Déterminer et représenter graphiquement l’ensemble D dans le cas où C “ r0, 1s2 et
x̄ “ p1, 1q.


