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Exercice 1 Est-ce que les applications suivantes sont des normes sur R3 ?
L Ni(x) = min(|zy], |22, [25]),

2. No(z) = /a3 + 23 + |3,

3. N3(z) = sup{|z; + tzg + t2z3|, t € [-1,1]}.

Exercice 2 Soit £ = C([0,1],R) 'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R, sur lequel on
consideére la norme | f|; = Sé |f(t)|dt. Pour tout f € E, on définit application T'f : [0,1] —» R
par

t
Vte[0,1], Tf(t) = J f(s)ds.
0
1. Montrer que pour tout f € E, T f est élément de E.

2. Montrer que T': f — T'f est une application linéaire de F dans F, continue pour la norme
| l1, et que la norme subordonnée ||T'|| vérifie || 7| < 1.

3. En considérant la suite f,(t) = (n + 1)(1 —t)", montrer que ||T']| = 1.

Exercice 3
1. Montrer que
(P,@) = P(0)Q(0) + P(HQ(1) + P(2)Q(2)
définit un produit scalaire sur Ry[X]| I'ensemble des polynomes de degré au plus 2.
2. Déterminer la matrice de ce produit scalaire dans la base canonique de Ro[ X].
3. Calculer la distance, pour ce produit scalaire, de X? au sous-espace

F = {aX +b,(a,b) € R*}.

Exercice 4 Soit E un espace euclidien, et C' < E un ensemble convexe, fermé et non vide.

1. Soit x € E. Rappeler la définition du projeté m¢(x) de x sur C, ainsi que la caractérisation
de mo(x) en terme de produit scalaire.

2. Soit z € C. On note D I’ensemble
D ={xelE, nc(x) =1z}
En utilisant la caractérisation du projeté en terme de produit scalaire, montrer que D est
convexe.

3. Déterminer et représenter graphiquement I'ensemble D dans le cas ou C' = [0,1]? et
z=(1,1).



