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Exercice 1
1. Soient f,ge E, o, € R, et h=af 4+ [g. On a

@(h) = h(1) = af(1) + Bg(1) = ap(f) + Be(g),

ce qui prouve que ¢ est une application linéaire.

2. Soit f € E. On a
le(N =[] < sup |f(@)] = [/l

z€[0,1]

Donc ¢ est une application linéaire continue.
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3. 00 a@(f) = full) = 1" = Let [full: = fy fle)de = [jamde = [£57] = 2.
Si ¢ était continue pour la norme || - ||z, alors il existerait M > 0 tel que Vf € E,
lo(f)] < M||f|l2- Donc on aurait Vn > 0, |¢(fn)] < M| full2, ¢’est-a-dire Vn > 0,1 < nﬂﬂ,
et donc en passant a la limite 1 < 0. On a donc une contradiction, ce qui signifie que ¢

n’est pas continue pour la norme || - ||z.

Exercice 2 On considére le probléme suivant :

(P) { Minimiser J(z1, z2) = T3,

sous la contrainte 23 — zo — 1 = 0.

1. La fonction J et la fonction h(zy,x9) = x} — zo — 1 définissant la contrainte sont de
classe C!, et on peut remarquer que lorsque z tend vers l'infini sous la contrainte, alors
x1 et xo tendent tous les deux vers l'infini en étant de méme signe, ce qui implique que
J (21, x2) tend vers +oo. Par conséquent la fonction J admet un minimum (pas forcément
unique) sur 'ensemble des contraintes, et Vh(zy,x9) = (322, —1) étant toujours non nul,
ce minimum vérifie la condition d’optimalité sous contrainte : il existe A € R tel que

{ VJ(z)+ AVh(x) =0
h(z) =0 '



Or on a VJ(z1,x2) = (323xg, 23) et Vh(x1,x9) = (322, —1). Ainsi

323z +3\22 =0 rire + 25 =0

3 —A=0 & A=z}
3 — 1y —1=0, Ty =23 — 1,
1 =20 x2+xi”:0
& A=0 ou ¢ A=ua?
Ty = —1 Ty =13 — 1,
;=0 200 +1=0
& A=0 ou { A=z
To = —1 l‘?:l?_l'la
371:0 I2:—1/2
& A=0 ou { A=1/2

5132:—1 T = 31/2
On a donc deux points candidats : (0, —1) et ({/1/2,—1/2). Or

J(0,—-1)=0et J(y/1/2,-1/2) = —1/4.
Donc J admet un minimum unique en ({/1/2, —1/2) sur l'ensemble de contraintes.

2. Sous la contrainte on a l'égalité 23 = x5 + 1; et donc en reportant cette égalité dans
I'expression de J, on voit qu’on est ramené a minimiser la fonction f(x2) = (x2 + 1)xs.
Or cette fonction est un polyndéme du second degré, admettant pour racines 0 et —1, et
minimale en x9 = —1/2. Ainsi le minimum de J sur I’ensemble des contraintes est le point

(1, 22) avec w9 = —1/2 et 1 = Yoo + 1 = /1/2.

Exercice 3 On cherche & calculer la projection d’un point y € R? sur I’ensemble
C={reRai <ax}.
1. Soit C' une partie convexe de R%, et y € R%. Alors il existe un point 3 € C unique vérifiant
Veel, |z—g|<z—yl

Ce point est appelé projeté de y sur C.

2. C correspond a la partie du plan délimitée par la parabole d’équation xo = z3.

3. Soient z,y € Cy, A € [0,1], et 2z = Az + (1 — AN)y. On a g(z) = g(Az + (1 — N)y) <
Ag(z) + (1 — N)g(y) car g est convexe. Or A et 1 — X sont positifs, et g(x) et g(y) sont
négatifs car x et y sont dans C,. Ainsi g(z) < 0 et donc z € Cy, ce qui prouve que C, est
convexe.

4. Ona C = C, avec g(x1,22) = = — 12 — 9. Or g est une fonction de classe C? et sa matrice

hessienne est égale a
20
0 0/’

dont les valeurs propres sont positives. Par conséquent ¢ est une fonction convexe, et
d’aprés le résultat précédent on en déduit que C' est convexe.



5. Le théoréme de projection s’applique puisque C est convexe. Donc pour tout y € R? il
existe un point y* unique qui vérifie
Ve e, [lz—y|| <z -yl
c’est-a-dire que y* est I'unique solution du probléme

Minimiser J(x1, 72) = [l — ylI* = (1 — 31)* + (z2 — 32)°
sous la contrainte g(z,xs) = 22 — 2o < 0.

6. Les fonctions J et g sont de classe C'. De plus Vg(z1, 1) = (221, —1) est toujours non
nul, donc le point solution doit vérfier la condition d’optimalité : il existe p > 0 tel que
g(mla xQ) <0
pg (w1, x2) =0, :
VI (1, 22) + pVg(z1,22) = 0
ler cas Si p = 0 le systéme est équivalent &

g(xlaxQ)Soa x%_xQSO = x%_xQSO
VJ(x1,22) =0 2(r—y)=20 r =y,

ce qui n’est possible que si y € C.

2e cas Si p > 0 alors le systéme est équivalent &

2 2
g(iﬂl,l'g) :O, ;1_$2:07 B Ty = T7, B
(x1 —y1) +2ux1 =0 &< (14+p)a;—y; =0
{ VJ (1, 22) + pVg(r1, 72) 2o — 1) —pp =0 1= 2(zs — )
Ty = 22,
A (1422 —y))z1 —y1 =0
p=2(r2 — ya)
Ty = 22,
& 223 + (1 — 2yo)xy —y1 = 0
p=2(zy — ya)

On voit donc que dans ce cas la solution est obtenue en résovant 1’équation du troisiéme
degré 223 + (1 — 2y9)zy — y1 = 0.
7. — Le point y = (—1,1/2) n’est pas dans C'; on est donc forcément dans le deuxiéme cas :
> 0. On doit donc résoudre

208 + (1 = 2yp)y —y1 = 0 & 225 + (1 — 2(1/2))7; — (—1) =0 & 227 + 1 =0.

La solution est z; = —1/+/2. Ensuite 25 = 27 = 1/2%/3 et on vérifie que u est posi-
tif : p = 2(zy — y2) = 2(1/2%3 — 1/2) > 0. Donc la solution vérifie bien la condition
d’optimalité. Ainsi dans ce cas on a y* = (—1/v/2,1/2%/3).
— Le point y = (3,0) n’est pas dans C'; on doit résoudre
203 + (1 = 2yp)2y —y1 =0 & 225 + 2y — 3 =0.

x1 = 1 est solution évidente de cette équation. On a alors
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203 + a1 — 3 =2(zy — 1)(2F + 21 + 5),

A=1-4x%x3/2<0,donc il n’y a pas d’autre solution réelle. Ainsi z; =1, 19 = 23 = 1
et on vérifie que p est positif : p = 2(xg — y2) = 2(1 — 0) > 0. Donc la solution vérifie
bien la condition d’optimalité. Ainsi dans ce cas on a y* = (1,1).
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— Le point y = (0,1) est dans C, donc on a simplement y* =y = (0, 1).




