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Exercice 1
1. On doit montrer que (-, -) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.
— Soient f,ge E. On a

(rg) = f F()g(t)dt = f g(t)F(t)dt = g, ).

donc (-, -) est symétrique.
— Soient f,g,he Fet aeR. On a

(af +g,h) = f (af (H)+g(O)h(H)dt = o f £(0) dt+j g(Oh(t)dt = o (f,hy+(g,h.

donc (-, -) est linéaire a gauche. Par symétrie, (-, -) est aussi linéaire a droite et donc
(-, est bilinéaire.

— Pour tout fe E, {f, f) = So (t)%dt = 0 donc (-, -) est positive.

— Pour tout f € E, {f,f) =0 < So (t)2dt = 0. L’application ¢ — f(t)? est alors
continue (car polynomlale) et positive sur [0, 1] donc son intégrale est nulle sur [0, 1]
si et seulement si elle est nulle sur [0,1]. On a donc f(¢)? = 0 pour tout ¢ € [0, 1] et
donc f(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Donc (-, ) est définie positive.

Ainsi (-, -) est bien un produit scalaire sur E.

2. Si on note | - | la norme sur E associée au produit scalaire {-,-), on voit que l'on peut
écrire J comme

J(Cl,b, C) = Hf _gH27

ou f(t) = at* + bt + c et g(t) = t3. Le probléme (P) consiste donc & trouver la fonction
polynomiale f de degré au plus 2 dont la distance a g(t) = ¢3 est minimale. Autrement
dit il s’agit du probléme de projection orthogonale dans l'espace E de g(t) = t3 sur le
sous-espace vectoriel F' < E formé des fonctions polynomiales de degré au plus 2.

3. On sait que la projection orthogonale f = wr(g) de g € E sur le sous-espace F' doit vérifier
VhEFa <f7.g7h>:07

avec f(t) = at® + bt + c. On peut écrire cette condition pour les trois fonctions hy(t) = 1,



ho(t) = t, h3(t) = t* qui forment une base de . On a donc
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On a donc bien obtenu un systéme de trois équations linéaires pour les trois inconnues
a,b,c. On résoud a présent ce systéme :
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Ainsi le point (a,b,c) = (1/20,—3/5,3/2) est I'unique solution de (P); ou autrement dit
la fonction f(t) = t2/20 — 3t/5 + 3/2 est la fonction polynomiale de degré au plus 2 la plus
proche de g(t) = t* au sens de la norme | - |.
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Exercice 2

1. La fonction f est continue et Pensemble des contraintes C' = {(x,y) € R* 2* + y* < 1}
est le disque unité de R? qui est un ensemble compact. Or une fonction continue sur un
compact admet toujours un minimum. Donc le probléme (P) admet au moins une solution.

2. On a une seule contrainte inégalité g(z,y) < 0 avec g(z,y) = 2 + y*> — 1. Les fonctions f
et g sont de classe C' et tout point de C' est régulier car si (z,y) € C on a :

— soit g(x,y) < 0 (intérieur du disque), auquel cas le point (z,y) est forcément régulier,

— soit g(z,y) = 0 (sur le cercle unité), auquel cas on doit vérifier que Vg(x,y) ne peut
pas étre nul. Or Vg(z,y) = (2x,2y) ne s’annule que pour (z,y) = 0, point qui n’est
pas sur cercle unité.

On peut donc appliquer les conditions de Karush-Kuhn-Tucker : si (z,y) est solution de
(P), alors il existe u = 0 tel que pg(x,y) =0 et

Vi(z,y) +pVy(z,y) = 0.
Or Vf(x,y) = (e¥,ze¥), donc on obtient :

ey +2uxr =0
re! + 2uy = 0.

On discute maintenant suivant la position de (z,y) dans C :

— Si g(z,y) < 0 (intérieur du disque) : alors ug(z,y) = 0 implique que p = 0 et donc

on a
e =0
ze¥ = 0.

Ceci est impossible car eV > 0 pour tout y € R.

— Si g(x,y) = 0 (sur le cercle unité) : alors on a

e’ +2uxr =0 e’ +2uxr =0
zeV +2uy =0 = { 2u(y—2*)=0
2+ =1 2?2 +y? =1

1 = 0 est impossible car on aurait alors ¥ = 0. Donc y = 22 et la troisiéme équation
donne alors 22 + 2* —1 = 0. En posant X = 22 ona X? + X —1 = 0 ce qui
—1+/5

donne X = #ﬁ Mais comme X = 22 > 0 on a forcément X = —5 et donc

T == #5 Mais par la premiére équation on a p = —%. i devant étre positif, il

faut que x soit négatif, ce qui implique que x = —4/ #ﬁ

On a donc trouvé une seule solution aux équations KKT :

[-1++/5 —1++/5
(.Z’,y)z - 92 ) 92

Comme on sait que (P) admet au moins une solution, et que toute solution de (P) vérifie
KKT, on en conclut que ce point est en fait 'unique solution de (P).




Exercice 3

1. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tous z,v € R3, [{z,v) | < ||z|||v]|, et donc
si|v| =1, |{z,v)| < |z|. Ceci montre que

sup {[<{z,v) |, ve R?, v < 1} <z].

[=? _

= "o = lz] et

(z,x)
Il

De plus si # # 0, en prenant v = 7, on a v = 1et |[{x,v)| =

donc
sup {| (z,v) |, ve R®, |v] <1} = |z,

ce qui prouve I'égalité dans ce cas. Mais si x = 0 1’égalité est aussi vraie de fagon évidente.

2. U est 'union de trois droites vectorielles. Donc v € U signifie que v = A\e; pour un certain
AeRetie{l,2,3}. Sideplus |v]| <1, c’est que |[A| < 1. Ainsi on peut réécrire

sup {| (z,v) |, ve U, [v] <1} =sup{[{z, Aep)|, [A <1, i€ {1,2,3}}.

Or |[{z,Xe;y| = [Nz, e;) = |A||@i], et sup{|A||xi], |A] < 1} = |2;] (maximal pour A = 1).
Donc en fait

sup {|{x, Xeiy |, N <1, i€ {1,2,3}} = sup{|zi|,i € {1,2,3}} = ||7]w0-

3. Montrons que N est une norme sur R? :
— Vz e R3 N(x) >0 (puisque c’est la borne supérieure de nombres positifs).

— Vz e R3 N(z) = 0 implique que | {(x,v)| = 0 pour tout v € V, |v| = 1. En particulier
on peut prendre v = ey, v = e; ou v = e3 car ces vecteurs sont dans V' et de norme
1. On a donc |{z,e;)| = |z;| = 0 pour i € {1,2,3} et donc z = 0.

— VzeR3 V) eR,
N(Az) = sup{[QAz,v)], veV, v <1} = sup {|A|[<z,v)|, veV, |v] <1}
= [Alsup {[<z,v) [, veV, [v] <1} = [A[N(z).
— Va,y e R3,

sup{|<z +y,v)|, veV, [v] <1} =sup{[<z,v) + {y,v)|, veV, || <1}

sup {| (z, v) [+ [{y, 0|, ve V, o] <1}
sup {|(z, v)[, veV, Jo| < 1} +sup{[{y,v)|, veV, [v] <1} = N(z) + N(y).

N(z +vy)

NN

Ainsi N est bien une norme sur R3.
De plus, puisque U < V < R3, on a que pour tout x € R3,

{[{z,0)], vel, o] <1} {|{z,v)|, veV, |u| <1} < {[{x,v)|, veR? |v]| <1}
et donc
sup{| (z,v) |, ve U, |v] <1} <sup{[{z,v)|, veV, |v| <1} <sup{|{z,v)|, ve R |v| <1}

c’est-a~dire |z], < N(x) < |z|.



4. L’ensemble V' est I'union du plan Vect{e;,es} et de la droite Vect{es}. Donc un élément
v eV s'écrit soit v = (v, ve,0), soit v = (0,0, v3). Par conséquent

N(l’) = max<sup{’<xvv>‘7 U= (U170270)7 HUH < 1} ) Sup{’<x71}>‘7 U= (070>U3>7 ”UH < 1}>7

N(z) = max <sup{]:vlvl + Xavg|, A/VF + V3 < 1} , sup {|zsvs|, |vs| < 1}) .

La premicre borne supérieure est égale a /a3 + 23 (par le méme raisonnement qu’a la
question 1 en se plagant dans R? au lieu de R?); et la deuxiéme est égale a |z3| (puisque
|z3v3| < |ws] sivs] < 1 et que |z3vs] = 1 en prenant vz = 1). Ainsi on a bien

N(x) = max (q/:ﬁ% + 23, |:E3|) :



