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Abstract

In this note, we show that some well known covariance inequalities expressed in terms of mixing coefficients
remain true for weaker coefficients. Next, we give some examples of non-mixing processes for which these weaker
coefficients can be easily bounded. To cite this article: J. Dedecker, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I ...

Résumé

Dans cette note, nous montrons que certaines inégalités de covariance écrites en terme de coefficients de mélange
restent vraies pour des versions faibles de ces coefficients. Nous donnons ensuite quelques exemples de processus
non-mélangeants pour lesquels nous pouvons obtenir sans peine des bornes pour les coefficients faibles. Pour citer
cet article : J. Dedecker, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I ...

1. Les coefficients

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur le méme espace probabilisé (€2, 4,P). Rappelons
d’abord les définitions classiques des coefficients de 3-mélange et de ¢-mélange. Soit Px |y une distribution
réguliere de X sachant Y et Px la distribution de X. On définit la variable aléatoire

b(o(Y),0(X)) = sup [Pxy(A4)—Px(4)[,
AEB(R)

et les coefficients 5(o(Y), 0(X)) = [[b(o(Y), o(X))[1 et ¢(o(Y), (X)) = [[b(c(Y), o(X))]|oc-
Pour sortir du cadre mélangeant, et considérer une classe de modeles plus vaste que celle des processus
mélangeants, nous avons proposé dans [2] une version faible des coefficients de mélange ci-dessus. Soit
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Fx|y = {t — Px|y(]—00,t])} une fonction de répartition de X sachant ¥ et F'x la fonction de répartition
de X. On définit la variable aléatoire

b(o(Y), X) = Sup |Fx|y (z) — Fx(2)],

et les coefficients G(o(Y), X) = ||b(c(Y), X)|1 et ¢(c(Y), X) = ||b(c(Y), X)||so- Remarquons que la valeur
de b(o(Y'), X) ne change pas si 'on remplace Fx|y () et Fx(z) par Px|y (] — 00, z[) et Px (] — oo, z[), et
par conséquent b(c(Y), X) =b(c(Y), —X) presque strement.

On peut aussi définir le coefficient de dépendance ¢(X,Y) entre X et Y par

P(Y, X) = sup [E(Ix<ally<y) — Fx(7)[lc -
z,ye

La valeur de ce coefficient ne change pas si ’on change les inégalités larges en inégalités strictes, et par
conséquent ¢(Y; —X) = ¢(Y, X) = ¢(~Y, X) = ¢(—X, ).

On voit immédiatement, en partant de ces définitions que

Blo(Y), X) < B(e(Y),0(X)) et oY, X) < (oY), X) < g(a(Y),0(X)).

Dans [2] nous avons donné de nombreux exemples de processus (X;);>0 non mélangeants pour lesquels
B(0(Xo), Xpn) ou méme ¢(o(Xo), X,,) tend vers 0, avec une vitesse que l'on peut évaluer. On rappelera
certains de ces exemples dans la section 3.

2. Les inégalités

Proposition 2.1 Pour tous les exposants conjugués p et q, on a les inégalités (qui restent vraies pour
p=1 et p= o0 avec les énoncés adéquats)

|Cov(Y, X)| < 2{E(IX[Pb(o(X), Y)) }P{E(Y (o (Y), X))}/9, et (1)
|Cov(Y, X)| < 26(X,Y)Po(Y, X)X |, | Y] - (2)

Remarque 1 L’inégalité (1) est celle donnée dans [3] (voir aussi [6]), mais avec les versions faibles
b(o(Y),X) et b(o(X),Y) au lieu de b(o(Y),o(X)) et b(o(X),o(Y)). L’inégalité (2) est celle donnée
dans [4], mais avec (Y, X) et ¢(X,Y) au lieu de ¢(o(Y),0(X)) et ¢(c(X),0(Y)). En partant de (1) on
obtient I'inégalité |Cov(X,Y)| < 2¢(a(X),Y)Po(a(Y), X)) X |||V ||, qui est moins précise que (2).

Preuve de la proposition 2.1. On part de I’égalité

(]OV(Yv7 X) = / / COV(IX>1; — IX<7:E7 Iy>y — IY<7y) dx dy . (3)
0

Montrons d’abord (1). On a les quatre inégalités

E(Lxop Ty =y - P(X > 2)B(Y > )| SE(Tys,b(o(Y), X)) AE(Lxs,b(a(X), V)
E(Lxc—rTysy — (X < —2)P(Y > 9))| < E(Iys,b(o(Y), X)) AE(Ix<_.b(o(X),Y))
E(Lxs Ty oy — P(X > 2)B(Y < )| S E(Iy<_,b(o(Y), X)) AE(Lxs,b(0(X), V)

E(Lx <oy <y — B(X < —2)B(Y < —y))| < E(Ly<_,b((Y), X)) A E(Lx<_b(o(X),Y)).

Puisque a3 A by + a1 Abs +as Aby + ag Aba < 2(ay + a2) A (b + ba), on obtient d’apres (3) que
Con(. X)) <2 [ [T B(Ixio b0 Y)) A By oY), X)) dady. 4)
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Notons 81 = 8(c(X),Y) et B2 = B(c(Y), X). Remarquons que 31 (ou 82) est nul si et seulement si X est
indépendante de Y, et par conséquent (1) est vraie dans ce cas. Dans le cas contraire, notons Pg, , P, les
probabilités de densités b(c(X),Y)/B:1 et b(a(Y), X)/B2 par rapport & P. L’inégalité (4) s’écrit donc

ICov(Y, X)| < 2 / / 8P, (1X] > ) A BB, (Y] > ) da dy. (5)

Notons Qg,,x et Qp, vy les inverses cadlag de x — Pg, (| X| > z) et y — Pg,(|Y| > y). En partant de (5),
on obtient successivement

00 B1AB2
|Cov(Y, X)| < 2/0 /0 /O Lu<pips, (1X1>2) Yucpopy, (¥ |>y) dudr dy
0o oo rP1AB2
< 2/0 /O /O IQﬂl,X(u/ﬁ1)>$IQ[-}2,Y(u/ﬁ2)>y du dx dy

B1AB2
<2 / Qv x (] B1)Qpn v (] B) du

En appliquant I'inégalité de Holder et en effectuant les changements s = u/(3; et t = u/f2, on obtient

1/p 1/q
|Cov(Y, X)| <2 </ 5Qj, x ) (/ B2Qf, v ( ) :

On termine la preuve de (1) en notant que, grace aux définitions de Qg, x et Qs,,v,

[ 5@ (61 ds = BOXPBO)) et [ @, 0= BV (), X)),
Pour montrer (2), on part de (3) et on transforme les quatre inégalités qui suivent ainsi :
E(IxszIysy —P(X > 2)P(Y > y))| <P > y)o(Y, X) AP(X > z)p(X,Y)

(de méme pour les trois autres). On termine la preuve de la méme maniere que pour (1).
Corollaire 2.2 Soient f1, fa, 91,92 quatre fonctions croissantes, f = f1 — fo et g = g1 — g2. Pour toute
variable aléatoire Z, notons Ap(Z) = infaer [|Z—allp et Ay o (x) v (Z) = infocr (E(|Z—alPb(c(X),Y))) /?.
Pour tous les exposants conjugués p et q, on a les inégalités (qui restent vraies pour p =1 et p = 00)
[Cov(g(Y), (XN < 2{Apo(x)y ([1(X)) + Apo(x)y (f2(X }{Aq,o’( x(1(Y) + Ag vy x(92(Y))}
Cov(g(Y), (X)) < 26(X, V)P ¢(Y, X)V¢ { Ay (f1(X)) + Ap(f2(X)) }{ Ag(91(Y)) + Aglg2(Y)) }

En particulier, si n est une mesure signée de variation totale ||u|| et f(x) = u(] —o0,z]), on a
[Cov (Y, f(X))| < [LE(Y[b(e(Y), X)) et [Cov(Y, f(X))| < oY, X)[ull Y- (6)

Remarque 2 Dans [2], nous avons obtenu (6) par une autre méthode. Ces inégalités permettent d’évaluer
le Tisque en moyenne quadratique intégrée des estimateurs de la densité marginale d’une suite stationnaire.
Preuve du corollaire 2.2. Pour montrer les deux premieres inégalités, notons que, pour tout a1, as, b1, ba,

|Cov(g(Y), F(X))| < |Cov(gr(Y) = b1, f1(X) — a1)[ 4+ [Cov(g1(Y) — by, f2(X) — a2)|
+[Cov(g2(Y) = bz, /1(X) — a1)[ + |Cov(g2(Y) — b2, f2(X) — a2)].

Les fonctions fi — a1, fa — a2, g1 — b1, g2 — b2 étant croissantes, on a ¢(f;(X) —a;,9;(Y) —b;) < ¢(X,Y)
et b(o(fi(X)),g;(Y) —b;) <E(b(o(X),Y)|o(fi(X))) presque surement. On applique les inégalités (1) et
(2), et on optimise en ay, by, as, by. Pour montrer les inégalités de (6), on prend ¢ = 1 et p = oo. Soit
1= pg —p— la décomposition de Jordan de p. On a alors f(z) = f1(z) — fa(z), avec f1(z) = ps(]—o00, x])
et fa(x) = p_(] — 0o, z]). On applique les inégalités précédentes en notant que ||yl = p+(R) + p—(R) et
que Ay o) x (V) < E(¥b(0(Y), X)), 28n(f1(X)) < i1 (R), ot 28 (g1(X)) < r_(R).
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3. Exemples

Dans cette section, nous reprenons certains des exemples développés dans [2]. Nous renvoyons a [2] pour
plus de détails, ainsi que 1’étude d’autres modeles (notamment les transformations dilatantes de [0, 1]).

Processus linéaires. Soit (§;);cz une suite de variables i.i.d. ayant un moment d’ordre p > 1, et (a;);>0
une suite de réels dans £1. Soit (X;);cz la suite stationnaire définie par X,, = ijo a;&n—;. Si Xo possede
une densité bornée par K, on a les majorations

Blo(Xo), Xa) < 2(K &1 — &ollp Yl et (0(Xo), Xn) < K& —&olloo D la].

j>n ji>n

)p/(p-H)

En particulier, si a; = 2771 et & ~ B(1/2), alors X est uniformément distribuée sur [0,1] et donc
d(0(Xo), X)) < 27" Pourtant (X;);ez n’est pas mélangeante car B(o(Xp),0(Xy,)) > 1/2 pour tout n
(voir par exemple [1], page 180). En fait on peut méme montrer que 8(c(Xy),0(X,)) = 1 pour tout n,
comme me ’a fait remarquer un rapporteur.

Les propriétés de S-mélange des processus linéaires sont étudiées dans [5]. Dans cet article, les auteurs
font des hypotheses sur la loi de &y qui ne sont pas nécessaires pour les coeflicients faibles.
est une suite i.i.d. indépendante de Xy. Supposons que la fonction F' satisfasse la condition de lipschitz

faible | F(z,&1) — F(y,&1)|lp < klxz — y| pour un £ < 1 et un p > 1. Soit X une variable aléatoire
indépendante et de méme loi que Xy. Si Xy possede une densité bornée par K, on a les majorations

B(o(Xo), Xn) < 2(K||Xo — Xpllpa" )/ PHD et ¢(o(Xo), Xn) < 2(K||Xo — Xglloor™)?/ Y.

Chaines de Markov. Soit (X;);>0 une solution stationnaire de I’équation X,, = F(X,,—1,§,), olt (§)i>1

Si la condition de lipschitz est vraie uniformément (p = 00), on a ¢(o(Xo), Xpn) < K[| Xo — X{|look™.
Par exemple, dans le cas du modele autorégressif X,, = f(X,,—1) + &,, la condition de lipshitz est vraie
uniformément des que f est x-lipschitzienne.
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