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But :

Calculer des propriétés du monde 3D
a partir d'une ou de plusieurs images numerigues,

... proprietés :
. . forme, position ...

. : vélocité ...



L%,
=
-
O

* Algorithmes

-> objet de ce cours pour I'essentiel



Disciplines :

* Image Analysis
* Scene Analysis
* Image Understanding

* Image Processing
* Pattern Recognition
* Photogrammetry



Champs de Recherches :

*Image Feature Detection

*Contour Representation

*Feature-based segmentation

*‘Range Image Analysis

*Shape Modeling and Representation

*Shape Reconstruction from Single-image Cues (Shape from X)
*Stereo Vision

*Motion Analysis

*Color Vision

*Image Understanding...



Applications :

*Industrial Inspection and Quality Control
*Surveillance and Security

*‘Road monitoring and Autonomous vehicles
*Hand-eye robotics systems

*Space, Medical, Virtual reality, telepresence and
telerobotics...



Réalité virtuelle




Ressources :

Conférences :

*|CCV
*CVPR
‘ECCV
*ICIO
*|CPR

Internet :

* Computer Vision Home Page :

Journaux :

*Int. J. of Comp. Vision
*lEEE Trans. PAMI
*CVIU

‘MVA

‘PR

PRL

http.//www-2.cs.cmu.edu/~cil/vision.html

* peipa.essex.ac.uk

* Iris.usc.edu/Vision-Notes/bibliography/contents.html
* http.//www.math-info.univ-parisb.fr/sip-lab/



Quelques périodiques en ligne accessibles depuis Paris 5 :

Computational Geometry (depuis Mars 1995).

Image and Vision Computing (depuis Février 1995).
International journal of computer vision (depuis 1995)
International Journal of Imaging Systems and Technology  (depuis 1996).
Pattern Recognition Letters (depuis Janvier 1995).

Sont également accessibles de nombreux autres
périodiques, publiés par :

Elsevier - Science Direct
Kluwer Online
Wiley Interscience

Site web et catalogue de quelques bibliotheques :

Bibliotheque Universitaire de Paris 5
BIU Scientifique Jussieu (via telnet) : login=mlibrary et passwd=jussieu.

Bibliotheque Informatique-Recherche (Jussieu - site du Capitaine Scott)
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Problematiques abordees

Methodes utilisant les “image features” :

 Calibration
« Stereo Analysis
* Feature-based motion analysis

Methodes utilisant les images directement :

* Shape from single image
* Optical Flow methods
« Stereo Analysis

11



Inspection 3D : scanner laser + systeme a base de franges de Moiré
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Intensity Image vs. Range Image
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* Comprendre comment est image le monde 3D sur une
retine 2D ( capteur optique dit passif = oell humain)

» Géométriqguement

» Algébriquement

* Apprendre la notion de modele de caméra pinhole et de
matrice de projection

* Définir les parametres extrinséques et intrinseques d'un
capteur passif

* [llustrer un systéme d'acquisiton 3D actif

16



capteurs spécifigues comme
le scanner laser. On parle
d'images de profondeur ou

topographiques.

distance, acquises par des
Processus d'acquisition

images codant la forme et la

Range image :

acquises par des caméras type

TV (voir cours traitement

images traditionnelles encodant
d'images)

les intensités lumineuses

Intensity image :
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Objet de ce cours : I'Analyse du monde 3D en mouvement !!

Le processus inverse, la Synthese 3D, utilise les mémes
principes théoriques. Computer Graphics is not so far !!

18



o~

Formation des Image d'intensites

Parametres optiques :

* Type de lentille
* Focale
* Ouverture angulaire

Parametres photometriques :
* Type, intensité et direction de l'illumination
* Propriétés de réflectance des surfaces observeées

Parametres geometriques
 Type de projection

* Position et orientation de la caméra
 Distorsions de perspective

Nature discrete des photoréecepteurs
Quantification de I'échelle d'intensité

19



Pinhole Camera

/ / Nécessiteé de focaliser I'image ...
d1— - -

/ /

image ¥
plane ______————?:_':______:---"" — ____:_ I

%-——--"“"'_;_—_ pinhole i -7 virtual o

image

Ouverture faible donc temps d'exposition long

20



Systemes optiques reels
Lentille mince

1 1 1
— - =
zZ z f

.




Mesure de la portion d'espace 3D véritablement observée par la caméra

d \ (L)“}‘/\““““““ F

] f tan w = d/2f

Problemes :

* objets focalisés a des distances a la caméra différentes : notion de

de la caméra (le modeéle pinhole implique un
champ de profondeur infini)
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Parametres optiques :

* Type de lentille
* Focale
* Ouverture angulaire

Parametres photometriques :
* Type, intensité et direction de l'illumination
* Propriétés de réflectance des surfaces observeées

Parametres geometriques : |

 Type de projection
* Position et orientation de la caméra
 Distorsions de perspective

Nature discrete des photorécepteurs
Quantification de I'échelle d'intensité

23



Modele de caméra perspective

Modéele de la formation géométrique de l'image =
Modele de la projection geométrique operee par le capteur

Communément, modele de projection perspective pour un
modele de caméra pinhole

,f'j’ }r d____f___-a-"'f
s
O [ w / X
» N -
\. /o f”f L. .
| 7 ;,_,f"’-f N PL'J['JC]PE[] AX1s
camera {'_,-"
cente "/

image plane
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Les equations fondamentales de la caméra perspective

Dans le repere cameéra, on a:

( x=f X/Z
y=1Y/Z
z=f

A

\

* On écrira p = [x,y]T — Voir coordonnees homogenes

* Equations non linéaires

* Conservation de l'alignement et c'est tout
25
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perspective weak perspecive 02 < 2 [20

moyen

increasing focal length T—

increasing distance from camera T—

Modele orthographique : f -> et Z__ . -> 27

moyen
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*Coordonnées homogenes 2D : 11

by — T /4 .
Siu=[x y]| encoordonnées cartésiennes

[ [Ix [ 0 x[]

%v: Au+t t o v= MH)/%: M_:MEF)/E

H il 5 o

Havec M = [AH

* Une transformation affine générique v=Au+t
devient linéaire en coordonnées homogénes

04 ¢[

=70 1

Géometrie projective et
coordonnées homogenes

= Mu

28
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Un point de I'espace projectif a n dimensions, [1", est représenté par
un vecteur de dimension n+1 de coordonnées x = [X,,...,X .,,]T, avec au
moins une des coordonnées x. non nulle

X. est appelée coordonnée homogéne ou projective
X est appelé vecteur coordonnées

Deux vecteurs x = [X,,....X ..]T ety =[y,....,Y .47 représentent le

méme A 20/ x, =y, 0il[l,n+1]

pointssi 4o oo e

->rfyapas de-correspondance biunivoque entre points—etvectetursde
coordonnées ce qui rend l'application de l'algebre linéaire a la géometrie
projective un peu plus ambigue qu’en géometrie euclidienne

29
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*Transformation Rigide 2D

20 o
v Rut D3H © V=Mpyn= Mu
A 5
Ocosf -sinf 2[
M = %sin@ cosf 3%
10 0 10
* I[dentique en 3D 0 A (0
M, = i
1000 1If

30



Classification des transformations 3D

Transformation

Vector
Coordinates

Homogeneous
Coordinates

Degrees
of Freedom

[nvariants

: I t
Translation y=x+1 [ . _ ] 3 lengths, angles
000 1
Rotation y = Rax 3 lengths, angles
T . T R 0
R R=RR =1 [[H‘J[r '1]
R
Teals = 6 CNETIS, & LS
Rigid y=Rx+1t [ 000 1 ] i lengths, angles
A t - . i
Affine y=Ax +1 000 1 12 ratios of lengths, parallelism
Projective 4 % 4 matrix M 15 colinearity, incidence

31




%

. Ox0
u 0 [
u \%
0,0 DT X'=— et y=—
gl [z [ w w
w0 O
ol O
Transformation Homogeneous Degrees
Coordinates of Freedom
) . R t
Irthoora, - 5
Orthographic l 000 1 ] 5
RRT =1 [:1‘{_}13.-'—{_}l‘t-h{_}ll{_}l‘lllel-l:)
Affine A t 8
000 1
Projective 3 X 4 matrix M 11

Classification des transformations 3D ->2D d’'un
point de coordonneées (x,y,z) vers un point (X,y’)

32



i 7 -

Rigid Affine Projective

Y’ — ’
v Sy v o

Orthographic Affine

]
]

Projective

Figure 1. Examples of 2-D transformations (top) and 3-D to 2-D transformations (bottom).



Modele de camera perspective,
version linéarisée dans le plan projectif !

/o \z

principal axis f

\

camera

centre image pl'tne

1XT
wl 0f 0 0 0y ¢

101 Yy -
wE B0 0 1 0
D 34



Parametres de cameéra...

A

Repere Monde




parametres qui définissent I'orientation et la localisation du
repere cameéra par rapport a un repere monde connu

parametres nécessaires pour lier les coordonnées pixelliques d'un
point image aux coordonnées correspondantes dans le repere
camera

Estimation de ces parametres = de cameéra

36



Parametres de camera...

...extrinseques

yim . . L
v ...Intrinseques

37



...extrinseques

Z, PC=R(PW-It)
Ixleln IxI
] ] ] ]
DY(C) [ - HR% T3X1EDY(W)D Avec T=-Rt
Dz(C) i 0, 1 Dz(W) ]
D D 1VY1x3 DD D
01 g 1



vecteur translation, T, et matrice de rotation, R (ou mieux ses
parametres libres), qui specifient la transformation entre la
camera et le repere monde

N Ny N3l 7T L
LetR= 1, 1, r,nand 7= T,

TZ

L1
oo
o
S
oo
(')
LTI
CLI1 I
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Caracterisation des proprietés geometriques, optiques et
numeériques de la caméra :

1 Yc
— Image Plane or Focal Plane I1 "
— Focal Distance f
— Camera Center O, /’ﬂ' R y
— Principal Point o Ko
— Principal Axis (0. Z,) 7 A/;
— Principal Plane (O_,X_,Y.) X

— Camera Coords (X_,Y_,Z.)
— Image Coords (x,.,Y.,)

40



Pour un modéle de caméra perspectif, 3 ensembles de
parametres intrinseques spécifiant :

3. La projection perspective caractérisant le passage repere
caméra 3D (X,Y,Z) -> repére image projectif (x,y) :
parametre f

5. La numérisation caractérisant le passage repere image (x,y)
-> repere fenétre CCD (x.,V..) :

parametres 0,,0,,S,,S,

/. La distorsion geometrique introduite par l'optique (en périphérie
ou si large champ de profondeur), de nature radiale :
parametres k, et k..

41



. Passage du repére caméra 3D (X,Y,Z) au repéere image projectif (x,y) :
parameétres f

= < S
(N I Iy N I

o O

S
s [

I I I Ay

S O

S N O
—_— O O

X
Y
/
1
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Kim ry
yim v
X o
CCD array
\u f oplics
' ] Jrame  host
:Ei: (6 video grabber compliter

camera

signal

2. Passage du repére caméra (x,y) al
repéere fenétre CCD (X..,V..) :

parametres 0,,0,,S,,S,

En négligeant toute distorsion
géomeétrique introduite éventuellement
par I'optique et sous I'hypothése que le
tableau CCD est constitué de grilles
rectangulaires d'éléments
photosensibles, on a:

(‘X = - (Xim-ox)sx

= - (yim_oy)sy

avec (0,,0,) les coordonnées en pixels du
centre de I'image (le point principal) et
(s,.s,) la taille effective des pixels (en mm)
dans les directions horizontales et
verticales respectivement.
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1. Correction de la distorsion géométrique :
parametres kK,

X = X4(1+k,r2+k,rt)

Y = Ya(1+k, re+k,r)

2 = 2 2
avec r2 = x 2+y.

Le plus souvent, on neglige cette distorsion et sinon, on prend k,=0

CCD de 500x500, lentille de
qualité moyenne, distorsion au
coin de l'image = 5 pixels

44



*la longueur focale f,

*la localisation du centre de I'image en coordonnees pixelliques
(0,,0,),

*la taille pixellique effective dans les directions verticales et
horizontales (s,.s,)

et si nécessaire le coefficient de distorsion radiale k..

45
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Uy, U - fx 0
fx2f: f 0 _fy
-x,n 40 0
X, = X /X,
Vim = Xy X3

Intrinsic Parameters :

l.f.= f/s,
2.1,= f/s,
3.0,

4, 0,

_ (C) _
O_:X —
zy(c) -
= —
__Z(C) i
080 i

LTI
ek
(L 11

Il L'origine du plan image
peut étre translatée par
rapport au centre de la

retine
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aveC
X, = X /X

m

Vim = X5/ X




Intéréts :

» Eviter les obstacles

* Estimer la forme des surfaces

* Inspecter des objets manufacturés

Difficile a faire partir d'une image d'intensite
-> volIr suite du cours

Acquérir directement la forme : les "range sensors”
produisant des "range data"

49



Range images :

Ce sont des cas spéciaux d'images numeériques. Chaque pixel
d'une image de profondeur exprime la distance entre un
repere référence connu et un point visible de la scéne. Ainsi,
une image de profondeur reproduit la structure 3D d'une
scene et est visualisable comme une surface échantillonnée.

e 50



Representation des « range data »

Sous la forme r,

Sous la forme xyz

Range image = Depth image = xyz images = surface profile = 2.5D images

51



Les capteurs de profondeurs reposent seulement sur
des images d'intensités pour reconstruire la profondeur (ex. :
stéréoscopie). -> voir cours plus loin

Les capteurs de profondeurs projettent de I'énergie (ex. :
un motif de lumiere, des impulsions sonars) sur la scene et
détecte sa position pour réaliser la mesure ou exploitent l'effet
de changements contrélés de certains parametres du capteur
(ex. : focus).

*Radar et sonar
*Interférométrie de Moiré
*Focalisation/Défocalisation active

“Triangulation active | S

52




* basés sur cameras d'intensite
* OUTPUT : carte dense de coordonnées 3D précises

* faciles a comprendre et a construire
> Projecteur
» Cameéra vidéo
» Repere monde = Repére caméra
> Plan lumiere [ (XZ)
»Angle (Plan lumiére, (XY)) = 0 : paramétre de balayage
» Plan lumiére n Surface Objet = Stripe (courbe planaire)
observée par la cameéra

53



. Pl 1, Z5)

plane of light

247
x =

camerda

light projector
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Pour chaque point visible de la bande,

0X [ Ox [
DYD_ b 0 [

0 0° _ 0V
1ZF f cosf xﬁf@

-> Profile 3D des points de la surface ou cross-section

En faisant varier 0,

-> ensemble de cross-sections 3D
-> range image compléete de I'objet

56



b)

Figure 3 Fragment: a) intensity image, b) range image, c) object model

Comment rendre tres visible la bande dans I'image :

* ligne claire : laser light : 3D laser scanner
* ligne noire sur objet clair

Comment éviter les occlusions ?

Nécessiter de calibrer le systeme en f,b, et 6
57
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Un systeme par calibration directe ?

59



Soit on procéde a une calibration de f,b et 8 comme précédemment,
Soit on calibre directement, simplement mais manuellement, sans équation

Construction d’'une LUT (look-up table) liant une image et ses coordonnées
3D, en mesurant les coordonnees image d’une grille de points 3D connus, et
en stockant a la fois les coordonnées image et monde pour chaque point.

Les valeurs de profondeurs de tous les autres points sont obtenues par
interpolation.

La procédure utilise quelques blocs rectangulaires de hauteur connue . Un

bloc G doit avoir un nombre n de rainures paralleles de forme rectangulaires.
On suppose enfin que la taille de I'image en pixels est x__ xy. ..

60



Procédure RANGE CAL

INPUT : Installer le systéme comme décrit. Sans objet dans la scéne, la raie de lumiére
verticale tombe sur 'arriére-plan Z=0 et devrait étre imagée pres de y=y, -1

3. Placer le bloc G sous la raie, avec la rainure perpendiculaire au plan de lumiere. S’assurer
que la raie apparait parallele a 'axe x (a y constant).

4. Acquérir une image de la raie tombant sur G. Trouver les coordonnées en y des points de la
raie tombant sur la plus haute surface de G (cad pas dans la rainure) en scannant les
colonnes de lI'image.

b. Calculer les coordonnées [x.,y,]", i=1,..,n, des centres des segments de la raie sur la

surface supérieure de G, en prenant les centres des segments sur la ligne de balayage y=y,.
Entrer chaque point image [x,y,]" et ses points 3D [X,Z]" correspondants (connus) dans une

table T.

6. Mettre un autre bloc sous G, élevant la surface supérieure de G de d. S’assurer que les
conditions de I'étape 1 sont toujours valides. Faire attention de ne pas bouger le plan de
référence XYZ.

/.Répéter les étapes 2,3, 4 jusqu’a ce que la surface supérieure de G soit imagée pres de
y=0.

8.Convertir T en une “lookup table” 2D L, indexée par les coordonnées image [X,y]", avec x
entreOetx_ -1, etyentre0ety, -1, etretournant [X,Z]". Pour associer des valeurs aux

pixels non mesurés directement, interpoler linéairement en utilisant les quatre plus proches
VOISInS.

OUTPUT : une LUT reliant les corrdonnées des points image et les coordonnées des p6ints de
J]a scéne.




Algorithme RANGE ACQ

INPUT : LUT L construite par RANGE_CAL

3. Placer un objet G sous la raie et acquérir une image de la raie tombant sur G.
4.Calculer les coordonnées image [x,y]" des points de la raie en balayant chaque colonne
image.

b.Indexer L en utilisant les coordonnées images [x,y]" de point de la raie pour obtenir sa
profondeur [X,Z]"

OUTPUT : ensemble de coordonnées 3D correspondants aux points de la raie imagée =
‘range profile”

Remarque : quand un bloc est ajouté a la scene de calibration, la raie
doit s’élever d’au moins 1 ou 2 pixels, sinon, la calibration ne
discriminera pas entre les niveaux Z.
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* “Basic Math for 16-720", Martial Hebert, (mathprimer.pdf et
mathfigures.pdf)

* “Trinocular Active Range Sensing”, A. Blake et al., IEEE
PAMI, vol. 15, pp. 477-483, 1993 (Bibliotheque Informatique-
Recherche -Jussieu - site du Capitaine Scott)

* “Shape from Focus”, S.K. Nayar et al., IEEE PAMI, vol. 16,
pp. 824-831, 1994

(Bibliotheque Informatique-Recherche -Jussieu - site du
Capitaine Scott)

* “3-D Digitizers”, T. Wohlers, Computer Graphics World, pp.
73-77, 1992
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* Redéfinir les paramétres extrinséques et intrinséques d'un
capteur passif

* Estimer ces parametres un par un en utilisant la caméra
comme instrument de mesure

* Apprendre la résolution d'égquations par décomposition
SVD

* Estimer la matrice de projection directement

65



« [xtrinsic Parameters

ox,0 O-f., 0 o

+ Intrinsic parameters ->0 [0_ [ 0 -
207 O y

dx,g g0 0 = |



Etant donné une ou plusieurs images d'un motif de
calibration, estimer :

1. Les parametres intrinseques

2. Les parametres extrinseques

3. Les deux

-> |a caméra est utilisée comme instrument de mesure

-> pas indispensable mais ouvre la voie a des algorithmes de
reconstruction et reconnaissance 3D performants

67
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(xlayl)
(xzayz)
(x3?y3)

(xNayN)

el

"5 Mgy
s ",
33 34HD1D
(X7,
(X,.7,.2,)
PRAVA
XN’YN’ZN
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2 meéthodes reconnues :

1. par estimation directe des parametres

Ox "

Ox,0 O-f. 0 o OO 0w 0

0. 0_0 J0Ry;  To0pY™

=Y o i 1 H0zWL
V13 1-Z

g B0 0 1 0 1,

8. par matrice de projection D ai
Ux U Um m m m 1

1 11 12 13 14
e wow w!
2 21 22 23 24|:|2D

Hst Hm31 m. m, m34HH i ]

i

70




X. ¥ Pose /| Camera

Image 4
frame O
o Frame -/
Grabber ’
yim v x e

‘ A Object / World
e Systéemes de coordonneées : ject / Wor

— Coordonnées fenétre (x. _, y. ) pixels P 5 t Lo
— Coordonnées 1mage o " '
— Coordonnées caméra (X,Y,7) Yo

— Coordonnées monde

e Parametres de caméra :

— Parametres intrinseques (de la camera et du "frame grabber") : relie les
"frame coordinates'' d'un point image point a ses ""camera
coordinates' correspondantes

— Parametres extrinseques : définissent la localisation et 1'orientation du
"camera coordinate system' par rapport au "world coordinate
system'' 7



* World to Camera Xyt oYyt naZyt T B OR{ Py + 70
- RP = - T
— Camera: P =(X,Y,2)" P=RPy, + T= X, + oty t 132+ T, 0= %Rsz t TyH
T
_ World: P = (X Y 7 )T ﬁl’31XW+ oY, t 1332, t T, ﬁ 7R3 Py, + T, F
° w w2 " —w

— Transformations : R, T

» Camera to Image
— Camera: P=(X,Y,Z)!

— Image: p=(x,y)!
— Equations non linéaires

- rX oY
(xay)'(fza fZ)

e Image to Frame x= = (X;, - 04)S,
— Distorsion négligée Y= = Wim ™ 0y)5),
— Frame (X,,, ¥,,)"
« World to Frame s MKyt Yyt naZy+ T,
- (X,,Y,,Z)" > (X Vi)' T T Xt Yyt r3Z 4 T
= Focfal_e; efffe_cgives I Xyt 1Yyt 132, + T,
B T T Xt a2, R T




Xyt nalty, t n3z,, + 71,
Xyt Y, t 32t T,

Xim =~ Ox = _fx

m1 Xyt Xyt 132y, + T,

Yim ~ Oy - _fy
31Xyt Y, t 32t T,

Ce qui est inaccessible disparait : le repere caméra
On se fonde sur ce qui est mesurable : x, y, X, Y et Z

On compte sur un nombre minimum de mesures pour
resoudre un systeme d'equations lineaire . r———
2 étapes :
1. On suppose connues (o,, 0,), le centre de 1'image, et
on estime tous les autres parametres
2. Puison calcule (o,, 0,). -



mX,, tnat,t nsZ, + T,
X
Xt Y, t sl t T

Xyt il t 3l t T

"= -
X = Xy = Oy

y': yim_oy _fy

X, t s, t sl t T

Parametres Extrinseéques :
— R, matrice de rotation 3x3
 Trois angles a,3,y
— T, vecteur translation 3-D

Parametres Intrinseques :
- a=f/f =s/s,etf

— (0,,0,): onsuppose le centre de I'image connu -> (x',y') connues
— k,, coefficient de distorsion radiale : négligé dans 1'algorithme de base
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Supposant que la localisation du centre de l'image (o,, 0,) est

connu, et que la distorsion radiale peut étre négligée, on doit
estimer f, o, R et Ta partir des points images (x,y,), /=1 a N,
projections des N points connus (X, Y,, Z) dans le
reférentiel monde.
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Méme dénominateur dans les deux équations
Sy Xt Yt s Z, v 1))/ y'= [ X, t npYy, vt n3Z,+ T,)/X

. =

X o Xyt Yt rsZ v 1)) = V' f (1 X+ npY t ns 2, + 1Y)

. =

Xy Xyt rpY t 13 Z A 1)) = Y0 (Xt mpY + ns 2, + 1)
Pour chaque paire de points {(X, Y., Z),(X,Y.)}

. =

X Xim1t xiYimo + x;Ziry3 + x; 1), - v X (@ny) - v Y (0no) - v;Z;(@n3)- »;(@1,)= 0

. =

Equation linéaire a 8 inconnus v = (v,,...,v,)"

X; Xt xiYpjvo + x;Z;v3+ Xjva - ¥iXivs - yiYive - viZivy - yivg = 0

(V1-V2.V3.,V4.V5,Vg,V7,V])
=(r21,r22,r23,Ty,Q711,07/'12,07/'13,07;635



Pour N points, on obtient un systeme linéaire homogenes a 8 inconnus
et N équations.

Xi Xt xiYpvo + x;Zv3+ Xjva - ¥iXivs = yiYive - viZivy - yivg = 0

Z
Av=10

H nXy xxh x4 o xx -»nXy -yh -nZ -n %
10Xy XY xZy  xp -»Xy  -wlh -wmZy - g
0 0 0 [ [ [ [ 0 0 O
A= ]
7 0 1 1 i 1 1 il
H i i i i i i i i E
IxnyXn xyYy xnyZy xy - yNXy - yNYN - YNZn - YN
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Le systéeme admet une solution non triviale (a un facteur d'échelle pres) :

e SiN>=7 etles N points sont non coplanaires => Rank (A) =7
> preuve dans le livre de Faugeras

e Que l'on trouve grace la décomposition SVD de A=UZVT par exemple

> v est le vecteur colonne de V correspondant a la seule valeur propre nulle
singuliére le long de la diagonale de D

> Matlab, Scilab ....
> Lignes de VT: vecteurs propres {e} de ATA

> Solution: v= g, , la 8°™ ligne correspondant a la seule valeur singuliere
nulle 0,=0

> Considération pratique : les erreurs de mesures peuvent rendre rang(A)=38,
on considére alors la seule valeur propre singuliére la plus faible le long

de la diagonale de 2 "

<

H

m )
X 6‘* X




%

Singular
Value
Decomposition

Décompostion en Valeurs Singulieres

Cette décomposition s’applique a une matrice rectangulaire.
Elle permet 3 applications importantes :

* Résoudre des systemes d'équations linéaires non
homogenes,

* Résoudre des des systemes d'equations linéaires
homogenes de rang déeficient,

* Garantir que les entrées d'une matrice extraite
numériquement satisfont des contraintes données

(orthogonalité par exemple). .



Toute matrice A LIM_,_peut s’écrire comme le

mxn

Singular produit de 3 matrices : A = UDV" telles que :
Value
Decomposition »U[IM_ etV [IM_ et leurs colonnes

mxn
correspondent a des vecteurs unites mutuellement

orthogonaux;

D [IM_,_est une matrice diagonale dont les

nxn
2léments diagonaux, o, appelés valeurs singulieres,

ont tels que 0,20,20,20 .

Remarque : alors que U et D ne sont pas uniques, les
valeurs singulieres sont completement déterminees par A
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Une matrice carree A est non singuliere ssi

Singular outes les valeurs singulieres sont différentes
Value e 0.

Decomposition

Le ratio c= o,/0_appelé conditionnement mesure
le degré de singularité de A.

Remarque : quand 1/c est comparable a la précision
arithmetique de votre machine, la matrice A est

et de fagon pratique peut étre considéree

comme singuliere et donc non inversible.
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| A est une matrice rectangulaire, le nombre

Singular e g, non nuls egale le rang de A.

Value

Decomposition Remarque : en pratique on utilisera une
tolerance =10

Si A est une matrice carrée, non singuliere, son inverse peut
s'ecrire A'=V D' UT

Remarque : que A soit singuliere ou non, la pseudo-inverse
de A, A* peut s'ecrire A*=V D, UT avec D, egale a D' pour
toutes valeurs singulieres non nulles et zéro sinon.

Si A est non singuliere, D,* = D1t Ar= A
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|_es colonnes de U correspondant aux valeurs

singulieres non nulles deécrivent I'image de A, les

Singular colonnes de V correspondant aux valeurs singuliéres
Value nulles décrivent le noyau de A.

Decomposition

EHE

H

m

Les carrés des valeurs singulieres non nulles sont les valeurs
propres non nulles de ATA UM, et de AATLIM .

Les colonnes de U sont les vecteurs propres de AAT et celles de V
ceux de ATA.
De plus, Au= o, v, et A'v,= 0, u, avec u, et v, les colonnes de U et V

correspondantes a g, .




% =

Singular
Value
Decomposition

Reésolution de systemes d’equations
linéaires non homogenes

Soit le systéeme de m équations linéaires a n inconnues Ax=b
« A OM__ la matrice du systeme linéaire non homogene

mxn

« x L1, le vecteur des inconnues
« b 00 le vecteur de donnees

Si bt 0, Ax=b- A" Ax= A'b
Axz b x= (474 ATb

Cette solution est optimale aux sens des moindres carrés. De plus ATA
est carrée. On calcule (ATA)* grace a la SVD. Dans le cas de plus

d'équations que d’inconnues, la pseudo-inverse (ATA)*" est en effet plus
apte a coincider avec (ATA)" . 84



% H=

\Slir;QUIar Résolution de systémes d’équations
alue . linéaires homogénes de rang déficient
Decomposition

Soit le systéeme de m équations linéaires a n inconnues Ax=0
«AM_ /rang(A)=n-1et m =n-1

mxn

« x I le vecteur des inconnues

Si on ignore la solution triviale, une solution unique a un facteur d’échelle
prés peut étre trouvée grace a la SVD.

Cette solution est simplement proportionnelle au vecteur propre
correspondant a la seule valeur propre nulle de ATA (toutes les autres
valeurs propres étant >0 car rg(A)=n-1)

Propriété 4 et 5 -> cette solution est la colonne de V correspondant a la

L

seule valeur propre nulle de A (le noyaude A) ,——

o \
A _ U x Eo X .y ];ir




%

Singular
Value
Decomposition

Assurer des contraintes

On génére souvent des estimées d’'une matrice A, dont les entrées ne
sont pas toutes indépendantes, mais satisfont des contraintes
algébriques (voire les matrices orthogonales).

Or, les erreurs produites par le bruit et les altérations dues aux calculs
numériques abiment la matrice A, si bien que ses entrées ne satisfont
plus les contraintes données -> probleme par la suite

La SVD permet de trouver la matrice la plus proche de A au sens de la
norme de Frobenius et qui satisfasse les contraintes exactement.
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H

Singular .
Value A U % P % T n
Decomposition \

_n
(L}“'

—
W

P .:. p

A
—
m - -
4 | = U x| 3 |x| ¥ 1;}
\

Figure 2. A simple way to construct a rank p matrix: Compute the SVD (top):
Set the smallest n-p singular values to zero (middle). Remove the corresponding
entries from the matrices (bottom).



Scale Factor and Aspect Ratio

. Equations for scale factor y and aspect ratio o
=¥ (1,792,123, 1,50 11,0 115,00 773,0 T )

v, V, V; V, Vo Vg Vv, Vg
* Knowledge: R is an orthogonal matrix
DR 0
. 01 if Qs ] H’”ll 2 ’”13% T
R;R ;=] R:(sz)x g1 22 3T DR2D
S0 if i# 33
00 if 17 ]
o2 raE ARG
* Second row (i=)=2):

P2+ 2y

21 22

* First row (i=j=1) }a
P2ardend i m gy i

12

r223:1 N R —
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Equations for first 2 rows of R and T given a and |y|

v sy [(m1,72,m3,1),,011,012,0113,0 Ty;)

First 2 rows of R and T can be found up to a common sign s (+ or -)
SRIT,SRg,STx ,sTy

The third row of the rotation matrix by vector product
R = RT xRy = sRY x sRY

T

0n1 n2 n3l HRI %

R:= (r) = Dr Iz I% D= RT
i3z = 021 22 723p7 UR2L

T
1 o2 B R

Remaining Questions :

— How to find the sign s?
— Is R orthogonal?
— How to find T, and f ?
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Find the sign s

Voo N

* Facts: v Z,
—-f >0 .‘_Pw\
—_ ZC >O X YW
— X known
- X,,Y,,Z, known S R\ ETAR P L AR EATAR
Solut Zc Xyt oYyt 3l + T,
 Solution
_ . Yo niXyt oYyt 13l + 1),
] Check the sign of X_ yEolyo o=ty

731Xt rpdi t el b 1
[ Should be opposite to x



* Question: My s A3l HRITH
— First 2 rows of R are calculated R-= (zflj)3x3 = Hrzl "9 r23%= Rip
. . Z
without using the rr_1utua| 1 o s 5R3 5
orthogonal constraint
R'R:-1? R = RTxRY = sRY x sRY
* Solution:

— Use SVD of estimate R

R:=UDV! m=) R:UIV!

ﬂ

Replace the diagonal matrix D with
the 3x3 identity matrix
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Find T, et .

* Solution
— Solve the system of N linear x= - fo M1Xy * Mol * n3Zy t Iy
equations with two unknown T, 131Xyt 3yt 1332yt 1

. il
xT, + (i Xyt oYyt 132y, t 1) fr =~ x(r31 X, + 130Y, t 1332,,)

\ ) G )
V" '

— Least Square method

iR (ATA) A'b

1.

— SVD method to find inverse 2



Estimation du centre de I'image (o,, 0,

Remarque : la précision de I'estimation du centre o de I'image
n’'influe pas sur les autres paramétres mais est importante pour
d’autres applications (telle que la modélisation du mouvement)
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Définition : Point de fuite

Soient L, /=1,...,N droites paralleles dans I'espace 3D, et /. les droites

Images correspondantes. En raison de la projection perspective, les
droites L, apparaissent comme se rencontrant en un point p, appelé
point de fuite, défini comme l'intersection commune de toutes les
droites images Ji.

VP1




Theoreme : Point de I'orthocentre
Centre de I'image a partir des points de fuite

Soit T le triangle du plan image défini par les trois points de fuite de 3
ensembles mutuellement orthogonaux de droites paralléles de
'espace. Le centre de I'image est I'orthocentre de T.

VP1

VP2
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Piste pour la preuve du théoreme :

Soit h la hauteur reliant le sommet (et point de fuite) v au c6té s, et O le
centre de projection. Comme s est a la fois orthogonal a h et vO, le plan
passant par h et vO est orthogonal a s et donc au plan image...
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% De la géométrie euclidienne a la

geometrie projective

Euclidean similarity affine projective

Transformations

rotation X X X X

translation X X X X

uniform scaling X X X

nonuniform scaling X X

shear X X

perspective projection X

composition of projections X
Invariants

length X

angle X X

ratio of lengths X X

parallelism X X X

incidence X X X X

cross ratio X X X X

- /ﬁw -/ f - /\x
N ~

Rigid Affine Projective




Birapport de 4 points

(P,A4;0,B") = PO : AQ

PB'" AB'
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EI

Voici la
photo de la figure

T

AI

100



La projection conique de centre O sur le plan I est une bijection de A\{M }
sur A'{w,}, si A n'est pas paralléle a IN.

Une famille de droite toutes paralléles a une méme direction o a pour image
une famille de droites dans 'l qui concourent toutes en le méme poinf, 0

lorsque o n'est pas une direction de I1.



Aux différentes directions d'un méme plan P non paralléle a 'l sont
associees des points w; tous situes sur la droite L, = P nT1.

Si P, et P, sont paralleles, L,,=L.,.
Le point w; s'appelle le point de fuite de la direction o .
La droite L, s'appelle la ligne de fuite du plan P (I'horizon).




LU T




Deux droites paralleles sont des droites qui se coupent a l'infini, en
ajoutant un point a toute droite A de E qu'on appellera son point a
'infini, note oo,.
On définit ce point a I'infini comme la direction 6 de A.

A=A0{w,} complétéprojectif ded, droite projective de E

De méme, P = P {00 P} ouw , estl'ensemble des points a I'infini
des droites de P et , s'appelle la droite a I'infin1 de P,

et Pun plan projectif de E.

De méme, E = E[l {oo E} ,appel¢ espace projectif.

{oo P} 1 {AA} = ensemble des droites projectives de E

{°° E} 1 {15} = ensemble des plans projectifs de E 104




affine
plane P

\

/ ¥ point \5, @

\

ideal point W ideal line
Y ou droite a l'infini
u ! -

X

Plan affine augmenté

Avec ces définitions, deux droites projectives coplanaires
distinctes de I'espace projectif se coupent toujours en un
point de cet espace et un seul.

Remarque :
* 2 droites D et D’ paralleles ont le méme point a l'infini,

co , = 0o .,
_AC * de plus,
(A,B;C,OOA)—B—C 105



%

La projection conique p:E\ 1, - I de point de vue O se
prolonge naturellement en une application :

A

p:ENO} - T

En particulier, elle établit une bijection entre A etl'

Ainsi, p(Mo)=0o, &t p(co,)= oo;

et la projection conique preserve le birapport de 4 points
distincts quelconques de £ \{0; , pourvus qu'ils soient alignés
sur une droite de ne pdssant par O. Cas intéressant d'un
milieu de segment : AC

(4,B;C,0 )= B0 (p(A4), p(B), p(C),w ;)
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A
La valeur AC une fois projetee en 2D est egale

BC

Aw
B,

a la valeur du méme rapport en 3D 107



Ray Space

Sphere unité 108
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La géometrie projective et
le plan projectif

* Une image plane est modélisée par le plan projectif [J 2

* Transformation d’'un point du plan projectif [X,Y,W]" vers le plan euclidien [x,y]"

* Nécessité de points a l'infini ou points idéaux (cas ou W=0) dans
chaque direction : ensemble des points [X,Y,0]"

* Droite idéale représentée
par (0,0,1)

affine
plane p

)

/ i poinr‘L,

ideal point

lm//

ideal line



La projection p est une bijection entre I'ensemble de toutes les

N

droites de E passant par O, P(E),et 1 .

En effet, si A, est une droite de ', passant par O et A est une
droite affine de 'l parallele a A, on pose p(A,)= ©,= ,,.
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La projection conique p associe au point M de E\,, de
coordonnées (X,Y,Z) (Z#0) le point m de lde coordonnées
(x=X/Z, y=Y/Z).

On dit que (X,Y,Z) est un systeme de coordonnées homogenes
du point m et I'on note m=[X)Y,Z].

Dans le plan affine, le repere affine (Q,i,j) donne :

- = —

Sik = O_Q:, dans le repére affine (O, 1, J,k) de E,
OM:= Xi+ Yj+ Zk

M: Xt t+ yj
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% Coordonnées Homogenes

p M=(X)Y,Z)
® M'=(aXaY,aZ)

cuxt vyt w= 0

112



%

P((OM))=m et tout point de (OM) définit un systeme de
coordonnées homogenes de m ( AX,AY,AZ) (Z#£0)

Or p(A,)=o, et si ux+vy+w=0 est I'equation affine dans le
repére (Q,i,j) de (A), I'eéquation affine de A, dans (O,i,j,k)
est uX+vY=0, or tout point de A, définit un systeme de
coordonnées homogenes de «, donc «, = [-v,u,0] est un
systeme de coordonnées homogenes de o,

oY

1

Désormais tout point [X,Y,Z] définit un élément de
pourvu que X,Y,Z ne soient pas tous nuls simultanement.

113
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% Coordonnées Homogenes

Avec ces conventions, le point [X,Y,Z] appartienta ) ssi
uxX+vY+wZ=0.

C'est I'équation de A en coordonnées homogénes.

De méme, la droite a l'infini du plan o« a pour equation Z=0.
Ainsi toutes les droites projectives de [ sont définies en

coordonnées homogenes par une equation de la forme
uX+vY+wZ=0 avec u,v,w non tous nuls.
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% Principe de dualité ou d’équivalence des
points et des droites

e

point "

.. W i
* Equation d’'une droite : Miﬁx fime
ax+by+c=0
aX+bY+cW=0 avec x=X/W et y=Y/W . L
p

*Projective u:

ideal point idzal line

quZ pTu: 0 “

point p=(X,YV,W) line u=(a,b,c)
incidence plu=0 incidence piu=0
collinearity | |p1 p2 p3|=0 concurrence | |u;y wuz us| =20
_join  of 2 u=p; X Pp2 intersection p=1u; X u
points of 2 lines
ideal points (X.,Y.0) ideal line (0,0,¢)
@ )

Coordonnées Homogeénes pour des (a) points (b) droites

S'en convaincre en visualisant les plans 3D sous-jacents aux droites ou au points! 13



%

Nous dirons qu'un resultat, un concept, ou un probleme de
geomeétrie plane releve de la geometrie projective s'il peut
s'exprimer en termes d'alignements de points, de concours
de droites ou de plans et de birapports sans que I'on ait a
distinguer les points a l'infini des autres.

Les concepts de conique est un concept de la géometrie
projective. Le parallélisme appartient a la géometrie affine.
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%

Tout theoreme du plan projectif peut étre reformulée
en substituant les points aux droites et inversement

2 points du plan projectif sont alignés par définition.
Donc,

2 droites du plan projectif s'intersectent toujours (en
un point qui peut étre a l'infini)

20 020 O3C

)
| |
>
| |
)
| |
1
| |
|
\S
| |

[
LI 111

[T |
)
(17 |
[T |
-
[T |
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%

La géométrie descriptive (projective) est le domaine des
mathématiques qui modeélise les notions intuitives de perspective
et d'horizon. Elle a d'abord ¢té imaginee au XVIIe siecle par des

mathématiciens comme ou , avant de tomber
dans I'oubl1 jusqu'a sa redecouverte par , €t sa remise au
golt du jour par a la fin du XIXe siecle. Elle est
auyjourd’hu largement utilisée par les systémes de visualisation sur
ordinateur et grace notamment a O. Faugeras

(INRIA).
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
http://fr.wikipedia.org/w/wiki.phtml?title=Desargues&action=edit
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http://fr.wikipedia.org/w/wiki.phtml?title=GL&action=edit
http://fr.wikipedia.org/wiki/OpenGL

Procédure PARAM CAL

3.

4.

11.

12.

INPUT : Une image du motif de calibration.

Mesurer les coordonnées 3D de chaque sommet des n carr&v\s le motif de calibration
dans le référentiel Monde. Soit N = 4n

Dans le but de trouver les coordonnées dans le référentiel image dg chacun des N sommets

. Localiser les droites images définies par les cotés des carrés

. Estimer les coordonnées images de tous les sommets des carrés imagés comrgg les
intersections des droites extraites | | W

Calculer les trois points de fuite p,, p,, p; déterminés par les trois faiscealix de droites

obtenus.
Calculer I'orthocentre O du triangle p,p,p,. O est le centre

Ayant établi les N correspondances entre les points image la SVD de A.
La solution est la colonne de V correspondant a la plus petite valeur singuliére de A.
Déterminer a and |y

Déterminer les deux premieres lignes de R et deux premieres composantes de T.

Calculer la troisieme ligne de R comme le produit vectoriel des deux premieres lignes
estimées en 7/, et forcer la contrainte d’orthogonalité en estimant R par sa décomposition
SVD.

Choisir un point pour lequel (x-0,) est notablement différent de 0. Si I'inégalité

(x-0,)(ry XW+r,, YW+r. .Z%+T ) >0 est vérifiée, inverser les signes des deux premiére lignes de
R et des deux premiéres composantes de T.
Réinitialise A et b pour estimer T, et f,.

I'image.

119

OUTPUT : o,,0,, 0, f, et les paramétres extrinseques de la camera.




— Calibration

il ™ Undistortion
EEEllf Sion ) Wik
Load |

— Calibration status

Camera iz Calibrated

principal point: (156.7,131.0)

focal length: [286.279 » 287.763)

distartion: k1 =-0.417, k2 = 0.250
p1 = -0.000, p2 = -0.002

http://w3.impa.br/~pcezar/3dp/original/CVL_html/appPage/calib_doc/index.html
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http://w3.impa.br/~pcezar/3dp/original/CVL_html/appPage/calib_doc/index.html

étant donné une photographie prise par une caméra inconnu a partir
d’'une position inconnue et qui a éteé rétrécie ou élargie, comment
déterminer la position et I'orientation de la caméra mais aussi jusqu’a
quel point 'image a été rétrécie ou élargie ?

En navigation autonome, un missile de croisiere peut obtenir la
matrice de transformation caméra a partir d'un modeéle de terrain
embarqué et ainsi calculer les parametres de la caméra qui
définissent la localisation du véhicule.

Ou bien encore, une caméra stationnaire observant la zone de travail
d’'un bras robotisé peut déterminer la position et I'orientation du bras
articulé par marquage de lI'instrument de manipulation.
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2 meéethodes reconnues :

1.

par estimation directe des parametres

Dx )1

Ox,0 O-f. 0 o OO 0w 0

0. 0_0 J0Ry;  To,0pY™

00 0 T o O, 1 A0z
IY1x3 0-Z

g B0 0 T 0f I %

01

8. par estimation directe de la Matrice de Projection

Dl
U U U m m m

1 11 12 13 14
e wow w!
2 21 22 23 24D2D

Hst Hm31 My, My m34HH 1 J

i
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0n1 n2 n3 IO

_ [0 0_
Mo = go1 2 13 Tyg°

H H d31 mp 3 TG0
Exlmaz Eu/w% HuH Xwp
Vi v/iw 0v 0= Mjp¢Mex¢l Yy, O - fc 0 oL
HWH Zy Mige = 0 = Jy Oy%
! TR
Soit, en laissant tomber les indices . et , H#i H EXZE
pour un point P.et son image p,dans le Lv; U= MEYZ- E
reférentiel fenétre (qu’'on appelera image), i ﬁlzl ﬁ

Avec, M a 10 parameétres (4 intrinséques + 6 extrinseques)

T
Ri T
T
DR2 TyD
0.7 I
R3  T-f

0- fxnitoxsy - fynat oy - fyhztouryy - fiIxt o, 0, [

_
M= - fymitoyry - fymatoyrsy - fymsttoyns - f,1,4 0,1,

] 131 30 33 T,

i
-
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D’ou pour N paires {(x,y,),(X,Y,Z)} liant
les référentiels image et monde,

s
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Ng.
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I I .
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N I
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I O
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my 1 X;t mppY;t myzZ;t myy
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m31X;t myp¥;t my3Z;+ may

y; = Ui . M X; + mpp¥y + mp3Z; + moy
Cow my Xt myYyt mysZ;+ may
Avec DXl Yl Zl 1 0 0O 0 O -xle —lel _xlzl - x10
_ 0 D
Az50 0 0 0 X ¥ Z 1 -yX -yh -yh -y
70 0O 0 0 0 ]

- T
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Etape 1 : Estimation de la matrice de projection M

On a affaire a un systéme d’équations linéaires en m a 2N
équations

et 11 variables indépendantes :

-> Si N >=6, la SVD indique que m sera connu a un facteur
d'échelle preés.

N T
m=4a|\m, m, my; my, My, My N,y Ny, My My My My,
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Etape 2 : Calculer les parametres de cameéra

M est une matrice de projection 3x4

— Contient a la fois les informations ]QI d41 i
intrinséques et extrinseéques M = %qz q42E
43 43 -

_ —

H' it oy~ fxnat oy - fxnztoxrsy - il t oI, H
M= - fumit oy - fymatoyry = fymatoynsy - [T+ o)1
i 3 3 3 1; -
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Procédure PROJ MAT CAL

INPUT : Une image du motif de calibration. ZW

3.Mesurer les coordonnées 3D de chague sommet des n carrés sur le motif de calibration dans

le référentiel Monde. Soit N = 4n ' : B 3

4.Dans le but de trouver les coordonnées dans le référentiel image de chacun des N sommets :
*Localiser les droites images définies par les c6tés des carrés (Hough) X
*Estimer les coordonnees images de tous les sommets des carres.images comme
intersections des droites extraites

5.Etant donnés N correspondances monde-image, calculer la S?/D de A=UD

eskla=calomne de V correspondant a la plus petite valeur singuliév?((devx._ =

6.Trouver |y| en utilsant ;3. 2+ i, >+ 1, - y |‘/r312 fryt sy

7. M- %W ainsi M est connu a un signe o pres

8. Calculer T,par 7, = Om,,

9. Calculer R,"par 73; = O3,

10. 0, =q,'q;et 0, = q,'q,

w

T 2 _ T 2
g, 9,-0, et f,=44q, 9,0,

11.0On peut retrouver f. et f par - .
i :pa onmy B mli?/’ffxxﬂ r2iy:p0 (OymSi B mli)/fy
12. T, =0 (o, T .- my,) f,, T,=0(,T. -my)!f,

13.Trouver le signe o avec T, >0 si O* est devant O¢ et orthogonaliser I'’estimée de R trouvée par

la technique SVD 127

OUTPUT : o0,,0, a, f_et les paramétres extrinséques de la caméra.



= Propriétés en commun :

e On résoud D’abord un systéme linéaire puis on procede a une
décomposition en parametres physiques;

* Les résultats devraient étre identiques.

= Différences :

¢ | e nombre de variables dans les systemes homogenes considere :

= Méthode matricielle directe : tous les parametres d’'un coup, puis 2N
Equations de 12 variables

= Méthodes paramétriques directe : N Equations de 8 variables, puis N
équations de 2 Variables, puis trouver le Centre de I'lmage — peut-étre plus
stable

e Les hypotheses :

=Méthode matricielle directe : plus simple et plus général; parfois la matrice
de projection est suffisante et donc on n’a pas besoin de la décomposition
en parametres physiques réels.

=Méthodes paramétriques directe - elle suppose que le centre de I'image

est connue au départ puis que le rapport d’aspect est connu pour
I'estimation du centre de l'image 128



* “Three-dimensional computer vision : A geometric Viewpoint”,
O.D. Faugeras, MIT Press, Cambridge (MA), 1993

* “Introductory techniques for 3D computer vision”, E. Trucco et
Alessandro Verri, Prentice Hall, 1998
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