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Plan de la présentationC
na

m

• Contexte: Contrat Recherche Externe France Télécom / CNAM
– application du filtrage particulaire dans les télécommunications
– thèse Nicolas PAUL, sous la direction de Michel TERRE

• Cadre du filtrage particulaire
– modèle 
– buts
– exemples d’application
– principe de l’estimation Bayesienne

• Principe du filtrage particulaire
– qu’est-ce qu’une particule ? 
– l’algorithme « avec les mains »

• initialisation des particules
• propagation des supports des particules
• mise à jour des poids des particules
• dégénérescence et redistribution
• prédiction

– résumé



3

Plan de la présentation (2)C
na

m

• Support Théorique
– méthode de Monte-Carlo et loi des grands nombres
– l’échantillonnage d’importance
– génération récursive des trajectoires
– mise à jour récursive des poids
– seuil de redistribution
– algorithme
– complexité

• Exemples d’applications
– le cas linéaire et gaussien
– le cas multimodal 
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Cadre du filtrage particulaire
modèleC

na
m

État dynamique:

{ }......0 kxx { }......0 kyy

Observations:

( )kk xxp /1+

( )kk xyp /

Modèle d’état (connu):

xk est une chaîne de Markov:
Connaissant l’état, les observations sont 
indépendantes les unes des autres:

Modèle d’observation (connu):

( )0xpDistribution initiale:

Distribution de 
transition:

Distribution de mesure:

( ) ( )kkkkk xxpxxxxp /...,/ 1011 +−+ = ( ) ( )kkkkk xypyyxyp /...,/ 01 =−
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Cadre du filtrage particulaire
butsC

na
m

observations disponibles à l’instant k

estimation de l’état 
à l’instant k

estimation de l’état 
à l’instant k-p

lissage

estimation 
de l’état à l’instant k+p

pkx −ˆ
kx̂ pkx +ˆ

{ }kyy ...1

suivi prédiction
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Cadre du filtrage particulaire
résolutionC

na
m

( )kkkk vxfx ,1 =+ ( )kkkk uxhy ,=

Observation:
yk : observation à l’instant k 
hk: fonction d’observation (connue)
uk: bruit de mesure (statistique connue)

reflète aussi l’incertitude sur le modèle

• fonctions linéaires ou linéarisables & bruits gaussiens
• Kalman (optimal) [Kalman 1960], Kalman étendu (linéarisation des fonctions) [Jaswinsky 1970]

• fonctions non linéaires et/ou bruits non-gaussiens
• Grid-based methods (~parcours de treillis sur l’espace des états) [Bucy 1971], trop complexes
• méthode de monte-carlo séquentielles - filtrage particulaire

Connaissance du système
Evolution de l’état:
xk : vecteur d’état à l’instant k 
fk : fonction d’evolution (connue)
vk : bruit d’évolution (statistique connue)

reflète aussi l’incertitude sur le modèle

Résolution [Gordon 2002]
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Cadre du filtrage particulaire
exemple: suivi d’un mélange de gaussienneC

na
m

deux modes variant dans le temps observations 
gaussiennes centrée sur 

un des modes

Buts = retrouver les deux modes à partir des observations
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Cadre du filtrage particulaire
applications [Bertozzi 2003]C

na
m

• suivi de cible, guidage de missiles [Hue 2002] [Musso 2000]

• finances [Gewecke 1989]

• vision par ordinateur [Isard 1996] 

• robotique[Thrun 2000]

• diagnostic médical [Berzuini 1997]

• bio informatique [Haan 2001]

• communications numériques

• estimation conjointe donnée/canal [Djuric2003 Haykin2005 Bertozzi2004   

BenSalem2002 Punskaya2004 Cheug2004 Brossier2004]

• poursuite de la qualité du canal de propagation [Paul Terre 2005 (soumis)] 

• turbo estimation [le Ruyet Bertozzi Paul 2005] 
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Cadre du filtrage particulaire
principe de l’estimation Bayesienne (1)C

na
m

Estimateur MMSE:

Estimateur MAP:

( )∫=
X

MMSE dXYXpXX .ˆ

( ){ }YXpX MAP maxargˆ =

X: vecteur des paramètres à estimer

Y: observations disponibles

( ) ( ) )(XpXYpYXp ∝

Information a prioriVraisemblance

Densité de probabilité a posteriori

Rq: l’information a priori peut être très faible (exemple: « deux coordonnées successives de X sont proches »)
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Cadre du filtrage particulaire
principe de l’estimation Bayesienne (2)C

na
m

( )∫∫ >−>−>−>− =
kx

knkk
x

MMSEk dxdxyxpxx ......ˆ 0100,0

0

( ){ }nk
x

MAPk yxpx
k

>−>−>−
>−

= 10,0
0

maxargˆ

État dynamique:

{ }......0 kxx { }......0 nyy

Observations:

( )nk yxp >−>− 10

( ) ( )
( )n

kkn
nk yp

xpxypyxp
>−

>−>−>−
>−>− =

1

001
10

)(
=> incalculable en général

• Estimateur MMSE

• Estimateur MAP

⇒Nécessité de connaître

Bayes ?
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Principe du filtrage particulaireC
na

m

• à un instant k la densité de probabilité a posteriori de l’état sachant les mesures est 
approchée par une approximation discrète aléatoire

• cette approximation discrète est décrite par un ensemble de N particules, réparties dans 
les zones d’intérêt de l’espace des états (limite la complexité de la recherche)

• le support d’une particule représente une trajectoire possible de l’état

• le poids d’une particule représente l’estimation de la densité a posteriori en cette 
trajectoire
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Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ?C

na
m

{ })(
0

)(
0 , ii wx

support

(vecteur)

poids

indice de la particule {1,…,N}

instant k=0:

{ })()(
0 , i

k
i

k wx >−

support = trajectoire testée

(trajectoire de vecteur)
poids =crédibilité de 
la trajectoire testée

indice de la particule {1,…,N}

instant k:

( ))()(
1

)(
0

)(
0 ,....,, i

k
iii

k xxxx =>−
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Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ? (2)C

na
m

Qu’est-ce qu’un « dirac situé en une trajectoire » ???

( ) ( ) ( ) ( ))()(
11

)(
00

)(
00 ... i

kk
iii

kk xxxxxxxx −−−=− >−>− δδδδ

cette fonction de plusieurs variable x0…xk:

)()(
11

)(
00 ..., :si  vaut i

kk
ii xxxxxx ===∞

sinon 0 vaut 

( ) 1...... 0
)(

00

0

=−∫ ∫ >−>− k
x x

i
kk dxdxxx

k

δ
on a:

( ) ( ))(
10

)(
00 ......

0 1

i
kkk

x x

i
kk xxdxdxxx

k

−=− −>−>−∫ ∫
−

δδ
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Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ? (3)C

na
m

poids des particules = 
estimation de la densité a 

posteriori en cette 
trajectoire

support des particules = trajectoires testées

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ

)(i
kw

)4(
0 kx >−

)5(
0 kx >−

)6(
0 kx >−

)3(
0 kx >−

)7(
0 kx >−

)1(
0 kx >−
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Principe du filtrage particulaire
modèlesC

na
m

• Modèle d’état

• Modèle d’observation

( )kk xxp 1+

( )kk xyp

( ) ( )00 ,0 σNxp =
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Principe du filtrage particulaire
initialisation des particules (k=0)C

na
m

k=0

)(
0

Nx

)1(
0x

)3(
0x

x

( )0
)(

0 ~ xpx i

Nw i 1)(
0 =

supports:

poids:

0

( ) 







−== 2

0

2

0

)(
0 2

exp
2

1
σσπ
xxxp i

)2(
0x

Nw 1)1(
0 =

Nw N 1)(
0 =

Nw 1)3(
0 =

Nw 1)2(
0 =
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Principe du filtrage particulaire 
propagation des particules (k=1)C

na
m

k=0

)1(
0x

)(
0

Nx

x

)2(
0x

Nw 1)1(
0 =

Nw N 1)(
0 =

Nw 1)2(
0 =

x

k=1

( ))(
001

)(
1 /~ NN xxxpx = ?)(

1 =Nw

( ))2(
001

)2(
1 /~ xxxpx = ?)2(

1 =w

( ))1(
001

)1(
1 /~ xxxpx = ?)1(

1 =w

…
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Principe du filtrage particulaire 
mise à jour des poids (k=1)C

na
m

k=0

)1(
0x

)(
0

Nx

x

)2(
0x

Nw 1)1(
0 =

Nw N 1)(
0 =

Nw 1)2(
0 =

x

k=1

)1(
1x ( ))1(

11
)1(

0
)1(

1 . xypww =

)(
1

Nx

)2(
1x ( ))2(

11
)2(

0
)2(

1 . xypww =

( ))(
11

)(
0

)(
1 . NNN xypww =
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Principe du filtrage particulaire 
normalisation des poids (k=1)C

na
m

∑
=

=
N

i

iwS
1

)(
1

• normalisation des poids

S
ww

i
i

)(
1)(

1 :=

1
1

)(
1 =⇒∑

=

N

i

iw
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Principe du filtrage particulaire
estimation de la densité de probabilité a posterioriC

na
m

0 1 2 … k

( )kkkk yxxpw >−>−>− =≈ 1
)2(

00
)2(

( )k
N

kk
N

k yxxpw >−>−>− =≈ 1
)(

00
)(

( )kkkk yxxpw >−>−>− =≈ 1
)1(

00
)1(
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Principe du filtrage particulaire 
estimation de la densité de probabilité a posteriori (2)C

na
m

k

( )kkkk yxxpw >−>−>− =≈ 1
)2(

00
)2(

( )k
N

kk
N

k yxxpw >−>−>− =≈ 1
)(

00
)(

( )kkkk yxxpw >−>−>− =≈ 1
)1(

00
)1(

…

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ

)(i
kw

)1(
0 kx >−

)(
0

N
kx >−

)2(
0 kx >−

…



22

Principe du filtrage particulaire 
estimation de la trajectoire du vecteur d’étatC

na
m

)(i
kw

)(
0
i

kx >−

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ

( )

∑

∫∫

=
>−>−

>−>−>−>−

≈=>

=

N

i

i
k

i
kMMSEk

x
kkkk

x
MMSEk

xwx

dxyxpxx
k

1

)(
0

)(
,0

100,0

ˆ

...ˆ
0

( ){ }

{ })()()(
0,0

10,0

maxˆ

maxargˆ
0

i
ki

j
k

j
kMAPk

kk
x

MAPk

wwxx

yxpx
k

=≈=>

=

>−>−

>−>−>−
>−

estimateur MMSE: estimateur MAP:
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Principe du filtrage particulaire 
estimation de la densité marginal xk / y0->kC

na
m

( ) ( ) 10101 ......
0 1

−>−>−>− ∫ ∫
−

= k
x x

kkkk dxdxyxpyxp
k

( ) ( )∑
=

>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

)(i
kw

)1(
kx )(N

kx )2(
kx…

( ) ( )∑
=

>− −≈⇒
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ
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Principe du filtrage particulaire 
estimation en ligne du vecteur d’étatC

na
m

)(i
kw

)(i
kx

( ) ( )∑
=

>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

( )

∑

∫

=

>−

≈=>

=

N

i

i
k

i
kMMSEk

x
kkkkMMSEk

xwx

dxyxpxx
k

1

)()(
,

1,

ˆ

ˆ ( ){ }

{ })()()(
,

1,

maxˆ

maxargˆ

i
ki

j
k

j
kMAPk

kk
x

MAPk

wwxx

yxpx
k

=≈=>

= >−

estimateur MMSE: estimateur MAP:
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Principe du filtrage particulaire 
estimation de la densité marginal xk-p / y1->kC

na
m

( ) ( )∑
=

>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

)(i
kw

)1(
kx )(N

kx )2(
kx…

( )
( )∫ ∫ ∫ ∫

−− +−

+−−−>−>−

>−− =

0 1 1

............ 11010

1

x x
kpkpk

x x
kk

kpk

pk pk k

dxdxdxdxyxp

yxp

( ) ( )∑
=

−−>−− −≈⇒
N

i

i
pkpk

i
kkpk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ
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Principe du filtrage particulaire 
estimation hors ligne du vecteur d’état (lissage)C

na
m

)(i
kw

)(i
pkx −

( ) ( )∑
=

−−>−− −≈
N

i

i
pkpk

i
kkpk xxwyxp

1

)()(
1 .δ

( )

∑

∫

=
−−

−>−−−−

≈=>

=
−

N

i

i
pk

i
kMMSEpk

x
pkkpkpkMMSEpk

xwx

dxyxpxx
pk

1

)()(
,

1,

ˆ

ˆ ( ){ }

{ })()()(
,

1,

maxˆ

maxargˆ

i
ki

j
pk

j
pkMAPpk

kpk
x

MAPpk

wwxx

yxpx
pk

=≈=>

=

−−−

>−−−
−

estimateur MMSE: estimateur MAP:
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Principe du filtrage particulaire 
prédictionC

na
m

k k+1

( ) ( )0
)2()2(

1 ,0 σNxfx kk +=+
)2()2(

1 kk ww =+

( ) ( )0
)()(

1 ,0 σNxfx N
k

N
k +=+

)()(
1

N
k

N
k ww =+

( ) ( )0
)1()1(

1 ,0 σNxfx kk +=+
)1()1(

1 kk ww =+

x
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Principe du filtrage particulaire 
dégénérescenceC

na
m

k

poids faibles: 

trajectoires peu intéressantes

poids forts: 

trajectoires intéressantes4.0)3( =kw

35.0)6( =kw

03.0)1( =kw

05.0)7( =kw

05.0)5( =kw

07.0)2( =kw

05.0)4( =kw

poids faibles: 

trajectoires peu intéressantes
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Principe du filtrage particulaire 
dégénérescence (2)C

na
m

( ) ( )∑
=

>−>−>−>− −≈
N

i

i
kk

i
kkk xxwyxp

1

)(
00

)(
10 .δ

)(i
kw

)4(
0 kx >−

)5(
0 kx >−

)6(
0 kx >−

)3(
0 kx >−

)7(
0 kx >−

)1(
0 kx >−

estimations

peu intéressantes
estimations

peu intéressantes
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Principe du filtrage particulaire 
redistributionC

na
m

k

poids faibles: 

trajectoires peu intéressantes

poids forts: 

trajectoires intéressantes4.0)3( =kw

35.0)6( =kw

03.0)1( =kw

05.0)7( =kw

05.0)5( =kw

07.0)2( =kw

05.0)4( =kw

poids faibles: 

trajectoires peu intéressantes

Support et poids des trajectoires avant redistribution:

N
wi i

k
1: )( =∀

poids des trajectoires 
après redistribution:
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Principe du filtrage particulaire 
redistribution (2)C

na
m

• Exemple d’algorithme

)(
0

)( éliminer :/1 si i
k

i
k xNw >−<

fois  ][N.   reproduire:/1 si )()(
0

)( i
k

i
k

i
k wxNw >−>
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Principe du filtrage particulaire 
redistribution (3)C

na
m

)1(
kw )(N

kw)2(
kw

1
1

)(
1 =∑

=

N

i

iw

ancienl
k

nouveauj
k

l

i

i
k

l

i

i
k xxwzw ),(

0
),(

0
1

)(
1

1

)( : si >−>−
=

−

=

=







<< ∑∑

z

• Principe des algorithmes

• N tirages uniforme sur [0 1]: z ~ U([0 1])

• Loi de probabilité des trajectoires après redistribution

( ) ancieni
k

ancieni
k

nouveauj
k wxxp ),(),(

0
),(

0 == >−>−
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Principe du filtrage particulaire
résumé

{ } Ni
i

k
i

k wx >−=−−>− 1
)(
1

)(
10 ,

approximation 
discrète  de
( )1110 −>−−>− kk yxp

( )1−kk xxp( )kk xyp

Observations

{ } Ni
i

k
i

k wx >−=>− 1
)()(

0 ,

Approximation
discrète de

Connaissance 
modèle

d’observation

• Génération des supports

• Mise à jour des poids 

• Redistribution éventuelle des particules

{ } Ni
i

kx >−=1
)(

estimation à l’instant k-1 estimation à l’instant k

)(i
kw

)(
10

i
kx −>−

)(
1

i
kw −

)(
0
i

kx >−

)(i
kw

( )kk yxp >−>− 10

{ }kyy ...1

Connaissance 
modèle

d’évolution

C
na

m
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Support théorique
loi des grands nombres et méthode de Monte-Carlo

( )∑
=

∆

−=
N

i

i
N xx

N
xP

1

)(1)( δ

{ } ( )xpx
Ni

i ~
1

)(
>−=

∞→N ( )xp

( )∑
=

N

i

ixh
N 1

)(1
∞→N

( ){ }xhEp

Ni

ii

N
wx

>−=





 =

1

)()( 1, : approximation discrète de p(x)

C
na

m

• soit p(x) une densité de probabilité et h(x) une fonction quelconque

• la méthode de Monte Carlo permet d’estimer                                       à partir d’un ensemble 
de variables aléatoires générées selon p(x):

( ){ } ∫=
x

p dxxpxhxhE )()(

• loi des grands nombres:
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Support théorique
loi des grands nombres et méthode de Monte-Carlo (2)

exempleC
na

m

• estimation de la moyenne

{ } ∫=
x

xp dxxpxxE )(.)(

• estimation du moment d’ordre 2

( )xxh =)(

{ } ∑
=

∧

=
N

i

i
p x

N
xE

1

)(1

( )2)( xxh =

{ } ∫=
x

xp dxxpxxE )(.22
)(

{ } ( )∑
=

∧

=
N

i

i
xp x

N
xE

1

2)(2
)(

1
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Support théorique
échantillonnage selon l’importance

( )∑
=

∆

−=
N

i

ii
N xxw

N
xP

1

)()(1)( δ

{ } ( )xx
Ni

i π~
1

)(
>−=

∞→N
( )xp

( )∑
=

N

i

ii xhw
N 1

)()(1
∞→N ( ){ }xhEp

Ni

i
i

N
wx

>−=







1

)(
)( , : approximation discrète de p(x)

« fonction d’importance »
- plus facile à utiliser que p(x)
- son support doit contenir le support de p(x)

C
na

m

• si on ne sait pas générer de variables selon p(x) , on peut utiliser une autre fonction: 

• loi des grands nombres

( )
( ))(

)(
)( :avec i

i
i

x
xpw

π
=

( ){ }








=







= ∫ )(

)()()(
)(

)()(
x

xpxhEdxx
x

xpxhxhE
x

p π
π

π π
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Support théorique
échantillonnage selon l’importance (2)

{ } ( )xx
Ni

i π~
1

)(
>−=

( )∑
=

N

i

ii xhw
1

)()(

∞→N ( ){ }xhEp

C
na

m

• si on ne dispose que d’une expression analytique non normalisée:

( )
( ))(

)(
)*(

~
 avec i

i
i

x
xpw

π
=

∑
=

=
N

j

jii www
1

)*()*()( avec

( ) 









= ∫ dzzpxpp

z

)(~)(~x)(~ xp

( ){ } dxx
dzz

z
zp

xp
x
xhdxxxp

x
xhxhE

x

z

x
p ∫

∫
∫ == )(

)(
)(
)(~

)(~

)(
)()()(

)(
)( π

π
π

π
π

π

( ){ }

















==

∫

∫

)(
)(~

)(
)(
)(~

)(
)(
)(~

)()(~
)(
)(

x
xpE

xh
x
xpE

dzz
z
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• loi des grands nombres (appliquée au numérateur et au dénominateur)
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Support théorique
loi des grands nombres et méthodes de Monte-Carlo (3)

…pour une trajectoire

( )∑
=

>−>− −
N

i

i
kk xx

N1

)(
00

1 δ

{ } ( )kkNi
i

k yxpx >−>−>−=>− 101
)(

0 /~

∞→N

( )∑
=

>−

N

i

i
kxh

N 1

)(
0

1
∞→N ( ){ }kyxp xhE

kk >−>−>− 0)/( 10

Ni

i
k

i
k N

wx
>−=

>−






 =

1

)()(
0

1, : approximation discrète de ( )kk yxp >−>− 10 /

( )kk yxp >−>− 10 /

C
na

m

• soient                              une densité de probabilité de trajectoire et h(x0->k) une fonction( )kk yxp >−>− 10 /

• … alors, d’après la loi des grands nombres:
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10

• si on pouvait générer un grand nombre N de trajectoires selon:

• comment estimer ?
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Support théorique
échantillonnage selon l’importance (3)

… pour une trajectoire
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fonction d’importance décrivant la distribution des 
supports, éventuellement fonction des observations 
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• si on ne sait pas générer de variables selon                        on peut utiliser une autre fonction: ( )kk yxp >−>− 10 /

• loi des grands nombres:
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Support théorique
filtrage particulaire : mise à jour de l’approximation discrète

( )
( )

Nik
i

k

k
i

ki
k

i
k yx

yxpwx
>−=−>−−>−

−>−−>−
−−>−









∝
110

)(
10

10
)(

10)(
1

)(
10 ,

π
approximation discrète  de ( )1110 −>−−>− kk yxp

instant k-1:

( )
Nik

i
k

k
i

ki
k

i
k yx

yxpwx
>−=>−>−

>−>−
>−









∝
11

)(
0

1
)(

0)()(
0

)(,
π

approximation  discrète  de ( )kk yxp >−>− 10

C
na

m

instant k:

Génération récursive de N nouvelles trajectoires

Mise à jour des N poids par récurrence
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Support théorique
génération récursive de trajectoire
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• la trajectoire (i) à l’instant k est générée à partir de la trajectoire (i) à l’instant k-1:
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Support théorique
mise à jour récursive des poids
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Ainsi:
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Support théorique
mise à jour récursive des poids (2)

Souvent, seul le modèle d’évolution est utilisé pour générer les trajectoires
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• génération simple des supports

• mise à jour simple des poids

• sous optimale (génération des supports indépendant de l’observation => beaucoup de 
redistributions)

• la fonction d’importance optimale définie comme minimisant la variance des poids (et donc 
le nombre de redistributions) est:
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Support théorique
seuil de redistribution

• le coefficient de variations traduit la dispersion des poids
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• Neff: nombre de particules efficaces ( ≈ dans une zone intéressante de l’espace des états) 
[Liu 1996] 

• seuil de redistribution 
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Support théorique
algorithme

A l’instant k=0:

• initialisation des supports des particules:  

A la réception de la mesure yk:

1. propagation du support de chaque particule (i) :  

2. mises à jour du poids de chaque particule (i) :

3. estimation de l’état

4. redistribution éventuelle des particules

( ) ( )
( )k

i
kk

i
k

i
k

i
kki

k
i

k yxx
xxpxypww
>−−>−

−
−=

0
)(

10

)(
1

)()(
)*(
1

)*(

,/
/./.

π

N: nombre de particules
Fonction d’importance « prior »
S: seuil de redistribution

( ) oldj
k

oldj
k

newi
k wxxp )()(

0
)(

0 == >−>−

Nw newi
k /1)( =

( ) :
1

1

2)( Sw
M

i

i
k <








−

=
∑Si:

{ } Nw Ni
i /11
)(

0 =>−={ } ( )01
)(

0 ~ xpx Ni
i

>−=

{ } ( )k
i

kkNi
i

k yxxx >−−>−>−= 0
)(

,101
)( ~ π

∑
=

=
N

i

i
k

i
k

i
k www

1

)*()*()(

∑
=

∧

=
N

i

i
k

i
kMMSEk xwx

1

)()(
,

C
na

m



46

Support théorique
complexité

A l’instant k=0:

• initialisation des supports des particules:  

A la réception de la mesure yk:

1. propagation du support de chaque particule (i) :  

2. mises à jour du poids de chaque particule (i) :

3. estimation de l’état

4. redistribution éventuelle des particules

N: nombre de particules

0(N)

0(N)

Version « naïve »: 0( N.log(N) ) 

0(N)

0(N)

0(N)
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Exemple d’application
le cas linéaire et gaussien

kkk vxx +=+1

kkk uxy +=

Modèle d’évolution:

Modèle d’observation:

( )2.0,0Nvk =
( ) ( )2.0,1 kkk xNxxp =+

( )1.0,0Nuk =
( ) ( )1.0,kkk xNxyp =

C
na

m
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Cas linéaire et gaussien
algorithme

A l’instant k=0:

• initialisation des supports et poids des particules:  

A la réception de la mesure yk:

1. propagation du support de chaque particule (i) :  

2. mises à jour du poids de chaque particule (i) :

3. estimation de l’état

4. redistribution éventuelle des particules
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Cas linéaire et gaussien 
évolution des particules

k=0:

(après 

redistribution)

k=1:

k=2:

k=2:

Neff>10

Neff<10
=> Redistribution !
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Cas linéaire et gaussien 
évolution des particules (2)C
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Cas linéaire et gaussien
performancesC
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
modèleC

na
m

][.][])[1(][][][ 21 kukxkkxkky σθθ +−+=

Évolution de deux modes 
Modèle AR simple

A chaque instant k on observe un des deux modes avec une erreur gaussienne:

( )0126.0,0~][1 Nkv

( )1,0][ Nku =

[a0 .... a5] = [1 -1.2226 0.0017 0.0015 0.0013 0.2196] 
xj[k] : signal basse fréquence de fréquence réduite < 0.005

( )0126.0,0~][2 Nkv

][][]1[ 11
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0
1 kvlkxakx
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][][]1[ 22
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2 kvlkxakx

l
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{ } ( ) ( ) 5.01][0][,1,0][ ====∈ kpkpk θθθ
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
exemple de signal observéC
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes 
connaissance & buts de l’estimateurC

na
m

Connue de l’estimateur:

• la probabilité que l’observation vienne d’un des mode

• forme gaussienne du bruit d’observation (mais la variance est inconnue)

Inconnus de l’estimateur:

• le mode vraiment observé à un instant k (valeur de θ[k])

• la variance du bruit d’observation (σ)

• le modèle d’évolution des modes (ie les paramètres AR)

On cherche à estimer et suivre:

• les deux modes

• l’écart-type du bruit σ

( )( )5.00][ ==kp θ

][1 kx ][2 kx
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
modèle supposé par l’estimateur

Modèle d’évolution:

Modèle d’observation:
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θ
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( ) ( ) ( ) ( )( )tNNNkxkxp λββ ,0,0,0][]1[ =+

Dynamique:
hypothèses sur la vitesse de 
variation des paramètres
On choisit: β=0.05 λ=0.005

Définition du vecteur d’état:
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
initialisation de l’algorithmeC
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A l’instant k=0:

Initialisation des supports (Gaussienne): 

Initialisation des poids: 
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N: nombre de particules=100
Fonction d’importance « prior »
S: seuil de redistribution=N/10
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
algorithme (1)C
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A la réception de la mesure yk:
1.      propagation des supports:

2.      mise à jour des poids:

Normalisation:

3.      estimation de l’état (modes et écart-type):
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
algorithme (2)C
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4. Re distribution

Redistribue chaque particule (i) de telle sorte que: 

Mise à jour des poids (i): 
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
performancesC
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Cas multimodal – suivi d’un mélange de gaussiennes
performances (2)C
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Cas multimodal – mélange de 4 gaussiennes complexes
C
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Annexe
historique [Bertozzi 2003]

• Monte-Carlo

• 1946: méthodes de Monte-Carlo (Ulam, Von Neumann)

• 1951: méthode de rejet [Von Neuman 1951]

• 1956: échantillonnage selon l’importance [Marshall 1956]

• génération par chaîne de Markov (MCMC):

• 1970: algorithme de Metropolis-Hasting [Hastings 1970]

• 1984: échantillonnage de Gibbs [Geman 1984]

• Filtrage Bayesian

• 1960: Kalman [Kalman 1960]

• 1970: Kalman étendu (Jaswinski) [Jaswinski 1970]

• 1971: approximation par somme de Gaussienne (Sorenson & Alspach) [Sorenson 1971]

• 1971: grid-based methods (Bucy & Senne) [Bucy 1971]
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Annexe
historique [Bertozzi 2003] (2)

• Filtrage par technique de Monte-Carlo, Monte-Carlo séquentiel:

• 1969/1970 (Handshin, Akashi, Kunamoto)

• 1987: analyse des séries temporelles [Kitagawa 1987]

• 1989: analyse du signal radar [Salut 1989]

• 1993: bootstrap filter pour analyse du signal radar [Gordon 1993]

• 2000: unification des différentes méthodes [Doucet 2000]
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Variantes et optimisations

• Sequential Importance Sampling (SIS) [Doucet 2000]: pas de redistribution
• Sequential Importance Sampling Resampling (SISR) [Doucet 2000] = filtrage 

particulaire 
• Boostrap filter: redistribution à tous les instants (sans conditions)
• Rao-Blacwellisation [Doucet 2000]:

• Une partie du vecteur d’état est gaussien conditionnellement à l’autre partie
• le particules ne contienne qu’une partie de l’état
• un filtre de Kalman est associé à chaque particule

• Fonction d’importance [Gordon 2002]
• Optimale (minimise la variance des poids des particules):

• Prior

• Vraisemblance

),( )(
1 k

i
kkopt yxxp −=π

)( )(
1

i
kkprior xxp −=π

)( kkvraiss xyp=π
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Variantes et optimisations (2)

• Ordre des étapes 
• ex: possibilité de combiner à la fois la propagation et la redistribution [Cheug

2004])
• Variantes des algorithmes de lissage 

• Fixed lag smoothing [Doucet 2000]
• Fixed interval smoothing [Kitagawa 1987] [Kitagawa 1991]
• Two filters [Briers 2005]

• Algorithmes de redistributions 
• Réduction des complexités [Legland 2003]
• Reconstruction d’une densité continué à l’aide de Noyaux [Gordon 2002] 
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Support théorique
mise à jour récursive des poids
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Si à l’instant k-1:
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Support théorique
mise à jour récursive des poids (2)
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Support théorique
mise à jour récursive des poids (3)
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• Canal deux trajets

– yk: signal recu
– sk, : symboles émis inconnu (alphabet connu du récepteur = BPSK)
– uk : bruit + interférence
– h1,2[k] : taps du canal, 

• 2 modèles de Jakes indépendants (distribution de Rayleigh, spectre Doppler) 
• Doppler=fd.T

• Poursuite de la qualité du canal: 

2σ

][1 kh
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Suivi aveugle de la qualité du canal radio
modèle
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
exemple de signal observéC
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
modèle d’état

Modèle d’évolution:

Modèle d’observation:
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Dynamique: 

hypothèses sur la vitesse de 
variation des paramètres

On choisit: β=0.05 λ=0.005

Définition du vecteur d’état:
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
initialisation de l’algorithmeC
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A l’instant k=0:

Initialisation des supports (Gaussienne): 

Initialisation des poids: 
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N: nombre de particules=50
Fonction d’importance « prior »
S: seuil de redistribution=N/10
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
algorithme (1)C
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A la réception de la mesure yk:
1.      propagation des supports:

2.      mise à jour des poids:

Normalisation:

3.      estimation de l’état:
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation 
algorithme (2)C
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4. Re distribution

Redistribue chaque particule (i) de telle sorte que: 

Mise à jour des poids (i): 
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
C

na
m

k=0:

k=100:

k=1000:
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performancesC
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performances (2)C
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performances (3)C
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performances (4)C
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