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Etat dynamique:

{xo...xk...}

Cadre du filtrage particulaire
modele

Observations:

Modele d’état (connu):

Distribution initiale: p(xo )

Distribution de ( / )
transition: P\ X1 7 Xy

x; est une chaine de Markov:

P(xk+1 /xk’xk—l“‘xo): P(xk+1 /xk)

>
|

.

Modéle d’observation (connu):

Distribution de mesure: p(yk / xk)

Connaissant 1’état, les observations sont
indépendantes les unes des autres:

P(yk /xkayk—l---yo): P(yk /xk)
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Cadre du filtrage particulaire

observations disponibles a I’instant k

e}
lissage suivi prédiction
estimation de 1’état estimation de 1’état estimation
a I’instant k-p a I’instant k de I’¢état a I’instant k+p
xk —-p X k xk +p

buts
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Cadre du filtrage particulaire

résolution
Connaissance du systeme
Evolution de I’état: Observation:
X, : vecteur d’état a I’instant k ;- observation a I’instant k
f : fonction d’evolution (connue) h,: fonction d’observation (connue)
v, : bruit d’évolution (statistique connue) uy: bruit de mesure (statistique connue)
refléte aussi ’incertitude sur le modele

refléte aussi I’incertitude sur le modéle

xk+1:fk(xk9vk) Vi :hk(xka“k)

Résolution [Gordon 2002]

fonctions linéaires ou linéarisables & bruits gaussiens

Kalman (optimal) [Kalman 1960], Kalman étendu (linéarisation des fonctions) [Jaswinsky 1970]

fonctions non linéaires et/ou bruits non-gaussiens

Grid-based methods (~parcours de treillis sur I’espace des états) [Bucy 1971], trop complexes

méthode de monte-carlo séquentielles - filtrage particulaire
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Cadre du filtrage particulaire
exemple: suivi d’un mélange de gaussienne

exemple d'observation multimodale
15 T T T T ‘

+  observations

2 modes

deux modes variant dans le temps : : observations

gaussiennes centrée sur
un des modes

15 At I 1 i 1
6900 7000 7100 7200 7300 7400 7500

instants d'observation

Buts = retrouver les deux modes a partir des observations
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Cadre du filtrage particulaire
applications [Bertozzi 2003]

* suivi de cible, guidage de missiles [Hue 2002] [Musso 2000]

» finances [Gewecke 1989]

« vision par ordinateur [Isard 1996]

* robotique[ Thrun 2000]

* diagnostic médical [Berzuini 1997]

* bio informatique [Haan 2001]

* communications numeériques
* estimation conjointe donnée/canal [Djuric2003 Haykin2005 Bertozzi2004
BenSalem2002 Punskaya2004 Cheug2004 Brossier2004]
» poursuite de la qualité du canal de propagation [Paul Terre 2005 (soumis)]

* turbo estimation [le Ruyet Bertozzi Paul 2005]



Cadre du filtrage particulaire
principe de ’estimation Bayesienne (1)

Cnam

X: vecteur des parametres a estimer

Y: observations disponibles

Vr aisemblaqe Information a priori
p(X/Y)ec p(Y/X)p(X)

Densité de probabilité a posteriori

Rq: l'information a priori peut étre tres faible (exemple: « deux coordonnées successives de X sont proches »)

Estimateur MMSE: X, . = I X.p(X/Y)dXx
X

Estimateur MAP: X vap = arg max{p(X / Y )} ?
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Cadre du filtrage particulaire
principe de ’estimation Bayesienne (2)

Etat dynamique: Observations:

{xo...xk...} > {yo...yn...}

« Estimateur MMSE  X_.4 vz = I"'jx0—>kp (x0—>k /Vion )de“‘dxk

X0 X

» Estimateur MAP )20—>k,MAP =arg max{p (x0—>k / Vicsn )}

X0—>k

=N¢écessité de connaitre p(x0_>k / y1_>n)

Bayes ?

X X . 4
AUNETY) [y => incalculable en général
p(ylf>n ) 10

p(x07>k /y17>n ) =
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Principe du filtrage particulaire

« a un instant k la densité de probabilité a posteriori de 1’état sachant les mesures est
approchée par une approximation discrete aléatoire

* cette approximation discrete est décrite par un ensemble de N particules, réparties dans
les zones d’intérét de 1’espace des états (limite la complexité de la recherche)

» le support d’une particule représente une trajectoire possible de 1’état

* le poids d’une particule représente 1’estimation de la densité a posteriori en cette
trajectoire

11
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instant k=0:

indice de la particule {1, ...,
(l) (l)
support poids
(vecteur)

N}

Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ?

instant k:

indice de la particule {1,...,N}

(i) (i)
{xo ko Wk }

support = trajectoire testée poids =crédibilité de

(trajectoire de vecteur) la trajectoire tesice

(i) (A L.() (l)
X0—>k (xo s K| T penees Xp )
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Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ? (2)

Qu’est-ce qu’un « dirac situé¢ en une trajectoire » ???
@ )= l) (l) (i)
5(’% >k — Xo- >k) ( )5( ) (xk—xk )

cette fonction de plusieurs variable x,...x,:

vautoosi:x, =x\", x =x" .. x =xV

vaut 0 sinon

on a:

j I& Xo_op —xé’)>k):7’x0...dxk =1

Xo Xk

J‘ jé‘ Xo ot —xé’)>k)ix0...dxk_1 = §(xk —x,(f)) 13
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Principe du filtrage particulaire
qu’est-ce qu’une particule ? (3)

N
p(x0—>k /y1—>k ) ~ Z WIEZ) '5(x0—>k o x(()l—)>k )
i=1

w)  poids des particules =
estimation de la densité a
posteriori en cette
trajectoire

— @

4) (5) (6) 3) O] (7)
Xo—sk Yok Xo_sk Xo—sk  Xo->kXo_sk

N

support des particules = trajectoires testées

14
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* Modéle d’état

p(x0)=N(O,GO)

P (xk+1 / Xk )

* Modé¢le d’observation

p(yk/xk)

Principe du filtrage particulaire
mode¢les

15



Principe du filtrage particulaire
initialisation des particules (k=0)
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Principe du filtrage particulaire
propagation des particules (k=1)
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X .x
A

1
i .{ R xl / X, —x(()N)) w =9 }
|
{C(N) WV =1/ N }./:

1
:
i
Ta0 v ouw ) ;
~ /x. = x? 2) —9
?{ p(xl Xo =X ) W }
:
!
:
®

L0 W -yn e {30~ ply 12, =) w"=2

17
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Principe du filtrage particulaire
mise a jour des poids (k=1)
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N (N) — (V) (V)
{}f) W =W P@J% }_

\.

L™ W =N

{x(()l) W = I/N} {sz) w? = W(()Z)'p(yl/xI(Z))}

________.‘_______

W = py /") }

=

Q@ @@

-
=

G -
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 normalisation des poids

N
s=3ul
i=l

(@)
i W,
Wl(z) S|
S

Principe du filtrage particulaire
normalisation des poids (k=1)

19



Principe du filtrage particulaire
estimation de la densité de probabilité a posteriori

Cnam

2) o _ 2
W, ® p(x0—>k = X0k / y1—>k)

(N) o (N
W, = p(x0—>k = X0k / y1—>k)

1 o — @
W, = p(x0—>k = Xosk / J’1—>k)

20
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A N

2) o _ 2
Wy ® p<x0—>k = Xo—>k /y1—>k) 4

(N) o — +(N)
W, = p(x0—>k = Xo—sk /J’1—>k)

O ~ _ 4D
W, =Pp (x0—>k = X0 sk / J’1—>k)

Principe du filtrage particulaire
estimation de la densité de probabilité a posteriori (2)

N
p (x0—>k / Visk ) ~ Z W/(cl) '5(‘x0—>k - x(()l—)>k )
i=1

| ) (N) (2)

? Xo—sk  Xo—sk Xo—>k
; 21
k



Principe du filtrage particulaire
estimation de la trajectoire du vecteur d’¢état

Cnam

N
p(x0—>k / Viesk ) ~ Z ngl) 0 (x0—>k — x(()l—)>k )
i1

\ (z')/

x0—>k

estimateur MMSE': estimateur MAP:

)%0—>k,MMSE = _[I Xo—si P (x0—>k / Viesk )dxk £0—>k,MAP = arg max{p (x0—>k / Visk )}

Xo—>k
Xo Xk

()

<3 ~ (J)
=> Xo—sk.map = Xo_sk

— (&)
W = maxlul?)

N

< 3 ~ (@) ,-()

=> Xo—sie,mmsE = Zwk X0 >k
i=1

22




Principe du filtrage particulaire
estimation de la densité marginal x, / y, .,

Cnam

p(xk /y1—>k ) = j Ip(x0—>k /J’1—>k )dxomdxk—l

Xo X (i) (1)
" xk/yl >k ZW/«Z 5( —x; )

p(x0—>k /y1—>k ) ~ Z W/Eri) '5<x0—>k - x(gl)>k )

i=l1

xk /v >k Z W/(cl) 5( xlgi) )

V) (2) 23
X, X; X
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Principe du filtrage particulaire
estimation en ligne du vecteur d’état

N . .
p(xk /y1—>k ) ~ Z WIEZ) '5(xk - x}({z) )
im1

D

{

\ x}gi) /

estimateur MMSE': estimateur MAP:

X vise = ka p(x, /v, )dx, Xpauap = arginax{p(xk [y )}
Xk
=> )%k,MAP ~ xl(cj)

N W) = max{w(i)}
3 N (i) (i) k axX\Wi
=> Xi mmse Z Wi X :

i1

24




Principe du filtrage particulaire
estimation de la densité marginal x, , /'y, -

Cnam

p(xk—p/yl—>k): )
. d .
;}[ sz[_l sz[ﬂ ;[p(x0>k / Visk )dxo X p1AXp_pip--- 0Ky - P(xk_p /y1_>k)z iwl(ci) . 5(xk ; X,Ef)p)
i=1
N
)4 (x0—>k / Viesk ) ~ Z Wl(ci) 0 (x0—>k - x(()l)>k )
i=1

-/

xk /yl >k Zwl(cl) 5( xl(ci))

2 25
N



Principe du filtrage particulaire
estimation hors ligne du vecteur d’¢tat (lissage)

N
p('xk—p /y1—>k ) ~ Z ng) '5(xk—p - xl(ci—)p )
i=1

Cnam

X2,
estimateur MMSE: estimateur MAP:

- X =arg maxiplx

X—p MMSE = jxk—pp(xk—p/y1_>k)dxk_p k—p.MAP %kp {p( k—p/yl—>k)}

xkip
-~ 7 ~ ) ) — ()

N

-~ 3 ~ (1) ,.(9)

=> Xi_p MmsE =~ Zwk Xe-p
i=1

26



S
S Principe du filtrage particulaire
@ prédiction

N A A\ A
i | : |

1
2 _ (2) 2) _ .2
{x/m = f(xk )+ N(O, O'o) Wi = Wy }

O _ Q) @
{xkﬂ = f(xk )"‘ N(O, O'o) Wi = Wy }

(N) _ (N) (N) _ . (N)
{’xkﬂ _f(xk )+ N(an_o) Wk+1 _Wk }

: ' 27
k k+1
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g Principe du filtrage particulaire
@ dégénérescence

poids faibles:

trajectoires peu intéressantes

trajectoires peu intéressantes
28



Principe du filtrage particulaire
degénérescence (2)

Cnam

N
)4 (x0—>k / Viesk ) ~ Z Wl(cl) .0 (x0—>k - x(()l—)>k )
i=1

wi)

estimations ) )
estimations

peu intéressantes y
peu interessantes

29



Principe du filtrage particulaire
Support et poids des trajectoires avant redistribution: redistribution

S
S
S

poids faibles:

trajectoires peu intéressantes

poids des trajectoires
apres redistribution:

, 1
Vi: W,(cl) =F

trajectoires peu intéreéSsantes



Principe du filtrage particulaire
redistribution (2)

Cnam

* Exemple d’algorithme
0] )

siw,” <1/ N :éliminer x,,”_,

siw” >1/N :reproduire x\”_, [N.w"] fois

31
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Principe du filtrage particulaire

redistribution (3)
* Principe des algorithmes N
Z w? =1
1
(1) (2) (N)
Wy Wi ) Wi R
4
* N tirages uniforme sur [0 1]: z ~ U([0 1])
/-1 . / . . )
Si ZW](CZ) <z< Zwlgl) : x(()j_);r]iouveau — x(()l_);a]:tczen
i=1 i=1
» Loi de probabilité des trajectoires apres redistribution
(j),nouveau __ _ (i),ancien | _ _ (i),ancien
p <x0]—>k = Xo sk ) Wy 32



Principe du filtrage particulaire

Cnam

resumeé
estimation a l’instant k-1 estimation a l’instant k
wi)
(1)
X0—>k

v

(@) (i) {x(()i—)>k > Wl(ci) }i=1—>N

{x0—>k—1 s Wi }i:1—>N

» Génération des supports {x,(ci) } Y
e

| . ; | Approximation
» Mise a jour des poids M/]({l) pp

discréete de

p (x0—>k / Viesk )

approximation

discréte de * Redistribution éventuelle des particules

Pkt / V1) ‘ ‘

Observations Connaissance Connaissance
modele modéle
{y 1k } d’observation d’évolution

p(Yk/ xk) P(xk /% ) 33



Support théorique
lo1 des grands nombres et méthode de Monte-Carlo

Cnam

* soit p(x) une densité de probabilité et 4(x) une fonction quelconque

* la méthode de Monte Carlo permet d’estimer E { Ik( x)p(x)dx a partir d’un ensemble
de variables aléatoires générées selon p(x):

WL~ )

* loi des grands nombres:

X))

>

ﬁ: 5( x(i)) N > o =p(x)

i
i=1 N

{ X0 =

Py (%)

} . approximation discrete de p(x) 34

i=l->N

z|—



Support théorique
loi des grands nombres et méthode de Monte-Carlo (2)
exemple

Cnam

* estimation de la moyenne (j(x) = x)

E, . {x}= Ix.p(x)dx

X

@)

Ep{x}z Zx

1 N
N i=l
 estimation du moment d’ordre 2 (h( x) = xz)

E,, {x2 }: Ixz p(x)dx

X

N

Brofl= L3 (o

N3

35
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Support théorique
¢chantillonnage selon I’importance

* s1 on ne sait pas générer de variables selon p(x) , on peut utiliser une autre fonction:

0 « fonction d’importance »
{x }i:1—>N ~ - plus facile a utiliser que p(x)

- son support doit contenir le support de p(x)

6 = [0, 00

* loi des grands nombres

X

1 & i i . i
N;w()h(x()) N =Ep{h(x)} avec:w" ="——

P, (x)i%iw(”5(x—x(”) > p(x)

i=l1

(i)
{ x(i)’w_} : approximation discréte de p(x)
i=1->N

36



Support théorique
¢chantillonnage selon I’importance (2)

Cnam

* si on ne dispose que d’une expression analytique non normalisée: p(x) ( p(x)=p(x) J' fa(z)dz]

)~

h(x) — p(x)

h(x)
hx)=[ 22 _
L el P [7©) 2oy e
Y 7(z)
J h((x)) P E {p Exi h(x )}
Ep {h(‘x)}: - p( ) - ~
jiﬂ(z)dz E. p(x)
. 7(2) 7(x)
* loi des grands nombres (appliquée au numérateur et au dénominateur)
ZN: W h(x(i) )
= > @ _ p\x
iwm* Now B (x)) avecw NG

J=1

v

N N
z W(i)h(x(i)) N = o Ep {h(‘x)} avece W(i) = W(iy/z W(j)* 37
in1



Support théorique

loi des grands nombres et méthodes de Monte-Carlo (3)
...pour une trajectoire

Cnam

* soient p(xo_>k / yl_>k) une densité de probabilité de trajectoire et A(x, .,) une fonction

» comment estimer £, ¥h(x, )b = [ [ hC )P, )dxy. e, 2

Xo Xk

* s1 on pouvait générer un grand nombre N de trajectoires selon: x(i_) o~ plx, v,
p g g J 0—>k )i=1->N p 0—>k y1>k

e ... alors, d’apres la loi des grands nombres:

%i h(x(()i—)>k ) N —> EP(xo»k ! Yiosk) {h (x0—>k )}

i=1

> 1 (i) >
Zﬁ§<x0>k B x07>k) N >0 p(x0—>k [ Vicok )

i=1

{xé”>k,w,‘j) :i} : approximation discréte de P(x0_>k / y1_>k) 38

i=l->N



Support théorique
¢chantillonnage selon 1’importance (3)
. pour une trajectoire

Cnam

* si on ne sait pas générer de variables selon p(x0—>k / y1_>k) on peut utiliser une autre fonction:

{ x(z) } fonction d’importance décrivant la distribution des
0>k Ji=l->N supports, éventuellement fonction des observations

(i) ~ . .
W]Ei)* p (xo ! Vi >k) (z) _ W}Ez) Z ()* p - expression analytique non
(x(()’)>k /v, >k) normalisée de p

* loi des grands nombres:

N .
;w,?m(xé >>k) & Ep(xo_>k/yl_>k){h(xo_>k )

N —> x

ZN:W,Ei)é(x x((,’)>k) N oom p(x0—>k /J’o—>k)
i=1

(@) (i) . . . . / 39
{xo ko Wi } _-n - approximation discréte de P\Xo_-x / Vo_sk
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Support théorique
filtrage particulaire : mise a jour de I’approximation discrete

instant k-1:

{ (0 () p(x(()l)>k 1/yo Sk— 1)}

X, w
0—>k-1° k- p (i) )
(xo Sk 1/)’0 Sk-1

approximation discréte de p(x0_> il / Vi k_l)
i=l1->N

(i) ()
. . o Xk ”(xk/xo sk-1>V1- >k)
Génération récursive de N nouvelles trajectoires

(9) (9 (0)
Xo—sk = {xo Sk—1>Xk }

Mise a jour des N poids par récurrence (W/(ci) fonction de w]({i_)l)

instant k:

(@) . . .
(i) () o p(xy_ >k/ Viok) approximation discréte de p(xo_>k / y1_>k)
Xo—sk> Wi

(x(gl)>k / Viesk )

40

i=l1->N
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Support théorique
generation récursive de trajectoire

* trajectoires générée a 1’instant k-1:
(i) ()
KXo—sk-1 =7 (x0—>k—1 / y1—>k—1)

* la trajectoire (1) a I’instant k est générée a partir de la trajectoire (i) a I’'instant k-1:
(1) (i)
Xy ~ 7 (xk [ Xo ok 9y1—>k)
@) _ .0 (i)
Xo—>k = {x0—>k—19xk }

(i) _ (i) (i)
Xo—sk ~ 7 (x0—>k [ Vieok ) =7 (xk [ X0 skt Viesk )72' (x0—>k—1 [y 1—>k—1)

41



Support théorique
mise a jour recursive des poids

Cnam

(i) 4 (@)
W o p(xo Sk— 1/ Yo—si- 1) quelle récurrence ? R W o (xo Sk / Yo- >k)
k-1 ()] (@)
( X0 o 1/)’0 k- 1) (xol >k/J’o >k)

p(xk /‘xk—l )p<J’k /xk)

On montre que (Bayes): p(xo_>k / y1—>k): P(Xo—>k—1/ y1—>k—l) p(y / y )
k 1->k-1

(()l)>k 1/J’1 1) p(xkl)/x(l) )p(J’k/xz(fi))

5 N\, (i)
D Oou. Wk (04 ( ) / ) ( l)/ ) )
Xo—sk—1/ Viesk-1 X/ Xo—sk—15Viesk

) [ ,.(2) )
Ainsi- (z) o Wl(cl)1 p(xkl /xl )p(yk/xkl )
42
( l)/x(()l)>k I’yl >k)




Support théorique
mise a jour récursive des poids (2)

Cnam

Souvent, seul le modéle d’évolution est utilis€ pour générer les trajectoires

(xk /)C1 i1 VI >k) p(xk /xk 1) (fonction d’importance « prior »)
(i) () (i)
= w’ aw’ p(yk/xk )

* génération simple des supports
* mise a jour simple des poids

* sous optimale (génération des supports indépendant de 1’observation => beaucoup de
redistributions)

* la fonction d’importance optimale définie comme minimisant la variance des poids (et donc
le nombre de redistributions) est:

(i) (@)
”(xk/xl k1> Vi- >k) (xk/xk 1 Ve) 43



Support théorique
seuil de redistribution

Cnam

* le coefficient de variations traduit la dispersion des poids

oy E7 )

Var(wk P ( 5 )

 Neff: nombre de particules efficaces ( = dans une zone intéressante de 1’espace des états)
[Liu 1996]

N =
off 1_,_ plus les poids sont dispersés, plus le nombre

de particules intéressantes est faible

" 1

Ny ==
> (w"f

eff
i=l1

* seuil de redistribution

N o < S = redistribution (S =

UL' =
==
N

44



N: nombre de particules

Fonction d’importance « prior » Support théorique
S: seuil de redistribution .
algorithme

Cnam

A D’instant k=0:

. initialisation des supports des particules: {x(()i) }i:1_> N p(xo) {W(()i) }i:1—>N =1/N

A la réception de la mesure vk:

1.  propagation du support de chaque particule (i) : {xl(:) }i:1_> v 7z'(xk / x(()i_)>k_l Voo k)

(i) () (@)

. . . . . i)* = P\V /X P\ /x ~
2. mises a jour du poids de chaque particule (i) : Wl(f) - W’(“)l° ( 7, (i)) ( e 1)

ﬂ'(xk /x0_>k_19y0—>k)

N
(D) _ 0 ()"
’ . g A B N e Wy =wy lek
3. estimation de I’état Xi.MMSE = ) W, "X, i=

i=1

(i)new (j)old ) (j)old

-1 p(x0—>k =Xk JTWg
j <S:

3 (i)

4.  redistribution éventuelle des particules
Si: (
i=1

W]Ei)new — 1/N 45
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A D’instant k=0:

. initialisation des supports des particules: ()(N)

A la réception de la mesure vk:

—

propagation du support de chaque particule (i) : 0(]\7)

>

mises a jour du poids de chaque particule (i) : O(N)

3.  estimation de I’état 0( ]\f)

4.  redistribution éventuelle des particules O(N)

Support théorique
complexite

N: nombre de particules

Version « naive »: 0( N.log(N) ) 46
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Xpsp =X TV
Modéle d’évolution:
v, = N(0,0.2)

Vi =X, tu,

Modéle d’observation:
u, = N(0,0.1)

Exemple d’application
le cas linéaire et gaussien

P(xk+1 /xk): N(xk »0-2)

linear gaussian case - sigmaDyn=0.2 sigmaCObs=0.1
T T T

p(yk/xk):N(xk,O.l)

2 T
—k— true state

= observation
1.5+ =
1 -
0.5 _
o o]
05 v = |

- | Il I} Il 1 1
o] 20 40 50 80 100 120

observation time

47



N: nombre de particules=100
Fonction d’importance « prior » Cas linéaire et gaussien

S: seuil de redistribution=N/10 .
algorithme

Cnam

A D’instant k=0:

bl = N(0.)
{W(gl) }1:1—>N =1/N

. initialisation des supports et poids des particules:

A la réception de la mesure vk:

1.  propagation du support de chaque particule (i) : { (l)} =1->N N (X,E?l ,0.2)

2. mises a jour du poids de chaque particule (i) : W\ =w"]. [270.1 X L_

Wi = w0 iy
=W}
. Z
3. estimation de I’état X amse = E wx

i=1

(Ynew _ _(j)old ) Wl({/)old

4.  redistribution éventuelle des particules ( N p(xo o =x"

MO

i=1

(1)new — I/N 48



Cas lin€aire et gaussien
evolution des particules

Cnam

Particles Evolution - linear gaussian case - sigmaDyn=0.2 sigmaOhbs=0.1

43 LI MO

=1: %005
=1: Hoosf
=

L. go Neff<10 .
=2: © o => Redistributign !
4
95 15
=2 E@ 0.01F ]
i T 0.005- WWW W ]
(apres 0 ! ' ‘ ‘
A5

-1 -0.5 0 05 1 1.5 49

redistribution) pAiliciesisippans



Cnam

25

1.5

05¢r

-0.5

-1.5

-2.5
0

Cas lin€aire et gaussien
¢volution des particules (2)

linear gaussian case - sigmaDyn=0.2 sigmaObs=0.1

—#— true state
particle support | |

20 40 60 a0 100 120
observation time

50
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Cas lin€aire et gaussien
performances

linear gaussian case - sigmaDyn=0.2 sigmaObs=0.1
2 T T T T T
—#— true state
observation
PF estimate 100 particles
1.5+ z 2 ? i
—y
I'ﬂ ,."‘ (| |r';.
pghis
1k / ? ‘l .‘ * ¥ A Jﬁ al
g Tkl
: Ay R
tl ! ‘ f
05~ P . } / & _
T . J
0 LB I
\ i '. + ‘ o
\ 7 & . I
4 ¥ "l &
ol ) o
-05+- 4\ i A / : N o
v ™ ‘,
-1 1 1 | 1 1
0 20 40 60 80 100

observation time

120
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Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
modele

Cnam

[k +1] Za,xl [k —1]+v,[k]

Evolution de deux modes =0

Modc¢le AR simple 5
X[k +11=) ax,[k =11+ v,[k]

=0

v,[k]1~ N(0,0.0126)  v,[k]~ N(0,0.0126)
la, ... a5] = [1-1.2226 0.0017 0.0015 0.0013 0.2196]
x;[k] : signal basse fréquence de fréquence réduite < 0.005

A chaque instant £ on observe un des deux modes avec une erreur gaussienne:
-

yIk]=0lk]x, [k]+ (1= 0O[k])x,[k]+ o.ulk]
< 0[k1€{01}, p(6[k1=0)= p(6[k]=1)=0.5

ulk]=N(0,1)

.
52



Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
exemple de signal observe

Cnam

exemple d'ocbservation multimodale
1.5 ! \ ! ! T
; ; : +  observations
2 modes

| | |
7100 7200 7300 33
instants d'observation
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Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
connaissance & buts de 1’estimateur

Connue de ’estimateur:
* la probabilité que 1’observation vienne d’un des mode (p(@[k]=0)=0.5)
« forme gaussienne du bruit d’observation (mais la variance est inconnue)

Inconnus de ’estimateur:

* le mode vraiment observé a un instant £ (valeur de 6[k])

» la variance du bruit d’observation (o)

* le modele d’évolution des modes (ie les parametres AR)
On cherche a estimer et suivre:

e les deux modes x, [k] X, [k]

* ’écart-type du bruit o

54
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Définition du vecteur d’état:
x[k]=(x[k] x,[k] ofk]f

Modéle d’évolution:

Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes

modele suppose par I’estimateur

pladk +11/x(k1)= (N(0, B)._N(0, 5) N(MJ)’\
Dynamique:

Modéle d’observation:

plk)/ k1) =" p(3ik].Ak1/ x{k])

o[k]

0.5

(y[k]—xl[k])z}mp{_
2.0°[k]

hypotheses sur la vitesse de
variation des parametres

On choisit: f=0.05 2=0.005

(K -x[5) H

2.0°[k]
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Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes

Cnam

initialisation de ’algorithme

A D’instant k=0:

Initialisation des supports (Gaussienne):

(i) [O] N(O 1) N: nombre de particules=100
( ) ( ) Fonction d’importance « prior »
1 1
[0 [O] N(O 1) S: seuil de redistribution=N/10

o“>[01 MoJ)

Initialisation des poids:
w[0]=1/N
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§ Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
S algorithme (1)

A la réception de la mesure vk:

1.  propagation des supports:

Xl +11=x"[k]+(N(0,8) N(0,8) N(0,2)) ¥ o= (6, xOrk])

2. mise a jour des poids:

O - () 0.5 ~ OIK-x k) Ok —x [k)
w [k]=w"[k-1] \/_ a[k( p{ —20_2”{] }+exp{ —20_2”{]

Normalisation:

S=S WOkl for i=1->n: wk]=wIk]/S

3.  estimation de I’état (modes et écart-type):

k= Z 1K 2 [K]
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4.

Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
algorithme (2)

Re distribution

Sii——— ! <S

> (work1)

i=1

Redistribue chaque particule (i) de telle sorte que:

(i),new __ __.(j) ()
p(xo sk — Xo- >k) w k]

Mise a jour des poids (1):

(i),new

1
w, =—
N
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Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
performances

exemple de suivi multimodal
1.5 I ! T I T

observations
— 2 modes
estimation pf

A ol i i ‘ I
6900 7000 7100 7200 7300 7400 7500 59
instants d'observation
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Cas multimodal — suivi d’un mélange de gaussiennes
performances (2)

exemple de suivi multimodal
10 T T T T

ecart type du bruit d'observation ]
estimation pf i

2

| i | i i
6900 7000 7100 7200 7300 7400 7500

; : ; 60
instants d'observation

10




observation multimode

Cas multimodal — mélange de 4 gaussiennes complexes

FP pour suivi multimode (moyennes & variance inconnues) - NPart=50
3 I I I I I

. observationsk

3 T moyennes processus
— estimations 50 particules

| | |
0] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
instants d'observation

3 l l \ l
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Annexe
historique [Bertozzi 2003]

Cnam

* Monte-Carlo
* 1946: méthodes de Monte-Carlo (Ulam, Von Neumann)

* 1951: méthode de rejet [Von Neuman 1951]
* 1956: échantillonnage selon I’importance [Marshall 1956]
* génération par chaine de Markov (MCMC):
* 1970: algorithme de Metropolis-Hasting [Hastings 1970]
* 1984: échantillonnage de Gibbs [Geman 1984]
* Filtrage Bayesian
* 1960: Kalman [Kalman 1960]
* 1970: Kalman étendu (Jaswinski) [Jaswinski 1970]
* 1971: approximation par somme de Gaussienne (Sorenson & Alspach) [Sorenson 1971]

* 1971: grid-based methods (Bucy & Senne) [Bucy 1971]
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» Filtrage par technique de Monte-Carlo, Monte-Carlo séquentiel:
* 1969/1970 (Handshin, Akashi, Kunamoto)
* 1987: analyse des séries temporelles [Kitagawa 1987]
* 1989: analyse du signal radar [Salut 1989]
* 1993: bootstrap filter pour analyse du signal radar [Gordon 1993]
* 2000: unification des différentes méthodes [Doucet 2000]

Annexe

historique [Bertozzi 2003] (2)
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Variantes et optimisations

Sequential Importance Sampling (SIS) [Doucet 2000]: pas de redistribution

Sequential Importance Sampling Resampling (SISR) [Doucet 2000] = filtrage
particulaire

Boostrap filter: redistribution a tous les instants (sans conditions)
Rao-Blacwellisation [Doucet 2000]:
*  Une partie du vecteur d’état est gaussien conditionnellement a ’autre partie

» le particules ne contienne qu’une partie de 1’état

* un filtre de Kalman est associ¢ a chaque particule
Fonction d’importance [Gordon 2002]
*  Optimale (minimise la variance des poids des particules):

= p(x, / Xt > Vi)
. Prior
7 prior = = p(x; /x(l)

*  Vraisemblance

ﬂ-vmiss = p(yk /'xk)
73



Cnam

Variantes et optimisations (2)

Ordre des étapes

*  ex: possibilité de combiner a la fois la propagation et la redistribution [Cheug
2004])

Variantes des algorithmes de lissage

»  Fixed lag smoothing [Doucet 2000]

»  Fixed interval smoothing [Kitagawa 1987] [Kitagawa 1991]

*  Two filters [Briers 2005]

Algorithmes de redistributions

*  Réduction des complexités [Legland 2003]

*  Reconstruction d’une densité continu¢ a 1’aide de Noyaux [Gordon 2002]
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Support théorique
mise a jour recursive des poids
Si a Pinstant k-1:

()

Xo—sk-1 ~ T (x0—>k—1 / J’1—>k—1)

< ( (i)
(i) i . P\Xo—si- 1/)’0 k- 1)
{xo k1> Wi -

()
”(xo k- 1/YO Sk— 1)

approximation discrete de p(xo ke 1/ Vi 1)
i=1->N

\.

Et si, a I’instant k, les nouveaux supports sont généreés selon:

{x(()l)>k} >N 7Z(x0 e >k) (xk /x(()l)>k 1 V1= >k)7f(x(l) /y1—>k)

0—>k-1

Alors, d’apres le principe de I’échantillonnage selon I’importance
p(x(()i)>k /yl >k)

(@) (1)
{xo ko Wi (x(z) / )
0—>k | Viesk

Comment calculer ces nouveaux poids ?

approximation discréte de p(x0_>k / J’1—>k)

i=1->N
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Support théorique
mise a jour récursive des poids (2)

(i) _ p(x(gi)>k/y1 %)

(x(()l)>k /yl >k)

en utilisant la régle de Bayes:

_ p(B/4,C)p(4/C)
PU/B-C)= 2 b0
p(x0—>k/y1—>k) xo >k/y1 S 193’(

p(x0—>k /y1—>k): p(x0—>k—l/y1—>k_1) p(xk /Xk_l )P(yk /xk)
p(yk /y1—>k—1)
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(i)
w «a

Support théorique
mise a jour récursive des poids (3)

() — p(x(()i)>k /yl >k)

(x(()l)>k /yl >k)

(()l)>k 1/)’1 )\ P(x l)/x(i) )p(yk/x(i))
(xo Sk— 1/)’1 k-1 ( kl)/x(()l)>k 1> Vi- >k)

W0 gt PO X0 P /)
( kl)/x(()l)>k 17y1 >k)
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Suivi aveugle de la qualité du canal radio
modele

Canal deux trajets

ylk1= by [k]s[k]+ b, [K1s[k —1]+ oulk]

— y,: signal recu

— 8 : symboles émis inconnu (alphabet connu du récepteur = BPSK)

— uy : bruit + interférence

— hy,[k] : taps du canal,
* 2 modeles de Jakes indépendants (distribution de Rayleigh, spectre Doppler)
* Doppler=fd.T

Poursuite de la qualité du canal:
ag
g

2
(o}
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
exemple de signal observe

5 GHz, 2 trajets independants, T = 4 micro-seconds, v=50km/h, BPSK
3 T T

I
- observation Yy
combinaisons des 2 trajets (4 possibles)

| | |
0 500 1000 1500 2000 2500 79
instant d'échantillonage (kTe)



Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
modele d’état

Cnam

Définition du vecteur d’état:

Modele d’évolution:

plak+1)/x{k1)=(N,(0, 8),_N,(0,8) N(0,4))
Dynamique:
Modeéle d’observation: hypotheses sur la vitesse de

variation des parametres
On choisit: =0.05 2=0.005

pOIkY/ k)= po1k].(sp.5,,)/ dK])

Sk Sk

o2 Iy, ~ 1+ gkl AR |
POIRIAIR) = =25 [ex;Jl— 20 | T

I{ Iy, ~ (- Ak +hz[k]1} J{ yk(fa[k]fa[kmz”
+expy— expl—
2.0°[k] 2.0°[k] 80




Suivi aveugle de la qualit¢ d’un canal de propagation
initialisation de I’algorithme

Cnam

A D’instant k=0:

Initialisation des supports (Gaussienne):

ho(i) [0] N (0 1) N: nombre de particules=50
0 0 A7 Fonction d’importance « prior »
1 1
Xo hl [0] ~ ]V;(O,l) S: seuil de redistribution=N/10

a10]) | Mo

Initialisation des poids:
w[0]=1/N
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§ Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
5 algorithme (1)

A la réception de la mesure vk:

1.  propagation des supports:

X[k =x"k =11+ (BN,(01) AN, (0,1) AN(O,L)) x?y = (6, x 1K)

2. mise a jour des poids:

w,)[k]-w[ku.o.zs[m{ yk(h"’[k]+fé"[k]]2}+ {yk {m-no)] }m{ yk(fé”[k]#é”[k]]z}ex p{yk ~hop-now) |

22 k] 2o 2l pf 2l pif 2omf |

Normalisation:
S=S WOkl for i=1->n: wk]=wIk]/S

3. estimation de I’ état:

x[k] Z OTk]xV[k] 82
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4.

Re distribution

Sii———— !

Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
algorithme (2)

< RsTh

> (work1)

i=1

Redistribue chaque particule (i) de telle sorte que:

(i),new __ __.(j) ()
p(xo sk — Xo- >k) w k]

Mise a jour des poids (1):

(i),new

1
w, =—
N
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Suivi aveugle de la qualit¢ d’un canal de propagation

Cnam

fd.T=0.002 - 50 particles: supports & weights evolution

0.1 0.1 104
—MN . o
=0: = 0.05 0.05 1 005
oMY e f1rrT 1
3 0 0.5 1
S|gma(i)[0]
0.1 0.1
o
=8
k=100: = 005 0.05
0 - - . ‘
0 2 3 1 2 3 0 0.5 1
hi1100] h{[100] sigma®[100]
0.1 0.1
o
— . =8
k=1000: &7 o.05 0.05
0 0 :
2 3 0 1 0.5 1

h{11000] h{[1000] sigma®[1000] %4
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Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation

performances
2 taps channel and noise tracking - fd. T=0.002 - 50 particles
2 T T T T I I I T T T
true channel taps i 4
'
8L | eescess pf 50 particles estimation foo
1 Jd
K " J‘ + 44‘]! ' !l‘l
1L 2 e W ; T o P
b P ol sk M,
\ 4 Ui)f..“...\{'ﬂ'f\J ol ’ \F’ 4 1 .
fo e ) Pt ol e st 2 g
o 4 4 e | s it AT T
0.5 B ] ; ‘- / L_'l'} .'"'.” f l Vlu 4, P T i Jf U\' e
L_: 2% J\«,.“-‘. 7 L, 7 _|4 b C -‘ Lt i o
i A ™ A, A
0 | | | | | | | | 1
0] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
observation time
100 F T T T T T L L L B
1 true noise standard deviation| ]
II —— — - pf 50 particles estimation ]
.d.‘v'fhw'\.\_u, AN . % T R T P
Kl 1%, ey : o, Ty, ot ot I¥ Ve
10 vﬁ"ﬁl g \'1-‘. 4 o ‘\I_l IM L ’ ]
i ]
ki ]
10'2 ! ! 1 ! ! ! ! ! !
0] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 85

observation time
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channel taps module

Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performances (2)

channel taps module tracking - fd.T=0.002

ok : ]
—— {rUe channel taps module : 4 :
G i, | R pf 50 particules ) .
mb alpha=0.99 Y <
1.4 g

i' ) 4 - 4
. “. L AR [ \"‘le
.:‘ . ll r_
n UK 1y
5 :.:"- - % _
| | L | | | | bl | j i
3500 3600 3700 3800 3900 4000 4100 4200 4300 4400 4500 86

sampling time
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Sigma2

Suivi aveugle de la qualité d’un canal de propagation
performances (3)

Sigma2 tracking - fd. T=0.002
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