
                             



                              MOUVEMENT



Objectifs :
 
• Présenter les concepts de base, l’importance et les 
problèmes liés à l’analyse du mouvement ;

• Comprendre les notions de champs de mouvement et de 
flot optique ainsi que leurs liens;

• Connaître l’équation d’invariance de la luminance;

• Savoir implémenter des méthodes de  calcul de flot 
optique.



https://www.01net.com/actualites/canon-a-developpe-un-capteur-pour
-les-voitures-autonomes-qui-voit-en-couleur-de-nuit-2052272.html
 

https://www.01net.com/actualites/canon-a-developpe-un-capteur-pour-les-voitures-autonomes-qui-voit-en-couleur-de-nuit-2052272.html
https://www.01net.com/actualites/canon-a-developpe-un-capteur-pour-les-voitures-autonomes-qui-voit-en-couleur-de-nuit-2052272.html


Introduction

Nous allons à présent nous occuper de l’information visuelle 
que l’on peut extraire à partir des changements spatio-
temporels survenant dans une séquence d’images.

Séquence d’images
Une séquence d’images est une série de N images, ou 
frames, acquises à des instants du temps discret tk=t0+kt, où 
t  est un intervalle de temps fixe, et k=0, 1, …, N-1.

Remarque : nécessité d’un “frame grabber” capable de stocker des frames 

à des taux rapides. (“Frame rate” : t =1/24s et “field rate” : t =1/30s). Il 
vous appartient de définir le t utile à votre problème et représentatif en 
terme d’échantillonnage temporel de la réalité des mouvements continus 
dans votre séquence. Persistence rétinienne : 1/12s -> illusion vidéo ?





Importance du mouvement visuel
1. Le mouvement apparent d’objets sur le plan image est un 

indice visuel important pour comprendre la structure et le 
mouvement 3D dans une scène : 

Structure 3D à partir du mouvement 2D …

Ou forme ….
AnimatedPointSet
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Importance du mouvement visuel
• Les systèmes biologiques utilisent le mouvement visuel 

pour inférer des informations sur le monde 3D avec peu de 
connaissance a priori sur celui-ci 

http://nivea.psycho.univ-paris5.fr/FeelingSupplements/BlindSpotFillingInExperiments.htm 

https://www.verywellmind.com/why-do-you-have-a-blind-spot-2794880 

http://nivea.psycho.univ-paris5.fr/FeelingSupplements/BlindSpotFillingInExperiments.htm
https://www.verywellmind.com/why-do-you-have-a-blind-spot-2794880


Détection de changement

Qu'est-ce qu'on peut inférer à partir du mouvement ?



Analyse par Flot optique



Tracking



Model-based tracking



Structure From Motion



Time-to-Impact
Il est possible de calculer le temps, , nécessaire à la barre 
pour atteindre la caméra seulement à partir d’informations 
images. C’est-à-dire sans connaître la taille réelle de la 
barre ou sa vélocité dans l’espace 3D.
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L,V, f et D0 sont inconnus mais on peut écrire : τ=
D
V

La taille apparente de la barre l(t) à l’instant t sur le plan 
image s’écrit :

l ( t )=f
L
D

d'où l' ( t )=
dl ( t )
dt

=−f
L
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dD
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LV
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d'où τ=
l ( t )
l' ( t )



Quelles informations extraire ?



Ce qui se traduit en terme de traitement d’images …

RECONSTRUCTION 3D



Les 2 Problématiques Informatiques

1. Le problème de la mise en correspondances complexe 
(ou recalage) : 
Quels éléments d’une trame correspondent à quels éléments 
de la trame suivante de la séquence ?

On empruntera deux voies possibles :

• Les méthodes différentielles : en sortie, on obtiendra des 
mesures denses, cad, calculées en chaque pixel image. 
Elles utilisent des dérivées temporelles du signal et donc 

nécessitent des séquences finement échantillonnées.

• Les méthodes de Matching : en sortie, on obtiendra des 
mesures éparses, cad, calculées seulement en un sous-

ensemble des pixels images -> Filtrage de Kalman

https://fr.wikipedia.org/wiki/RANSAC 
https://image-matching-workshop.github.io

https://fr.wikipedia.org/wiki/Recalage_d%27images 

https://fr.wikipedia.org/wiki/RANSAC
https://image-matching-workshop.github.io/
https://fr.wikipedia.org/wiki/Recalage_d%27images


• Motion: N frames

baselinebaseline

timetime

• Stereo: Two or more frames

Différence principale entre Mouvement et Stéréo :

Comme les séquences d’image sont généralement 
échantillonnées temporellement à des taux élevés, les 

différences spatiales (disparités) entre trames consécutives sont, 
en moyenne, plus petites que celles de paires stéréo typiques.



Du coup, 

• Grâce aux nombreuses trames échantillonées de façon 
proche disponibles pour l’analyse d’image :

-> les méthodes utilisant des primitives peuvent être plus 
efficaces grâce aux techniques dites de suivi ou tracking, 
qui exploitent l’historique du mouvement des primitives 
pour prédire les disparités dans la trame suivante.



•Grâce aux différences spatio-temporelles généralement 
petites entre trames consécutives  :

-> le problème de correspondance devient le problème de 
l’estimation du mouvement apparent de motifs lumineux de 
l’image, que l’on appelle généralement le flot optique.



Un parallèle intéressant :
La vision stéréoscopique fait référence à la capacité d’inférer 
de l’information sur la structure 3D et les distances 3D d’une 
scène à partir d’au moins deux images optiques prises de 
points de vue différents

T+xl−xr

Z−f
=T

Z

d'où Z=f
T
d

avec d=xr−xl



Le problème de la correspondance

Left Right
Recherche exhaustive ?



Algo CORR_MATCHING
INPUT :  
• Pair of images Il and Ir 

• Let pl and pr be the pixels in images Il and Ir respectively. 2W+1 the size in pixels of the 
correlation window/matrix. R(pl) the search region in image Il corresponding to pl.
• Let (u,v) be a function of two pixel values.

For every pixel pl=[i,j]T in image Il :
• For every displacement d=[d1,d2]TR(pl) compute :

• The flow/displacement of pl is the vector           maximizing c(d) over R(pl) :

OUTPUT : set of displacements for every pixel in Il.

c (d )= ∑
k=−W

W

∑
k'=−W

W

Ψ ( I l( i+k,j+k' ) ,I r ( i+k−d1 ,j+k'−d2))

d̄=[ d̄1 , d̄2 ]T

{c (d )}

C ( x,y,d )=

∑
i,j

[( I 1( x+i,y+j )−I 1( x,y ))−( I 2( x+i+d,y+j )−I 2( x+d,y )) ]2

√∑i,j (I 1( x+i,y+j )−I 1( x,y ))2∗√∑i,j ( I 2( x+i+d,y+j )−I 2( x+d,y ))2

e.g. if only d on x axis (human stereo),
normalized cross-correlation



Block-Matching principle between 2 images I(t) and I(t+1), or I
left

 and I
right

 (stereo) 

Or any pair of image I
1
 and I

2
 (registration in general or indexation)



MPEG Compression







Les 2 Problématiques Informatiques

2. Le problème de la reconstruction : 
Etant donné un certain nombre d’éléments correspondants, et 
éventuellement la connaissance des paramètres intrinsèques de 
la caméra, que pouvons-nous dire au sujet des mouvement et 
structure 3D de la scène observée ?



Différence principale entre Mouvement et Stéréo :

• Contrairement à la stéréo, dans le mouvement, le 
déplacement relatif 3D entre la caméra d’observation et la 
scène observée n’est pas nécessairement causé par une 

transformation rigide 3D unique.

• La problématique de reconstuction 3D à partir du 
mouvement est plus délicate que dans le cadre 

stéréoscopique car il y a une sensibilité accrue au bruit en 
raison d’une ligne de base entre trames consécutives du 

point de vue stéréo très petite. 

Carte de disparité (à 
droite) contre flot 
optique (à droite)



Hypothèse forte de ce cours

Il y a seulement un mouvement rigide relatif entre la caméra 
et la scène observée, et les conditions d’illuminations ne 
changent pas dans le temps.

Remarque : ceci implique que les objets 3D observés ne peuvent bouger 
avec des mouvements différents. Si cela est vraisemblable dans le cas 
d’un bâtiment observé par un passant se promenant, cette hypothèse est 
régulièrement violée :
• Matches de foot;
• Traffic routier ou urbain;
• Objets déformables comme les vêtements ou la danse. 



Du coup, si la caméra observe plus d’un objet mobile, ou 
que simplement vous ne pouvez pas faire l’hypothèse d’une 
caméra se déplaçant dans un environnement statique, un 
troisième sous-problème doit être envisagé :

La 3ème problématique informatique

3. Le problème de la segmentation : 

quelles sont les régions du plan image qui correspondent à 
différents objets mobiles ?

Matching 
Problem

Regions of different moving 
objets  : Segmentation 

Problem

?



https://www.youtube.com/watch?v=_1MHGUC_BzQ 

Paris streets

 in the eyes of Tesla Autopilot

https://www.youtube.com/watch?v=dnYFn2HqaA4 

https://www.youtube.com/watch?v=_1MHGUC_BzQ
https://www.youtube.com/watch?v=dnYFn2HqaA4


Le champ de déplacement d'objets rigides

Objectifs :
 
• Prendre contact avec la théorie et la géométrie du champ 
de mouvement ou de déplacement (motion field);

• Comparer la représentation des disparités dans le 
mouvement ou la stéréo;

• Analyser deux cas spéciaux de déplacement rigide;



Champ de mouvement ou de déplacement
Le champ de mouvement est un champ de vecteurs 2D 
représentant les vélocités des points images, induit par le 
mouvement relatif entre la caméra d'observation et la scène 
observée.

Remarque 1 : ce champ de vitesse peut être vu comme la projection 
d'un champ de vitesse 3D sur le plan image.

Remarque 2 : On travaillera dans cette partie dans le repère caméra, 
supposant la calibration intrinsèque effectuée.
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Notations :
 
Soit P=[X,Y,Z]T un point 3D exprimé dans le référentiel caméra. L'image 
p=[x,y,f]T=[x,y]T de P est donnée par :

p⃗=f
P⃗
Z

Le mouvement relatif entre P et la caméra est décrit par : 

V=−T−ω×P
où T est la composante en translation du mouvement et  la vélocité 
angulaire de la caméra par rapport à la scène.

Remarque :  T représente un vecteur vélocité, pour une fois, et pas un 
vecteur déplacement comme d'habitude. De plus, comme le 
mouvement est rigide, T et  sont les mêmes pour tous les points de 
l'objet.



Notations :
 
L'équation précédente s'écrit aussi en 3D :

V x=−T x−ω y Z+ωz Y
V y=−T y−ωz X+ωx Z
V z=−T z−ωx Y+ω y X



Les équations de base du Champ de Mouvement
Le champ de mouvement v est donné par : 

Soit en 2D :

v⃗ =f
Z V⃗−V z P⃗

Z2

v x=
T z x−T x f

Z
−ω y f+ωz y+

ωx xy

f
−

ω y x2

f

v y=
T z y−T y f

Z
+ωx f−ωz x−

ω y xy

f
+

ωx y2

f



Ce champ de mouvement est la somme de deux 
composantes, l'une uniquement translationnelle vT et l'autre 
uniquement rotationnelle v :

Soit :

et

v⃗= v⃗T+ v⃗ω

v
xT=

T z x−T x f

Z

v
yT=

T z y−T y f

Z

v
xω=−ω y f+ωz y+

ωx xy

f
−

ω y x2

f

v
yω =ωx f−ωz x−

ω y xy

f
+

ωx y2

f



D'où :

• v=[vx,vy,0]T=[vx,vy]T

• La partie du champ de mouvement qui dépend de la vélocité 
angulaire ne porte pas d'information de profondeur : les 
valeurs Z et  sont découplées.

Remarque : si la mise en correspondance reste un enjeu 
majeur en stéréo et en mouvement, les déplacements de 

points sont représentés par des cartes de disparité pour la 
stéréo et par des champs de mouvement plus complexe pour 

le mouvement. 



Carte de disparité stéréo vs. Champ de mouvement

Les déplacements spatiaux de points correspondants entre 
images d'une paire stéréo (formant la carte de disparité 

stéréo) sont finis, et, en principe, non contraints.

Les déplacements spatiaux de points correspondants entre 
trames consécutives d'une séquence dynamique (formant le 

champ de mouvement) sont des approximations discrètes de 
dérivées temporelles, et doivent donc être relativement faibles.

Le champ de mouvement coïncide avec la carte de disparité 
stéréo seulement si les différences spatiales et temporelles 

entre trames consécutives sont suffisamment faibles. 



Le cas particulier de la Translation Pure V=-T.

Le champ de mouvement correspondant possède une 
structure spatiale particulière. 

Comme =0 :
v x=

T z x−T x f

Z

v y=
T z y−T y f

Z
On considère le cas particulier où Tz 0. On introduit alors 
le point p0=[x0,y0]T défini par :

x0=
fT x

T z

y0=
fT y

T z

alors v x=( x−x0 )
T z

Z

v y=( y− y0 )
T z

Z



Le cas particulier de la Translation Pure V=-T.

Le champ est donc radial : les vecteurs irradiant d'une origine 
commune p0 qui est donc le point de fuite de la direction de 

translation.

Donc, 
• si Tz<0, Vz>0 et le point s'éloigne de la caméra. Le champ de 

vecteurs pointent vers p0 qui est appelé le focus de 
contraction.

• si Tz>0, Vz<0 et le point se rapproche de la caméra. Le 
champ de vecteurs pointent à partir de p0 qui est appelé le 

focus d'expansion.
• et 

‖v ( p )‖=
‖T z‖

Z
‖p−p0‖



Le cas particulier de la Translation Pure V=-T.

• si Tz=0, 

et tous les vecteurs du champ de mouvement sont parallèles 
avec 



L'objet et la caméra s'éloignent L'objet et la caméra se rapprochent

L'objet et la caméra restent à distance constante





Le cas particulier de la Translation Pure V=-T.

• Si Tz0, le champ de mouvement est radial, et tous les 
vecteurs pointent vers (ou à partir de) un seul point, p0. Si 

Tz=0, le champ de mouvement est parallèle.

• La longueur des vecteurs du champ de mouvement est 

inversement proportionnel à la profondeur Z; Si Tz0, elle 
est aussi proportionnel à la distance entre p et p0;

• p0 est le point de fuite de la direction de translation.

• p0 est aussi le point d'intersection du rayon optique 
parallèle à la direction de translation avec le plan image. 



Le cas particulier du plan mobile

Penser à un environnement construit par l'homme.
On suppose que la caméra observe une surface plane, , 

d'équation : 
n⃗T P⃗ =d

où n=[nx,ny,nz]T est le vecteur unité normal à , et d la 

distance entre l'origine et .
Le plan se déplace avec une vitesse translationnelle –T et 
une vitesse angulaire -, si bien que n et d dépendent du 
temps. On a :

nx x+n y y+nz f

f
Z=d



Le cas particulier du plan mobile

En remplaçant Z dans les équations  de base du champ de mouvement : 



Le champ de mouvement d'une surface plane mobile, à 
tout instant t, est un polynôme quadratique en les 
coordonnées (x,y,f) des points images.

Symétrie des coefficients -> ai inchangés si

d'=d
n'=T‖T‖
T'=‖T‖n
ω'=ω+n×T /d

En général, le même champ de mouvement peut être 
produit par deux plans différents avec deux mouvements 
3D différents ! -> Indétermination pour le problème inverse !



2 conclusions importantes :

• Puisque le champ de mouvement d'une surface plane 
est décrite exactement et globalement par un polynôme 
du second degré, le champ de mouvement de toute 
surface lisse est approximable par un polynôme de bas 
ordre même sur de larges régions du plan image. Et donc, 
en général, des modèles paramétriques très simples 
permettent une estimation assez précise du champ de 
mouvement.
• Comme les algos recouvrant le mouvement et la 
structure 3D ne peuvent utiliser des points coplanaires 
(indétermination), les mesures devront être effectuées en 
de nombreux différents emplacement du plan image pour 
minimiser la proba d'examiner des points se trouvant 
proche d'une surface plane. 



Modèle affine
local de mouvement



Représentation des normes des vecteurs vitesses et du flot optique évalués par appariement à 
partir d’images en niveaux de gris à gauche, à partir d’images en couleurs à droite

https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/
CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt
 

https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt
https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt


Le plan mobile : propriétés du champ de mouvement

1. Le champ de mouvement d'une surface plane est, à tout instant, un polynôme 
quadratique en les coordonnées images.

2. En raison de la symétrie particulière des coefficients polynomiaux, le même 
champ de mouvement peut être produit par deux surfaces planes différentes 

avec deux mouvements 3D distincts.

3. En général, on normalise les coordonnées x et y dans [0,1] du coup les termes 
d’ordres supérieurs peuvent être négligées et en général on peut simplifer tout 

mouvement de petits patches comme affine

https://fr.wikipedia.org/wiki/Champ_de_vecteurs 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Champ_de_vecteurs


On a vu comment, on pouvait déduire la forme du champ de 
déplacement 2D si on connaît le champ de vitesses 3D et les 
paramètres caméra.

On suppose donc que  la connaissance de champ 2D nous 
donnera des indications sur les mouvements réels 3D  et sur 
les structures 3D présentes dans la scène.

La question qui vient naturellement est : comment estimer ce 
champ déplacements 2D ? 

La notion de flot optique apportera un élément de réponse.



La notion de Flot Optique

Nous allons bientôt essayer de voir comment estimer le 
champ de mouvement à partir d’une séquence d’images 

Pour nous une séquence d’images signifie un ensemble 
de variations spatio-temporelles de la luminosité d’une 
image.

Donc, il faut trouver le lien physique entre les variations 
lumineuses et le champ de mouvement.

1ère Hypothèse de cette partie : de petits mouvements

La luminosité image est continue et différentiable autant de fois 
que nécessaire à la fois dans l’espace et dans le temps.



Calcul du flot optique : limites et contraintes (brightness constancy)

() On suppose que l’observation d’une variation d’intensité dans l’image traduit 
nécessairement l’existence d’un mouvement dans la scène. Cela correspond à une 
hypothèse d’éclairement constant sur la scène.

() On suppose qu’un mouvement induit un déplacement d’intensité dans l’image. 
Pour pouvoir utiliser la variation d’intensité dans l’image pour retrouver le 
mouvement apparent de l’objet dans la scène, on doit donc supposer que la lumière 
réfléchie par un point de la scène reste constante indépendamment du mouvement 
relatif scène/caméra. L’hypothèse sous-jacente est que les objets sont à surface 
lambertienne :

Donc, un mouvement induit un déplacement spatial d’une région d’intensité lumineuse 
dans l’image sans modification d’intensité dans cette région. 



Comment estimer le mouvement d’un pixel  entre l’image H et 
l’image E (par exemple H(x,y)=I(x,y,t) et E(x,y)=I(x,y,t+dt)) ?

Donc si ,

selon les hypothèse précédentes, cela revient 
résoudre le problème de la m.e.c. pixellique :

• Étant donné un pixel dans l’image H, chercher des pixels 
voisins de la même couleur dans l’image E

C’est ce qu’on appelle le problème du flot optique

E(x,y)

Δx
Δt

,
Δy
Δt
⇔

ΔI ( x,y )
Δt

H(x,y)



–Illumination constante :

–Des petits mouvements :  u=x et v=y valent 
moins que  1 pixel : prenons alors le 
développement en série de Taylor d’ordre 1 de E :

Calcul du flot optique : limites et contraintes (brightness constancy)

E(x,y)

0=E ( x+u,y+v )−H ( x,y )

E ( x+Δx,y+Δy )=E ( x,y )+∂E
∂ x

Δx+
∂E
∂ y

Δy+ termes d'ordres supérieurs

E ( x+Δx,y+Δy )≈E ( x,y )+∂E
∂ x

Δx+
∂E
∂ y

Δy

H(x,y)



En combinant les deux équations :

0=E ( x+Δx,y+Δy )−H ( x,y )

0≈E ( x,y )+Ex Δx+E y Δy−H ( x,y )  avec Ex=
∂E
∂ x

0≈(E ( x,y )−H ( x,y ))+Ex Δx+E y Δy
0≈ΔE+Ex Δx+E y Δy

0≈ΔE+ ∇⃗ E⋅[ Δx Δy ]

0≈ΔE
Δt

+∇⃗ E⋅[Δx
Δt

Δy
Δt ]



A la limite, quand x et y tendent vers 0, cela s’écrit 
différentiellement :

Et+∇⃗ E⋅[ dx
dt

dy
dt ]=0

Cela se traduit par l’équation fondamentale suivante 
décrivant la luminosité image E :

dE ( x,y,t )
dt

=0



C’est la traduction sous forme d’équation de l’expérience 
commune selon laquelle dans la plupart des circonstances, la 
luminosité apparente d’objets mobiles reste constante. 

x et y variant dans le temps :

dE ( x ( t ) ,y ( t ) ,t )
dt

=∂E
∂ x

dx
dt
+∂E
∂ y

dy
dt
+∂E
∂ t

=0



SoitSoit
(Frame spatial gradient)(Frame spatial gradient)

(optical flow)(optical flow)

etet (derivative across frames)(derivative across frames)



Rappels :

Dérivée du premier ordre d’une fonction de deux variables f(x,y)

= Vecteur Gradient en P(x,y)

∇ P f ( x,y )=[ ∂ f
∂ x
∂ f
∂ y

]
= Vecteur normal à la courbe de niveau 
f(x,y) = f(xP,yP)=cste, 

Orientation du gradient : 

 
Orientation du contour :

ϕ=Arc tan ( ∂ f
∂ y

/ ∂ f
∂ x )

θ=
π
2

+ϕ

n⃗

P(x,y)

∇ P f ( x,y )


n⃗



L’équation de Conservation de l’Illumination - 
Brigthness Constancy

Etant donnée la luminosité image E(x,y,t) et le champ de 
mouvement v, on a :

où Et désigne la dérivée partielle par rapport au temps.

(∇ E )T v+Et=0

Comment estimer le champ de mouvement v à partir de 
cette équation ?

Sous l’hypothèse de petits mouvements, E et Et sont 
accessibles par la mesure, donc v n’est pas loin. Qu’en 
est-il précisément ?



Le problème de l’ouverture

La composante du champ de mouvement dans la direction 
orthogonale au gradient spatial de l’image n’est pas 
contrainte par l’équation de conservation de l’illumination.

(∇ E )T v
‖∇ E‖

=−
Et

‖∇ E‖
=vn

Peut-on estimer le champ de mouvement v total à partir de 
cette équation ?

Donc, seule la composante normale vn de v dans la direction 
du gradient spatial peut être estimée à partir de cette 
équation : 



vvxx

vvyy

  EE

-E-Ett/|/|E|E|

Géometriquement,

Pour pouvoir mesurer E, cela implique qu’on observe de 
petits mouvements et donc qu’on porte une contrainte sur v 
dans une petite fenêtre d’analyse.

∂E
∂ x

→
ΔE
Δx



Le problème de l’ouverture

The Image Brightness Constancy Assumption only The Image Brightness Constancy Assumption only 
provides the OF component in the direction of the provides the OF component in the direction of the 
spatial image gradientspatial image gradient



Le parallèle entre l’illustration visuelle précédente et l’équation 
de conservation de l’illumination n’est pas parfait. 

En effet, cette équation relie le gradient image et le champ de 
mouvement en un même point image, établissant une 
contrainte sur un support spatial infiniment petit, tandis que  la 
figure précédente fait le lien sur un support petit mais fini.

Donc, une stratégie possible pour résoudre le problème 
d’ouverture est d’examiner les variations spatio-temporelles de 
l’illumination sur un voisinage de chaque point

-> Solution manifestement adoptée par le système visuel 
humain.



Moyenne

Un autre problème se pose …



Validité de l’équation de conservation : flot optique

A quel point l’estimée de vn à partir de l’équation de 
conservation est-elle correcte ?

Si on se restreint à une surface lambertienne illuminée par 
une source lumineuse ponctuelle située à l’infini, on peut 
écrire l’illumination image sous la forme :

E=ρ I⃗ T . n⃗

SURFACE

SOURCE LUMINEUSE p

P

O
n

I



En effet,  
d ( ρ I⃗ T . n⃗ )

dt
=ρ I⃗ T .

d n⃗
dt

=ρ I⃗ T .( ω⃗×n⃗ )

Donc (∇ E )T v+Et =ρ I⃗ T .( ω⃗×n⃗ )

Par conséquent, la différence v entre la vraie valeur de v’n 
après modélisation radiométrique et celle estimée grâce à 
l’équation de conservation vn peut s’écrire :

|Δv|=ρ
|I⃗ T .( ω⃗×n⃗ )|
‖∇ E‖

Le problème est que la vitesse rotationnelle d’un objet 3D vient contredire 
l’hypothèse d’illumination constante (un déplacement d’un point dans l’image 
ne doit pas modifier sa luminosité) :



Validité de l’équation de conservation : flot optique
En conséquence, l’équation de conservation de la luminosité 
fournit la véritable valeur de la composante normale vn du 
champ de mouvement  (v =0 pour tout type de surface) 
seulement pour :

• Des mouvements purement translationnels;
• Tout mouvement rigide pour lequel I et  sont parallèles.

De plus Δv↑ pour ‖∇ E‖↓
Enfin,  v est rarement nul, et le mouvement apparent de la 
luminosité image est presque toujours différent du champ de 
mouvement. Pour cette raison, et pour éviter toute confusion, 
on appelle le mouvement apparent un flot optique, et on fait 
référence aux techniques d’estimation du champ de 
mouvement à partir de l’équation de conservation de 
l’illumination comme les techniques de flot optique.   



Flot Optique

Le flot optique est un champ de mouvement satisfaisant la 
contrainte de conservation de l’illumination :

et pouvant être défini comme le mouvement apparent des 
motifs lumineux image.

Remarque 1 : le flot optique est différent du champ de déplacement 
projeté 3D-> 2D mais en est une approximation

Remarque 2 : si les mouvements sont suffisamment petits, on peut 
estimer la composante normale vn de ce flot optique. 



Flot Optique et Champ de Mouvement

Le flot optique est l’approximation du champ de mouvement 
calculée à partir d’une séquence d’images temporelle. Sous 
les hypothèses simplificatrices suivantes :

• surfaces lambertiennes,

• source lumineuse ponctuelle à l’infini,

l’erreur liée à cette approximation est 

•Faible en les points présentant un fort gradient spatial

•Nulle seulement pour les mouvements de translation ou 
les mouvements rigides telles que la direction de 
l’illumination est parallèle à la vélocité angulaire.



Estimation du champ de Mouvement

Nous allons maintenant essayer de voir comment 
estimer le champ de mouvement à partir d’une 
séquence d’images 

Les techniques algorithmiques disponibles 
peuvent être grossièrement divisés en deux 
catégories : 

– Techniques de mises en correspondance 
dense dites  techniques différentielles :

-> méthodes de calcul du flot optique

– Techniques de mises en correspondances 
éparses dites techniques de matching :

-> méthodes de tracking

Vrai flot 
optique

Méthodes qui peuvent 
s’affranchir de 
l’hypothèse de 

“brigthness constancy car 
on utilisera des 

contraintes géométriques 



Nous allons exposer une première méthode utilisant l’estimation 
locale aux Moindres Carrés des paramètres du flot optique

Techniques Différentielles : calcul du Flot Optique 
Direct par Moindre Carrés

Hypothèses et contraintes
 L’équation de conservation de la luminosité image fournit 

une bonne approximation de la composante normale du 
champ de mouvement;

• Le champ de mouvement est bien approximé par un 
vecteur mouvement constant à l’intérieur d’un tout petit 
patch du plan image.  (cf. approximation de champ de 
mouvement lisse pour des plans mobiles)



Pour tout point pi à l’intérieur d’un petit patch Q de taille 
NxN (disons 5x5) on peut écrire : 

(∇ E ( pi ))
T v ( pi )+Et ( pi )=0

et ∀ i, v ( pi )=vQ

d'où ∀ p i ∈Q, (∇ E ( pi ))
T vQ +Et ( pi )=0

Donc à l’ordre 1, (v
x
,v

y
) peut être assimilé à un vecteur constant 

(a
5
f/d,a

8
f/d) localement qui dépend du mouvement générique 

d’un plan mobile



En conséquence, le flot optique peut être estimé sur Q 
comme le vecteur constant v’ minimisant la fonctionnelle  : 

Ψ ( v )= ∑
pi ∈Q

[ (∇ E ( pi ))
T v+Et ( pi )]

2

Classiquement, résoudre ce problème de minimisation aux 
moindres carrés  revient à résoudre le système linéaire 
suivant : 



On résoud ainsi le problème de l’ouverture  en 
extrayant le plus d’équations possibles pour 
un même pixel central à partir d’une fenêtre 
5x5 centrée sur ce pixel. Avec les contraintes 
précédentes, on a 25 équations par pixel. 
Avec [u v]T le vecteur déplacement vQ, on 
peut écrire :

[ Ex ( p1) E y ( p1)
Ex ( p2) E y ( p2)
⋮ ⋮

Ex ( p25 ) E y ( p25 )
][uv ]=−[ Et ( p1)

Et ( p2)
⋮

Et ( p25 )
]



La solution de ce système est donnée par : 

Où v est le flot optique (ou estimée du champ de mouvement) 
au centre du patch Q. 
En répétant cette procédure pour tous les points images, on 
obtient un flot optique dense.

v= ( AT A )−1
AT b

Q

v



  
Algorithme CONSTANT_FLOW

INPUT : Une séquence temporelle de n images E1, E2, …, En. Soit Q une région carrée de 
NxN pixels (disons 5x5)

•  Filtrer chaque image de la séquence avec un filtre Gaussien de déviation standard S 

(disons S = 1,5 pixels) le long de chaque dimension spatiale.
• Filtrer chaque image de la séquence le long de la dimension temporelle avec un filtre 
Gaussien de déviation standard t (disons t = 1,5 frames). Si 2k+1 est la taille du filtre 
temporel, il faut laisser de côté les k premières et dernières images.
• Pour chaque pixel p de chaque image de la séquence :

• Calculer la matrice A et le vecteur b
• Calculer le flot optique v(p) = (ATA)+ATb

OUTPUT :  le flot optique de la séquence d’images



Conclusions sur cette méthode de flot optique

En quels pixels l’algorithme précédent éprouve-t-il des 
difficultés d’estimation ? A chaque fois que ATA est 
singulière :

AT A=( ∑ Ex
2 ∑ Ex E y

∑ Ex E y ∑ E y
2 )

ATA caractérise la structure des niveaux de gris dans le 
patch Q. Ses vecteurs propres codent les directions 
principales des contours et ses valeurs propres la force de 
ces contours. 



La matrice est singulière si au moins une des deux valeurs 
propres est nulle, ce qui correspond aux 2  cas suivants  :
 
1.Tous les gradients spatiaux dans Q sont nuls

1.Tous les gradients spatiaux dans Q sont parallèles



Dans ce cas, le problème de l’ouverture ne peut pas être 
résolu et la seule possibilité est de retenir la solution de 
norme minimale v(p) = (ATA)+Atb en s’aidant de la pseudo 
inverse et de la décomposition SVD. 

Dans ce cas, on estime le flot normal.

Dernière remarque : l’algorithme précédent donne de bons 
résultats car la structure spatiale d’un champ de mouvement 
rigide est bien décrite par un polynôme de bas degré en les 
coordonnées images. Pour cette raison, l’hypothèse de 
conservation locale du champ de mouvement sur de petits 
patches images est raisonnable.
 



Nous allons exposer une deuxième méthode utilisant la résolution 
de l’équation différentielle globale de conservation de 
l’illumination. Nous reprenons la terminologie de l’article princeps.

Techniques Différentielles : calcul du Flot Optique 
Itérative par Equa. Dif. : Horn et Shunck

(∇ f )T [uv ]+f t=0

f x u+f y v+f t=0

Soit la fonction 3D f(x,y,t) représentant la valeur du niveau de 
gris en (x,y) à l’instant t. D’après ce qui précède on a, 

Ce qui s’écrit :

C’est une équation linéaire à deux inconnues (u,v) constituant 
le flot optique car fx, fy et ft sont calculables par des techniques 
de gradient classiques de l’imagerie 2D 



La solution peut se situer n’importe où sur la droite :

v=−
f x

f y

u−
f t

f y

d=
f t

√ f x
2 +f y

2



Cette valeur de d donne la composante du flot optique dans la 
direction du gradient d’intensité :

∇ f ( x,y )
p t⃗ p ?



On ajoute une contrainte : le flot optique doit être lisse ou continu 
:

• On fait donc l’hypothèse que des points voisins sur une 
surface rigide possèdent des vecteurs déplacement 
localement approximativement identiques.

Cela revient à minimiser la fonctionnelle d’erreur suivante : 
E(u(x,y),v(x,y)) pour simplifier :

E ( x,y )=terme d'attache aux données +  contrainte de régularisation

E ( x,y )=( f x u+f y v+f t )
2+  norme sur le gradient de [ u,v ]T

E ( x,y )=( f x u+f y v+f t )
2 +λ(‖∇ u( x,y )‖2+‖∇ v ( x,y )‖2)

E ( x,y )=( f x u+f y v+f t )
2 +λ(ux

2 +u y
2 +v x

2 +v y
2 )

Le paramètre  code la force de la contrainte de lissage imposée.

Technique classique dite de régularisation de problème inverse.
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00379735/file/these_ferreol.pdf 

https://www.ipol.im/pub/art/2012/g-cv/ 

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00379735/file/these_ferreol.pdf
https://www.ipol.im/pub/art/2012/g-cv/


d'où
∂E
2∂u

=( f x u+f y v+f t ) f x +λ(uxx +u yy )=0

∂E
2∂ v

=( f x u+f y v+f t ) f y +λ( v xx +v yy )=0

soit

( f x u+f y v+f t ) f x +λ( Δu )=0

( f x u+f y v+f t ) f y +λ( Δv )=0

or
∂E
∂u

=2( f x u+f y v+f t ) f x+2 λ [( ∂∂u
∂u
∂ x ) ∂u

∂ x
+( ∂∂u

∂u
∂ y ) ∂u

∂ y ]=0



Classiquement, en utilisant les masques de convolution 
linéaire, on peut calculer le laplacien d’une fonction par la 
formule suivante :

Δ2 u=u−umoyen

où umoyen est la moyenne de la composante u du flot optique 
pris parmi les 4  voisins du pixel. Soit

h=[ 0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0 ]

( f x u+f y v+f t ) f x +λ(u−umoyen )=0

( f x u+f y v+f t ) f y +λ( v−vmoyen )=0



On peut ainsi calculer (u,v) de façon itérative avec 
les équation :

u=umoyen−f x

f x umoyen +f y vmoyen +f t

λ+f
x2 +f

y2

=umoyen−f x
P
D

v=vmoyen−f y
P
D



  
Algorithme HORN_FLOW

INPUT : Une séquence temporelle de n images f1, f2, …, fn. 

•Filtrer chaque image de la séquence avec un filtre de Dérivation le long de chaque 
dimension spatiale.
• Filtrer chaque image de la séquence le long de la dimension temporelle avec un filtre de 
Dérivation. 
1.Initiatlisation : Pour chaque pixel p de chaque image de la séquence :

• k=0
• Initialise uk et vk à zéro

2.Pour chaque pixel p de chaque image de la séquence :
• Jusqu’à ce qu’une mesure d’erreur soit satisfaite, faire :

OUTPUT :  le flot optique de la séquence d’images

uk =umoyen
k−1 −f x

Pk−1

D

vk =vmoyen
k−1 −f y

Pk−1

D



Interprétation Intuitive du Schéma Itératif

u

v (fx,fy)

Constraint 
line

(u,v)

( ū , v̄ )

La nouvelle valeur de (u,v) en un point (x,y) est égale à la 
moyenne des valeurs voisines moins un ajustement dans la 
direction du gradient d’intensité





Schunk propose d’ajouter d’autres contraintes géométriques à 
celle utilisée précédemment . 
Le niveau de gris en un pixel donne une contrainte, à savoir 
que le flot optique peut se trouver n’importe où sur la droite 
déterminée par les dérivées spatiales et temporelles.
Si on utilise un pixel avoisinant, la même contrainte appliquée 
à ce pixel fournit une nouvelle droite de contrainte.
Le flot optique est ainsi l’intersection de ces deux droites de 
contrainte. 
On ne peut pas privilégier un voisin, on considère donc les 8 
contraintes générées par les 8 pixel du voisiange 3x3 en 8 
connexité.

w

z

Faisceau de 
droites de 
contraintes



Bien sûr, ces droites ne sont pas exactement concourantes, 
même si leurs points d’intersection se regroupent dans une 
région étroite.
 Il s’agit d’estimer le meilleur point d’intersection.

Passons en coordonnées polaires (, ):

d=ρ cos(α−β )

avec d=
f t

√ f x
2 +f y

2
et α=arctan

f y

f x

 est la vitesse et  la direction du flot optique



2 points 1 et 2 fournissent les 2 équations de flot optique 
suivante :

d1=ρ cos(α1−β )
d2=ρ cos(α2−β )

AB=
d2−d1 cos(α2−α1)
sin (α2−α1)



De façon similaire, les intersections avec les droites 
correspondant aux points 3, 4, …, 9 peuvent être calculées.

Ces intersections sont sensés se regrouper autour d’un point 
central.
Si l’on désigne par ce point central, alors le flot optique est 
donné par :

ρ=√d
12+b̂2

β=α1+arctan (b̂d1
)

b̂



Représentation des normes des vecteurs vitesses et du flot optique évalués par 
appariement à partir d’images en niveaux de gris à gauche, à partir d’images en 

couleurs à droite



 
Estimation 
du flot 
optique 

Estimation des 
paramètres d’un 
modèle de mouvement 
affine sur des régions 
carrées [WA94] 

Classification par C
moyennes floues sur 
les paramètres de 
mouvement 

Représentation 
des classes dans 
l’espace de 
l’image 

image initiale image segmentée

{u( x,y )=ax0 +axx x+axy y }
{v ( x,y )=a y0 +a yy x+a yx y } 6 paramètres par pixel

Si paramètre affine de mouvement



 

image initiale segmentation par classification sur 
les composantes de la vitesse

Voir wang1.pdf et wang2.pdf dans CoursComplements.

https://www.youtube.com/watch?v=v6cGD2iE548 

https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/
CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt
 

https://www.youtube.com/watch?v=v6cGD2iE548
https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt
https://helios2.mi.parisdescartes.fr/~lomn/Cours/CV/SeqVideo/CoursComplements/Recherche/Stage2002SegmMouvement.ppt


• “Performance of Optical Flow Techniques”, J. Barron et al., IJCV, vol. 12, pp. 
43-77, 1994

• “Determining Optical Flow”, Horn et Schunck, AI, vol.17, pp. 185-203, 1981
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https://www.youtube.com/watch?v=Q5itLKscYTA&t=712s 

https://www.youtube.com/watch?v=Q5itLKscYTA&t=712s
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