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Avant-propos

Motivations du data mining

Le developpement des moyens informatiques de stockage (bases dedpande calcul per-
met le traitement et I'analyse d’ensembles de d@stés volumineux. Plusscemment, le per-
fectionnement des interfaces offrent aux utilisateurs, statisticiens ou non, des pésdilgilinise
en ceuvre &s simples des outils logiciels. Ceéteolution, ainsi que la popularisation de nouvelles
méthodes algorithmiquesgseaux de neurones) et outils graphiques, conduigaaldppement
eta la commercialisation de logiciels égrant un sous-ensemble détlodes statistiques et al-
gorithmiques sous la terminologie @ata Mining: la prospection odouille de donies Cette
approche, issue du marketingésali€ dans la gestion de la relation client (GRE€lignt rela-
tion managemerau CRM) trouveégalement desaveloppements et applications industrielles en
contdle de qualié ou néme dans certaines disciplines scientifiques kbrs que les irnieurs
et chercheurs sont confr@#ta un volume de dorées important. Besse et col. (2001¢gente
une introduction étaillee de cette @mnarche et des relations gu’elle entretien avec les disciplines
traditionnelles Statistique et Informatique. L'accroche publicitaire souvere pir legditeurs de
logiciels (SAS) est :

Comment trouver un diamant dans un tas de charbon sans se salir les mains.

Nous proposons évaluer et d’exprimenter la galitt de cette annonce qui s'adressen marck

en pleine expansion. Les entreprises sont en etfstrtrotivees pour tirer parti et amortir, par une
aidea la cecision quantite, les cats de stockage des teras octets que leur service informatique
s’emploiea administrer.

Le contexte informationnel de la fouille de ddres est celui dedata wharehousedJn en-
trepdt de donies, dont la mise en place est aésuar un gestionnaire de daes (data manager)
est un ensemble de bases relationnelles extraites deg¢embrutes de I'entreprise et relatives
une probématique :

e gestion des stocks (flux tendu), des ventes d’un groupe afirédeipet anticiper au mieux

les tendances du mareh

e suivi des fichiers clients d’'une banque, d’'une assurance, aéssbales donees socio-

economiques (INSEER 'annuaire, en vue de la constitution d'une segmentation (typo-
logie) pour cibler des @grations de marketing ou des attributions deddr Lagestion de

la relation clientvise a une individualisation ou personnalisation de la production et de la
communication afin évacuer la notion delient moyen

e recherche, gcification puis ciblage deichesde marck les plus profitables (banque) ou

au contraire les plus risges (assurance) ;

e suivi en ligne des paragtres de production (tracabéixen contdle de qualié pour dtecter

au plus vite l'origine d’une dfaillance ;
e prospection textuellegxt mining et veille technologique ;
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e web mininget comportement des internautes;;
e ...
Cet environnement se caradse par

e une informatique &terogene faisant intervenir des sites distants (Unix, Dos, NT, VM. ..)
a travers le &seau de I'entreprise (intranet) oleme des aces exérieurs (internet). Des
contraintes d’efficact, de fiabili€ ou de écurie conduisend répartir, stocker I'information
a la source pldt qu'a la dupliquer sygmatiquement oa la centraliser.

e Lincompatibilité logique des informations obsées sur deschantillons diférents ne grsentant
pas les rBmes strates, lesémes codifications.

e Des volumes et flux congadables de dorées issues de saisies auton&diset chiffes en
tera-octets.

e La nécessit de ne pas exclur priori un traitemenexhaustifdes donges afin de ne pas
laisseréchappera travers le crible d'usondagedes groupes de faibles effectifs maifort
impactéconomique.

Stratégie dudata mining

Dans tout ce qui suit, nous disposons d’'un ensemble d’observations. Lesdatiagtes ou
variablesX = (X!, ..., XP) dites explicatives oréte obserees sur un ensemble deobjets, in-
dividus ou uniés statistiques. Un premier travail, souvent fastidieux mais incontournable, consiste
a mener une exploration statistique de ces éesn allure des distributions,gsence de do@es
atypiques, co@lations et coérence, transformatior@/entuelles des doées, description multi-
dimensionnelle, classification. C’est I'objet de la prerei partie de ce document. La dekmie
partie cecrit les outils de moglisation statistique ou encore d’apprentissage utilisables pour la
prédiction d’une variableible Y par les variables explicatives’.

L'enchdanement de ceétapes (exploration puis apprentissage) constitue le fondement de la
fouille de dones.

Pour comprendre la structure et bien a@dpnder le contenu de ce cours, il est important
d’integrer rapidement ce qu’est la sérgiea mettre en ceuvre pour aboutir au Epprentissage
ou encore au bomoctle piedictifrecherci a partir des donees obser@es.

Attention il faut bien noter que, contrairemeatune @marche statistique traditionnelle dans
laguelle I'observation des doaas est irigieea la methodologie (plannification de I'edgpience),
les doniees sont icpréalablesa I'analyse. Manmoins il est clair que lesgwccupations éesa
leur analyse eh son objectif doivent intervenir le plus en amont possible pour s'assurer quelgues
chances de sues.

Lesétapes de la fouille de doass :

i. Extraction des dores avec ou sarechantillonnage faisanéférencea des techniques de
sondage applicges ou applicableg des bases de dores.

ii. Exploration des dorées pour la étection de valeurs aberrantes ou seulement atypiques,
d’incohérences, pour &tude des distributions des structures deélation, recherche de
typologies, pour des transformations des des. .

ii. Partition akatoire de eéchantillon (apprentissage, validation, test) en fonction de sa taille et
des technigues qui seront utéiss pour estimer une erreur dégiction en vue des choix
de mockle, choix et certification de @thode.

iv. Pour chacune desé&thodes consiées : modle lintaire gréral (gaussien, binomial ou
poissonien), discrimination paratnique (lireaire ou quadratique) ou non paietnique,



k plus proches voisins, arbreggeau de neurones (perceptron), support vecteur machine,

combinaison de maxdes (bagging, boosting).

e estimer le modle pour une valeur doge d'un pararatre decomplexié : nombre de va-
riables, de voisins, de feuilles, de neuronesédute I'apprentissage, largeur dedam. . . ;

e optimiser ce paragtre (sauf pour les combinaisons de rdles affranchies des prahes
de sur-apprentissage) en fonction de la technique d’estimation de I'erreur reéehaatillon
de validation, validation croée, approximation pagmalisation de I'erreur d’ajustement.

v. Comparaison des meétes optimaux obtenus (un paéthode) par estimation de I'erreur de
prévision sur [echantillon test ou, si la psence d’uréchantillon test est impossible, sur
le critere de g@nalisation de I'erreur (Akle par exemple) s'il en existe une version pour
chacune des éthodes consitées.

vi. Itérationéventuelle de la&marche grcedente (valisation croi®), si lechantillon test est
trop réduit, depuis (iii). Partitions @htoires successives dédhantillon pour moyenner sur
plusieurs cas I'estimation finale de I'erreur dedghiction et s'assurer de la robustesse du
mockle obtenu.

vii. Choix de la nethode retenue en fonction de ses capaaite pediction, de sa robustesse
mais aussiéventuellement, de l'interptabillitt du moale obtenu.

Objectif

L'objet de ce cours est d’'introduire, sous une forme hoameget syntétique, les principales
techniques d’exploration, de melisation ou encore d'apprentissage uéiis le plus couramment
en fouille de donées et cites dans la section guédente. Il a fallu faire des choix dans I'en-
semble des techniques propes et leurs nombreux avatars. La forme et le contenu sorégyuid
par les besoins expries lors des stagesali€es par legtudiants du Master de Statistique & Eco-
nométrie ou encore par lesémes des collaborations industrielles du laboratoire de Statistique
et Probabiliés'. Le lecteur peut se faire uneéd du nombre &s important de &thodes et va-
riantes conce@es par I'apprentissage supeégou non supenésen consultant une fte a outil
Mathlab de classificatidn Remarquons que les principaux logiciels commerciaux (SAS, Splus,
SPSS, Matlab...) ou gratuits (R), performants et s'imposant par des interfasestiviviales
(Enterprise Miner, Insightfull Miner, Clementine), contribuent largen#etd diffusion, voire la
pérétration, de réthodes s sophistigées dans des milieux impeeablesa une conceptualisa-
tion mattematique trop abstraite.

Le choix aété fait de conserver et expliciter, dans la mesure du possible, les concepts origi-
naux de chaque éthode dans son cadre disciplinaire tout @hant d’homogréiser notations
et terminologies. L'objectif principal est de faciliter la corépension et I'interg@tation des tech-
niques des principaux logiciels pour en faciliter wiigisation pertinente eté&flechie Un exemple
élémentaire de recherche d'un score d@famce issu du marketing bancaire illustre lesedéhts
points aborés. Traié avec les logiciels SAS, Splus ou R, il sert de “fil rouge” tout au long du
cours.

http :/iwww.Isp.ups-tise.fr
2http ://tiger.technion.ac.il/ eladyt/classification/






Chapitre 1

Introduction

1 Objectif

Touteétude sophisticgee d'un corpus de dokes doietre pecdee d'unettudeexploratoirea
l'aide d’outils, certes rudimentaires mais robustes, en @gidnt les regrsentations graphiques.
C'est la seule facon de se familiariser avec des é@esret surtout deégister les sources de
problemes :

e valeurs manquantes, er@ss ou atypiques,

e modaliés trop rares,

e distributions “anormales” (dissy@trie, multimodalig, épaisseur des queues),

e incohérences, liaisons non Baires.

e ...

C'est ensuite la recherche deepaitements des doéas afin de les rendre conformes aux tech-
niques de moelisation ou d’apprentissage qu'il ser@oessaire de mettre en ceuvre afin d’atteindre
les obijectifs fixes :

e transformation : logarithme, puissanceduction, rangs. .. des variables,
codage en classe ou recodage de classes,
imputations ou non des doaes manquantes,
lissage, @compositions (ondelettes, fourier) de courbes,
réduction de dimension, classification et premier choix de variables,
classification ou typologie des observations.

Attention le cdté rudimentaire voire trivial de ces outils ne doit pas condailes regliger au pro-
fit d’'une mise en ceuvre imadiate de rathodes beaucoup plus sophiséiqs, donc beaucoup plus
sensibles aux probimes ciés ci-dessus. S'ils ne sont pas pris en comptegdppararont alors
comme autant dirtefactssusceptibles deghaturer voire de fausser toute tentative de @fiedtion.

2 Contenu

Cette partie se propose tout d’abord d'introduirectaeiment les techniques permettant de
résumer les caragtistiques (tendance centrale, dispersiofitdzomoustaches, histogramme, esti-
mation non paragtrique) d’une variable statistique ou les relations entre variabledgentype
quantitatif (coefficient de cogtation, nuage de points, ou qualitati’( Cramer, Tchuprow) ou de
types diferents (rapport de cdration, diagrammes en ttes parakles). Les notions psengées
sont illustées sur un jeu de doéas typique d’un score d’apfance en marketing bancaire.



8 Chapitre 1. Introduction

Apres cette approche uni et bidimensionnelle, les techniques multidimensiohseliegcrites
et illustrees. Elles difrent selon le type des variables coigigs mais permettent toutes de
réduire la dimension afin d&sumer un tablea(n. x p) de grande dimension eéveler ses ca-
racéristiques. L'analyse en composantes principales (ACP) pour les variables quantitatives, I'ana-
lyse des correspondances simples ou multiples (AFCM) pour les variables qualitatives. L'ana-
lyse factorielle discriminante (AFD) permet de juger de la géadie discrimination d’'un en-
semble de variables quantitatives afin d’expliquer une typologiig par une variable quali-
tative. Lorsqu’une typologie est recheésh les réthodes de classification @narchiques ou par
réallocation dynamique)é&erminent une variable qualitativééfthissant une partition de I'en-
semble des dores. D'autres techniques sont pluéafiques, le positionnement multidimension-
nel ou ACP sur tableau de distances est a@ajpkes donees particukres mais permeétgalement
de structurer un ensemble de variables trop important. Enfin, ce document se termine par une in-
troductiona I'étude exploratoire de doéas fonctionnelles illustes par des exemples deries
climatiques.

!Elles constituent un ensemble comréarent appé en France “Analyse de Do&es”.



Chapitre 2

Description statistique elementaire

1 Exemple de doniees

Un méme ensemble de doees bancairésa servira illustrer la plupart des outils etéthodes
décrits dans ce document. En voici le descriptif sommaire.

Le service marketing d’'une banque dispose de fichiécsidant ses clients et leurs compor-
tements (mouvements, soldes desétights comptes). Deux typesétlides sont habituellement
realiges sur des doges bancaires oug@me plus g@réralement dans le tertiaire afin de personna-
liser les relations avec les clients.

i. une classification osegmentatioule la clienéle permettant deéderminer quelques classes
ou segments de comportements types.

ii. I'estimation d’'un score en vue d'un objectif particulier. Il s'agit ici d&ywir I'intérét ou
I'appétencead’un client pour le produit bancairte Visa PremierC’est une carte de paie-
ment haut de gamme qui chercheenforcer le lien de proxinétavec la banque en vue de
fidéliser une clierétle aige.

La liste des variables est issue d’une base de @esretracant I'historique mensuel bancaire et
les caradtristiques de tous les clients. Un sondagdeagali€ afin d'aleger les traitements ainsi
gu’'une premére €lection de variables. Les variables contenues dans le fichier sont égdicit
dans le tablea@.1 Elles sont obseies sur uregchantillon de 1425 clients.

2 Introduction

I'objectif des outils de Statistique descript&@&mentaire est de fournir dessungés syntitique
de €ries de valeurs, add#ta leur type (qualitatives ou quantitatives), et obées/sur une popu-
lation ou unéchantillon.

Dans le cas d'une seule variable, Les notions les plus classiques sont cellédid@en
guantile, moyenne, &guence, varianc&cart-type éfinies paraklementa des regsentations
graphiques : diagramme eraton, histogramme, diagrammetsy graphiques cumulatifs, dia-
grammes en colonnes, en barre ou en secteurs.

Dans le cas de deux variables, on €iesse la corglation, au rapport de cd@fation ou en-
corea la statistique d’un test dy? assod a une table de contingence. Ces notions sont &sseci
a differents graphiques comme le nuage de points (scatterplot), les diagramitessshoakles,
les diagrammes de profils ou encore en rimsa.

"Merci & Sophie Sarpy de Informatique Banque PopulaiBalma pour la misa disposition de ces doées.
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Chapitre 2. Description statistiqueélementaire

TAB. 2.1 — Libeles des variables des dares bancaires.

Identif. [ Libell&

matric Matricule (identifiant client)
depts Département desidence
pvs Point de vente
sexec Sexe (qualitatif)
ager Age en anBes
famil Situation familiale
(Fmar : marg, Fcel : €libataire, Fdiv :divore,
Fuli :union libre, Fsep :@paké de corps, Fveu :veuf
relat Ancienneé de relation en mois
prcsp Caigorie socio-professionnelle (code num)
quals Code “qualie” clientévalle par la banque
GxxGxxS | plusieurs variables caragtsant les interdits
bancaires
impnbs Nombre d'impaygs en cours
rejets Montant total des rejets en francs
opgnb Nombre d’'ofgrations par guichet dans le mois
moyrv Moyenne des mouvements netéditeurs
des 3 mois en Kf
tavep Total des avoir&pargne mogtaire en francs
endet Taux d’endettement
gaget Total des engagements en francs
gagec Total des engagements court terme en francs
gagem Total des engagements moyen terme en francs
kvunb Nombre de comptes vue
gsmoy Moyenne des soldes moyens sur 3 mois
gcred Moyenne des mouvementsediteurs en Kf
dmvtp Age du dernier mouvement (en jours)
boppn Nombre d'opgrationsa M-1
facan Montant factué dans I'ange en francs
lgagt Engagement long terme
vienb Nombre de produits contrats vie
viemt Montant des produits contrats vie en francs
uemnb Nombre de produitépargne moétaire
uemmts Montant des produits épargne moetaire en francs
xlgnb Nombre de produits &pargne logement
xlgmt Montant des produits @pargne logement en francs
ylvnb Nombre de comptes sur livret
ylvmt Montant des comptes sur livret en francs
nbelts Nombre de produits &pargne long terme
mtelts Montant des produits épargne long terme en frangs
nbcats Nombre de produitépargnex terme
mtcats Montant des produitépargnex terme
nbbecs Nombre de produits bons et certificats
mtbecs Montant des produits bons et certificats en francs
rocnb Nombre de paiements par carte bancaiid-1
jntca Nombre total de cartes
nptag Nombre de cartes point argent
segv2s Segmentation version 2
itavc Total des avoirs sur tous les comptes
havef Total des avoir&pargne finanére en francs
dnbjd1s Nombre de jours cebita M
dnbjd2s Nombre de jours cebita M-1
dnbjd3s Nombre de jours debita M-2
carvp Possession de la carte VISA Premier
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FIG. 2.1 — Diagramme-lite illustrant la distribution de&ges des clients.

Les cefinitions de ces diffrentes notions se trouvent dans n’'importe quel ouvetIaentaire
de Statistiqu& nous nous proposons simplement de rappeler dans ce chapitre certains outils moins
classiques mais efficaces eépents dans la plupart des logiciels statistiques. Cela nous permettra
également d'illustrer les pregmiesétapes exploratoirgsréaliser sur un jeu de doaas.

3 Decription d'une variable

3.1 Cas quantitatif

Une variable quantitative prend des valeursémats ou eelles, elle est dite alors digte ou
continue. Cette propgte ayant des incidences sur la nature de sa distribution et donc sur les gra-
phigues assoes. Nous nous igresserons surtout aux variables continues.

La distribution d’un variable statistique quantitative &stun&e par diférents indicateurs em-
piriques detendance centralémoyennez = >, w;x;, médiane) ou delispersion(écart-type
o, intervalle inter-quartiles). D'autres indicateurs srdssend la dissynetrie (skeeness, asséei
au moment d’ordre 3) ou encoad’applatissement (kurtos#partir du moment d’ordre 4)

Deux graphiques permettent de rendre compézigrment de la nature de la distribution.
La statistique de Kolmogorov est la plus couramment @#ipour tester I'agquationa une loi
(normale).

Diagramme-bite (box-and-whiskers plot)

Il s’agit d’un graphique t&s simple quiésume la&riea partir de ses valeurs e&mes, de ses
guartiles et de sa adiane.

Histogramme

Dans le cas d'u@chantillon, on cherch& approcher par une estimation empirique le graphe
de la dens# de la loi tleorique assoékea la population. Lhistogrammeen est un exemple. Une
fois détermirée un @coupage en classes de I'ensemble des valeurs etlpsefices’, d'occu-
rences de ces classes, un histogramme est la juxtaposition de rectangles dont les bases sont les
amplitudes des classes cor&s&ks ¢, = b, — by_1) et dont les hauteurs sont les quaggit

bé_ﬁfz_l, appetesdensiés de fequencel'aire du /-eme rectangle vaut donf, frequence de la

2Un support de cours accessibléa pagevww-sv.cict.fr/lsp/Besse
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FiG. 2.2 — Diagramme-kte illustrant la distribution de la variable cumulant les totaux des avoirs.
Celle-ci appartt comme tés dissymtrique et avec de nombreuses valeurs atypiques. Une trans-
formation s'impose.

classe correspondante.
Estimation fonctionnelle

La quali& de I'estimation d'une distribution par un histogramrépeind beaucoup di@&doupage
en classe. Malheureusement, pluque de fournir des classes d’effecéfgaux et donc de mieux
répartir I'imprécision, les logiciels utilisent des classes d’amplituggales et tracent donc des
histogrammes parfois peu ré&sentatifs. Ces 20 degnes angées,a la suite du @veloppement
des moyens de calcul, sont apparues déshodes d’estimation ditefonctionnellesou non-
paranetriquesqui proposent d’estimer la distribution d’'une variable ou la relation entre deux va-
riables par une fonction construite point par point (noyaux) ou dans une base de foaptines
Ces estimations sont simpl@scalculer (pour I'ordinateur) maisénessitent le choix d'un pa-
rametre dit delissage Les cemonstrations du carace optimal de ces estimations fonctionnelles,
lieea I'optimalité du choix de la valeur du parane de lissage, font app&ldes outils thoriques
plus sophistigaes sortant du cadre de ce cours (Eubank, 1988, Silverman, 1986).

L'estimation de la dengitpar la nethode du noyau se met sous la fornéséagale :
N ( ) 1 Zn: K xr—x;
) = —
PN & A

ou \ est le pararatre de lissage optimée par une pramure automatique qui minimise une ap-
proximation de I'erreur quadratique moyenneémée (norme de I'espade’) ; K est une fonction
symeétrique, positive, concave, appehoyaudont la forme pecise importe peu. C'est souvent la
fonction densi de la loi gaussienne :

K(t) = — exp(—12/2)

1
V2T
qui posgde de bonnes progtes de egularie. Le principe consiste simplemeatassociela
chaque observation urélément de dengt de la forme du noyaus et & sommer tous ces
éléments. Un histogramme est une version pargécald’estimation dans laquelle &ément de
densie” est un “petit rectangle” dans la classe de I'observation.
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FIG. 2.3 — Histogramme et estimation fonctionnelle par &mode du noyau de la distribution des
ages.

3.2 Cas qualitatif

Par cefinition, les observations d’'une variable qualitative ne sont pas des valeuesiques,
mais des caraétistiques, appékbsmodalies Lorsque ces modaéis sont naturellement ordoees
(par exemple, la mention au bac ou une claségelj, la variable est diterdinale Dans le cas
contraire (par exemple, la profession dans une population de personnes actives ou la situation
familiale) la variable est ditaominale

Les repesentations graphiques que I'on rencontre avec les variables qualitatives sont assez
nombreuses. Les trois plus courantes, qui sont aussi les plus ages@ont les diagrammes en
colonnes, en barre, en secteurs. Tous vigemrgpesenter la&partition en effectif ou fr)quences
des individus dans les défentes classes ou modat

4 Liaison entre variables

Dans cette section, on s'iresse I'étude simultage de deux variableX etY. L'objectif
essentiel des éthodes prsenges est de mettre @vidence uné&ventuelle variation simulté&e
des deux variables, que nous appellerons diaison. Dans certains cas, cette liaison pétre
consicereea priori commecausale une variableX expliquant I'autreY” ; dans d’autres, ce n'est
pas le cas, et les deux variables jouent @éssrsynétriques. Dans la pratique, il conviendra de bien
differencier les deux situations et une liaison n'dinggpas Bcessairement une causaliBont
ainsi introduites les notions de covariance, coefficient detation liréaire, egression ligaire,
rapport de coglation, indice de concentration, khi-deux et autres indicateurs qui lui gt li
De méme, nous f@sentons les graphiques illustrant les liaisons entre variables : nuage de points
(scatter-plo}, diagrammes-ites parakles, diagramme de profils, tableau de nuageat{er-plot
matrix).

4.1 Deux variables quantitatives
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Fic. 2.4 — Diagramme en barres et diagramme en colonne daplatition des situations fami-
liales. Certaines modadis trop rares et regroéps automatiquement dans la claserdevront
étre recoées.

Nuage de points

Il s’agit d’'un graphique &s commode pour repsenter les observations simukas de deux
variables quantitatives. Il consisieonsi@rer deux axes perpendiculaires, I'axe horizontalésentant
la variableX et I'axe vertical la variabl@”, puisa repesenter chaque individu obsérpar les co-
ordonrees des valeurs obséeas. L'ensemble de ces points donne eregal une i@e assez bonne
de la variation conjointe des deux variables et est @peige On notera qu’on rencontre parfois
la terminologie deliagramme de dispersiptraduction plus fidle de I'anglaiscatter-plot

Le choix deséchellesa retenir pour &aliser un nuage de points peut €eer celicat. D’une
facon ¢erérale, on distinguera le cas de variablesnognes(repiesentant la ame grandeur
et exprimees dans la Bme unié) de celui des variablasterogenes Dans le premier cas, on
choisira la némeéchelle sur les deux axes (qui seront donc ortholgsjmdans le second cas, il
est recommarglsoit de regrsenter les variables ceddis eteduites sur des axes orthon@msoit
de choisir de€chelles telles que ce soit sensiblement ces variablgsd I'on repésente (c’est en
géréral cette seconde solution qu’utilisent, de facon automatique, les logiciels statistiques).

Indice de liaison

le coefficient de co&lation lirtaire est un indice rendant compte reriquement de la magéie
dont les deux variables congi@es varient simultaément. Il est dfini a partir de la covariance
qui géréralisea deux variables la notion de variance :

n

cov(X,Y) = Z wilr; — 7]y — Y]
=1
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FiG. 2.5 — Nuage de points illustrant I'absence de liaison entre la vadajaet celle cumulant le
total desepargnes mditaires (co®lation de 0,17).

La covariance est une forme biliaire synétrique qui peut prendre toute valegetle et dont la
variance est la forme quadratique aséeciElle @pend des urés de mesure dans lesquelles sont
exprimées les variables con&iges ; en ce sens, ce n'est pas un indice de liaison “irimumns”.
C’est la raison pour laquelle oréfinit le coefficient de co&lation lirtaire (parfois appélcoeffi-
cient de Pearson ou de Bravais-Pearson), rapport entre la covariance et le progcerthet/pes :

corr(X,Y) = M'
oxXoy

Le coefficient de codlation estégala la covariance des variables cé&as et eduites res-
pectivement assadesa X etY : corr(X,Y) = cov( {ij i—;@). Par conéquent, cortX,Y") est
indépendant des uis de mesure d& et deY. Le coefficient de coBlation estsynétrique et
prend ses valeurs entre -1 et +1.

Notons pour ramoire la possibilé d'utiliser d’autres indicateurs de liaison entre variables
guantitatives. Construits sur les rangs (étation de Spearman) ils sont plus robustes facess
situations de non ligari€ ou des valeurs atypiques mais resters ducteurs.

4.2 Une variable quantitative et une qualitative
Notations
Soit X la variable qualitative cons@gée, suppdsear modaligés noées
TlyeeeysXpyennyLp

et soitY la variable quantitative de moyengeet de variance?.. Désignant paf I échantillon
consicere, chaque modaétz, de X définit une sous-population (un sous-ensemblgde 2 :
c’est 'ensemble des individus, supg@sspour simplifier de poide; = 1/n et sur lesquels on a
obsené z,; on obtient ainsi un@artition de Q2 enm classes dont nous noterons, . . ., n,, les
cardinaux (avec toujours " ; ny = n, o n = card(2)).
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FIG. 2.6 — Diagrammes-boites illustrant les éiftnces de distribution dégies en fonction de la
possession d’'une carte Visa Premier.

Consicerant alors la restriction d€ a ), (I = 1,...,m), on peut @finir la moyenne et la
variance partielles d¥ sur cette sous-population ; nous les noterons respectivejnetit? :

im0 3 Vi)

UJ»;EQ@

o= 3 V(w7

e wj GQg
Boites paralkles

Une fagcon commode de résenter les doraes dans le cas deétude simultagée d’'une
variable quantitative et d’'une variable qualitative consistéaliser des diagrammesibes pa-
ralleles ; il s’agit, sur un me graphique détd’'uneéchelle unique, de repsenter poulr” un
diagramme-bite pour chacune des sous-populatioardes parX. La comparaison de cesibes
donne une ide assez claire de I'influence desur les valeurs d&, c’esta-dire de la liaison entre
les deux variables.

Formules de @composition

Ces formules indiguent comment secdmposent la moyenne et la variancé&dsur la parti-
tion définie parX (c’est-a-dire comment €crivent ces caragtistiques en fonction de leurs valeurs
partielles) ; elles sontatessaires poufinir un indice de liaison entre les deux variables.
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Le premier terme de la&tomposition der?, not 0%, est appd variance expligée (par la
partition, c’esta-dire parX) ou variance inter(between); le second terme, 'ao;tf%, est appdd
variance €siduelleou variance intra(within).

Rapport de corélation

Il s’agit d’'un indice de liaison entre les deux variabléstY qui est dfini par :
Sy/x =\| =2
Y

X etY n’etant pas de &me naturesy, x n'est pas syrétrique et erifie 0 < sy, x < 1. Cet
encadrement&toule directement de la formule deamposition de la variance. Les valeurs 0 et
1 ont une signification partic@re ineressante.

4.3 Deux variables qualitatives
Notations

On consi@re dans ce paragraphe deux variables qualitatives d@esesimulta@ment sum
individus. On suppose que la prame, noée X, posgeder modaliés noéesz, ...,z ..., Ty,
et que la seconde, reeY’, posgdec modaliés nokesyi, ..., yn, ..., Ye.

Ces donges sont grsenkes dans un tableaudouble ente, appdl table de contingenge
dans lequel on dispose les modaditdeX en lignes et celles d¥ en colonnes. Ce tableau est
donc de dimension x c et a pouelement @rérique le nombre,,;, d’observations conjointes des
modali€sz, de X ety, deY ; les quantiésn,, sont appedes leeffectifs conjoints

Une table de contingence se&epente donc sous la forme suivante :

| Ly [ [ on [~ | y [ sommes
3! nu | | M | oot | Mae || Mg
Ty g1 c Ten c 2% T+
Ly Tr1 C Nypp | - Nyre Ty
T e P e s
Les quantiésny (¢ = 1,...,r) etniy(h = 1,...,¢) sont appeées leseffectifs margi-

naux; ils sont cefinis parng = >, neg, €tny, = >, ney, etils verifientd ), ng =
> .1 n4+n = n. De fagon analogue, on peugfihir les notions de &quences conjointes et de
frequences marginales.

Repésentations graphiques

On peut envisager, dans le cas dadde simultage de deux variables qualitativesadapter
les graphiques pisenés dans le cas unidimensionnel : cdcdupe chaque partie (colonne, par-
tie de barre ou secteur) ré&zentant une modaditde I'une des variables selon les effectifs des
modalieés de l'autre. Mais, de facorégerale, il est plus approf@ide Ealiser des graphiques
repesentant des quarésg tes utiles dans ce cas et que I'on appellepledils.
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Fic. 2.7 — Diagrammes en barres des profils lignes et colonnes de la table de contingence croi-
sant le sexe et la possession de la carte Visa Premier. La superficie de chaque case est en plus
proportionnellea I'effectif de la cellule assoee.

Profils

On appelle’-eme profil-ligne I'ensemble deséfquences de la variab¥é conditionnellesa
la modalie 2, de X (c’esta-dire cfinies au sein de la sous-populati@nde ) assodkea cette
modali€). Il s’agit donc des quanés :

el Teh Ty }

gy yee ey

Ny4 72N Ny

On cEfinit de fagon analogue fe-eme profil-colonne :

N1 Tep, Nyp
(Mn o T Tk

Nth Nth Nth

La repgésentation graphique des profils-lignes ou des profils-colonnes, au moyen, par exemple,
de diagrammes en barre paeddls, donne alors uneéd assez gcise de la variation conjointe des
deux variables.

Indices de liaison

Lorsque tous les profils-lignes soagaux, ce qui estquivalenta ce que tous les profils-
colonnes soiertégaux et que

V(6R) € {1,....r} x {1,...,¢} :nZh:@,

on dit qu'’il n’existe aucune forme de liaison entre les deux variables ceregiglX etY . Par suite,
la mesure de la liaison va se faire evaluant |[ecart entre la situation obs@w et 1état de non
liaison cEfini ci-dessus.
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Khi-deux

Il est courant en statistigue de comparer une table de contingence @hs#pffectif conjoint
géreriquenyy,, a une table de contingence d@era priori (et appékestandard, d’effectif conjoint
gérériquesyy,, en calculant la quanét

S0y el

(=1 h=1

De fagon naturelle, pour mesurer la liaison sur une table de contingence, on utilise donc l'indice
appeé khi-deux (chi-square) egfini comme suit :

T4 TRy 2
Zh_i)
-y = ZZ :
e+n+h n
(=1 h=1 - (=1 h1 T o

Le coefficienty? est toujours positif ou nul et il est d’autant plus grand que la liaison entre les
deux variables consiiées est forte. Malheureusement,é8pgnd aussi des dimensianstc de la
tableétudie, ainsi que de la taille de I'échantillon obse®; en particulier, il n’est pas majer
C’est la raison pour laquelle on &fihi d’autres indices, &is au khi-deux, et dont I'objectif est de
palier ces éfauts.

Autres indicateurs

Nous en citerons trois.2
e Lephi-deux ®* = 2~ |l ne dépend plus de, mais dpend encore deet dec.
e Le coefficientl’ de Tschuprow :

@2
B \/\/(r “Dc—-1)

On peut erifier :0<T < 1.
e Le coefficient C de Cramer :
(132
d—1
avec :d = inf(r, ¢). On vérifie maintenantd <7 < C < 1.
Enin, lap-value d'un test d'inépendance (test dy?) est aussi utiliée pour comparerr des
liaisons entre variables.

C =

5 \Vers le cas multidimensionnel

L'objectif des prochains chapitres de ce cours est d’exposer les techniques de la statistique
descriptive multidimensionnelle. Or, sans coitrgaces techniques, il se trouve qu'’il est possible
de cebuter une exploration de doees multidimensionnelles en adaptant simplement thodes
déja étudiees.
5.1 Matrices des covariances et des cagfations

Lorsqu’on a obset simultagment plusieurs variables quantitativps/@riablesp > 3) sur
le mémeéchantillon, il est possible de calculer d'une part les variances de toutes ces variables,

d'autre part Iesp(g—*l) covariances des variables prises daweux. Lensemble de ces quast
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peut alorsétre dispogé dans une matrice cée p x p) et synetrique, comportant les variances
sur la diagonale et les covarian@ebextérieur de la diagonale ; cette matrice, aj@eahatrice des
variances-covariances (ou encore matrice des covariances) seessnéile sera utili€e par la
suite, mais n'a pas d'interptation conaite. Notons qu'il est possible dénifier queS est semi
définie positive.

De la néme margre, on peut construire la matrice symquep x p, comportant des 1 sur
toute la diagonale et, en dehors de la diagonale, les coefficients ddation lintaire entre les
variables prises deuxdeux. Cette matrice est appelmatrice des cdgtations, elle estgalement
semi cefinie positive, et nous la noterolts Elle est de lecture commode et indigue quelle est la
structure de coélation des variablestudiées.

5.2 Tableaux de nuages

NotonsX', ..., X? lesp variables quantitatives congides ; on appelle tableau de nuages le
graphique obtenu en juxtaposant, dans une sorte de matriéegarp, p* sous-graphiques ; cha-
cun des sous-graphigues diagonaux est reldlifne deg variables, et il peut s’agir, par exemple,
d’'un histogramme ; le sous-graphique figurant dans le bloc d'indicg),j # j', est le nuage
de points eali® avec la variablé’ en abscisses et la variahle’’ en ordonies. Dans certains
logiciels anglo-saxons, ces graphiques sont &gsllom(Scatter PLOt Matrix). Le tableau de
nuages, avec la matrice des @ations, fournit ainsi une vision globale des liaisons entre les
variablesttudiées.

5.3 La matrice des coefficients de Tschuprow (ou de Cramer)

Consicerons maintenant le casidon étudie simultaBment plusieurs variables qualitatives
(p variables,p > 3). La matrice des coefficients de Tschuprow est la matriceeeatttordrep,
symeétrigue, comportant des 1 sur la diagonale et, en dehors de la diagonale, les coefficients de
Tschuprow entre les variables prises dauwkeux. Il s'agit donc d’une matrice duéme type que
la matrice des coélations (elle est d'ailleurs, elle aussi, serafidie positive), et son utilisation
pratique est analogue. Notons que I'on peut, de&anm facon, utiliser les coefficients de Cramer
au lieu des coefficients de Tschuprow.

6 Problemes

Les quelques outils de ce chapitre permetté&jh de se faire une presrie icke d’'un jeu de
donrées mais surtout, en galablea toute analyse, ils permettent de s'assurer de la fialubis
donrees, de re@rer des valeurs ex@mes atypiquegventuellement des erreurs de mesures ou de
saisie, des incdirences de codage ou d'umit

Les erreurs, lorsqu’elle sonédekes, conduisent naturellement écassairemerit leur cor-
rection oua I'élimination des donges douteuses mais d’autres pavhés pouvant appdtee n'ont
pas toujours de solutior&videntes.
¢ Le mitage de I'ensemble des daes ou absence de certaines valeurs en fait partie. Faut-il
supprimer les individus incrimés ou les variables ? Faut-il corggér, par une mdalisation
et pivision partielles, les valeurs manquantes ? Les solutiépertient du taux de va-
leurs manquantes, de lewrpartition (sont-elles ahtoires) et du niveau de &hnce des
méthodes qui vongtre utili€es.
e La présence de valeurs atypiques peut influenégtrement des estimations deethodes
peu robustes car b@ss sur le caerd’'une distance. Ces valeurs sont-elles des erreurs ? Sinon
faut-il les conserver en transformant les variables ou en adoptant &b®ades robustes
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FIG. 2.8 — La simple transformationog(50 + z)), de la variable cumulants les avoirgsout
bien les prok®mes poss par 'allure “log-normale” de sa distribution avec son &getde valeurs
atypiques.

bages sur deécarts absolus ?

e Méme sans hypo#se explicite de normaéitdes distributions, il est pférable d’avoiia faire
a des distributions relativement sgiriques. Une transformation des variables par une fonc-
tion monotone (log, puissance) est hautement recoméeaafin d’angliorer la synétrie de
leur distribution ou encore pour Eariser (nuage de points) la nature d’'une liaison.
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Chapitre 3

Analyse en Composantes Principales

1 introduction

Lorsqu’onétudie simultaement un nombre important de variables quantitatives (ne serait-ce
que 4!), comment en faire un graphique global ? La diffeeuient de ce que les individ@udies
ne sont plus re@senés dans un plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension
plus importante (par exemple 4). L'objectif de ’Analyse en Composantes Principales (ACP) est
de revenira un espace de dimensioeduite (par exemple 2) erefbrmant le moins possible la
réalite. Il s'agit donc d’'obtenir le@sung le plus pertinent possible des dées initiales.

C’est la matrice des variances-covariances (ou celle deg&latons) qui va permettre de
réaliser ce@sunt pertinent, parce qu’on analyse essentiellement la dispersion dessdaronsidrées.
De cette matrice, on va extraire, par un frde mattfematique aéquat, les facteurs que l'on re-
cherche, en petit nombre. lls vont permettre @aliser les graphiquesdiies dans cet espace de
petite dimension (le nombre de facteurs retenus),&tarchant le moins possible la configuration
globale des individus selon I'ensemble des variables initiales (ainsi reegdaar les facteurs).

C’est I'interpietation de ces graphiques qui permettra de comprendre la structure désslonn
analy€es. Cette interptation sera guiek par un certain nombre d’indicateurs rariques et gra-
phiques, appék aides I'interprétation, qui sontd pour aider I'utilisateua faire I'interpétation
la plus juste et la plus objective possible.

L'analyse en Composantes Principales (ACP) est un grand classique de I""analyse desstionn
en France pour étude exploratoire ou la compression d’un grand tableaw de donées quan-
titatives. Le livre de Jolliffe (2002) endataille tous les aspects et utilisations de facon exhaustive.
Elle est introduite ici comme I'estimation des pakgnes d’'un modle, afin de peciser la significa-
tion statistique dessultats obtenus. Une approche plus sophiégaqdargea I'étude de courbes
ou donrées fonctionnelles est profesau chapitr®. LUACP est illustee dans ce chapiteetravers
I'étude de doneestlémentaires. Elles sont consées des moyennes sur dix ans des tenajpires
moyennes mensuelles de 32 villes frangaises. La matrice inKisdst donc(32 x 12). Les co-
lonnes sont I'observatioa différents instants d’'une@me variable ; elles sont homeges et il est
inutile de les eduire.

L'ACP joue dans ce cours urdle central; cette #gthode sert de fondementéttrique aux
autres nethodes de statistigue multidimensionnelle dfeegoriellesqui en apparaissent comme
des cas particuliers. Cetteatihode est donetudiee en @tail et aborée avec difrents niveaux de
lecture. La prengire section @sente les grands principes de fac@s@&émentaire, voire intuitive,
tandis que les suivantes explicitent les expressions matriciellegsidsats.

23
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2 Préesentationelementaire de 'ACP

2.1 Lesdonrees

Consicerons les notes (de & 20) obtenues par &leves dans 4 disciplines (méthatiques,
physique, francais, anglais) :

MATH | PHYS | FRAN | ANGL
jean 6.00| 6.00 5.00 5.50
alan 8.00| 8.00 8.00 8.00
anni 6.00 7.00| 11.00 9.50
moni 14.50| 14.50| 15.50| 15.00
didi 14.00| 14.00| 12.00| 12.50
andr 11.00| 10.00 5.50 7.00
pier 550| 7.00| 14.00| 11.50
brig 13.00| 12.50 8.50 9.50
evel 9.00| 9.50| 12.50| 12.00

Nous savons comment analys&paément chacune de ces 4 variables, soit en faisant un
graphique soit en calculant de€sunés nungriques Nous savonggalement qu’on peut regarder
lesliaisons entre 2 variable@ar exemple ma#imatiques et francais), soit en faisant un graphique
du type nuage de points, soit en calculant lengfficient de coglation linéaire, voire en galisant
la régressiorde 'une sur l'autre.

Mais comment faire unétude simulta@e des 4 variables, ne serait-ce qu'ealisant un gra-
phique ? La difficulé vient de ce que les individus (Ié&ves) ne sont plus refsenés dans un
plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension 4 (etaatwaraéris par
les 4 notes qu'il a obtenues). L'objectif de I'’Analyse en Composantes Principales est de aevenir
un espace de dimensioaduite (par exemple, ici, 2) erefbrmant le moins possible |&alit. Il
s’agit donc d’obtenite résuné le plus pertinentles donges initiales.

2.2 Resultats préliminaires

Tout logiciel fournit la moyenne, &cart-type, le minimum et le maximum de chaque variable.
Il s’agit donc, pour l'instant, dtudes univaBes

Statistiques el ementaires
Variable Moyenne Ecart-type Minimum Maximum
MATH 9.67 3.37 5.50 14.50
PHYS 9.83 2.99 6.00 14.50
FRAN 10.22 3.47 5.00 15.50
ANGL 10.06 2.81 5.50 15.00

Notons au passage la grande hognggite des 4 variables congkes : néme ordre de gran-
deur pour les moyennes, lésarts-types, les minima et les maxima.

Le tableau suivant est lmatrice des cor@lations Elle donne les coefficients de célation
linéaire des variables prises deauxleux. C'est une successioradalyses bivaées constituant
un premier pas versdnalyse multivage
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Coefficients de corr elation

MATH PHYS FRAN ANGL

MATH 1.00 0.98 0.23 0.51
PHYS 0.98 1.00 0.40 0.65
FRAN 0.23 0.40 1.00 0.95
ANGL 0.51 0.65 0.95 1.00

Remarquons que toutes les @ations lireaires sont positives (ce qui signifie que toutes
les variables varient, en moyenne, dans ke sens), certainétant tes fortes (0.98 et 0.95),
d’autres moyennes (0.65 et 0.51), d’autres enfingplfatibles (0.40 et 0.23).

2.3 Reésultats genéraux

Continuons l'analyse par celui de taatrice des variances-covariancesmatrice de rame
nature que celle des cétations, bien que moins “parlante” (hous verrogsmmoins plus loin
comment elle est utilse conceétement). La diagonale de cette matrice fournit les variances des
4 variables consigtées (on notera qu’au niveau des calculs, il est plus commode de manipuler la
variance que Bcart-type ; pour cette raison, dans de nombreugtsades statistiques, comme en
A.C.P., on utilise la variance pour prendre en compte la dispersion d’'une variable quantitative).

Matrice des variances-covariances

MATH PHYS FRAN ANGL
MATH 11.39 9.92 2.66 4.82
PHYS 9.92 8.94 4.12 5.48
FRAN 2.66 4.12 12.06 9.29
ANGL 4.82 5.48 9.29 7.91

Lesvaleurs propreslonrees ci-dessous sont celles de la matrice des variances-covariances.

Valeurs propres ; variances expliqu ees

FACTEUR VAL. PR. PCT. VAR. PCT. CUM.

1 28.23 0.70 0.70

2 12.03 0.30 1.00

3 0.03 0.00 1.00

4 0.01 0.00 1.00
40.30 1.00

Interprétation

Chagque ligne du tableau ci-dessus corresgouade variable virtuelle (val lesfacteurg dont
la colonnevaL . PR. (valeur propre) fournit la variance (en fait, chaque valeur propré&semnte la
variance du facteur correspondant). La coloro& VAR, ou pourcentage de variance, correspond
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au pourcentage de variance de chaque ligne par rapport au total. La celonmam. repésente
le cumul de ces pourcentages.

Additionnons maintenant les variances des 4 variables initiales (diagonale de la matrice des
variances-covariances)1.39 + 8.94 + 12.06 + 7.91 = 40.30. La dispersion totale des individus
consiceres, en dimension 4, est airégjalea 40.30.

Additionnons par ailleurs les 4 valeurs propres obten@8<3+12.03+0.03+0.01 = 40.30.
Le nuage de points en dimension 4 est toujours &nm et sa dispersion globale n'a pas cleang
Il s’agit d’'un simple changement de base dans un espace vectoriel. C'égtaldition de cette
dispersion, selon les nouvelles variables que sont les facteurs, ou composantes principales, qui se
trouve modifée : les 2 premiers facteurs restituargux seuls la quasi-totaide la dispersion du
nuage, ce qui permet dégliger les 2 autres.

Par congquent, les graphiques en dimension 8genés ci-dessousesument presque par-
faitement la configurationéelle des dones qui se trouvent en dimension 4 : I'objectégung
pertinent des dorée en petite dimension) est donc atteint.

2.4 Resultats sur les variables

Le résultat fondamental concernant les variables est le tableacodesations variables-
facteurs. Il s’agit des coefficients de calation lingaire entre les variables initiales et les facteurs.
Ce sont ces cogtations qui vont permettre de donner un sens aux facteurs (de les&tégypr

Corr elations variables-facteurs

FACTEURS --> F1 F2 F3 F4
MATH 0.81 -0.58 0.01 -0.02
PHYS 0.90 -0.43 -0.03 0.02
FRAN 0.75 0.66 -0.02 -0.01
ANGL 0.91 0.40 0.05 0.01

Les deux prengires colonnes de ce tableau permettent, tout d'aborcaliser legraphique
des variablegversion SAS) don@ ci-dessous.

Mais, ces deux colonnes permettégalement de donner une signification aux facteurs (donc
aux axes des graphiques).

On notera que les deux deenés colonnes ne seront pas uéiis puisqu’on ne retient que deux
dimensions pour interpter I'analyse.

Interprétation

Ainsi, on voit que le premier facteur est celé positivement, et assez fortement, avec chacune
des 4 variables initiales : plus w@ieve obtient de bonnes notes dans chacune des 4 disciplines,
plus il a un scor&lewe sur I'axe 1 ; eciproquement, plus ses notes sont mauvaises, plus son score
est regatif. En ce qui concerne I'axe 2, il oppose, d’'une part, le francais et I'anglai€lgtoons
positives), d’autre part, les mamatiques et la physique (célations regatives). Il s’agit donc
d’'un axe d’opposition entre disciplines étiaires et disciplines scientifiques, surtout margar
I'opposition entre le francais et les méathatiques. Cette inter@ation peuttre péci€e avec les
graphiques et tableaux relatifs aux individus que noésgmtons maintenant.
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Axe 1
Fic. 3.1 —Repgsentation des variables
2.5 Resultats sur les individus
Le tableau ci-dessous contient tous lesultats importants sur les individus.

Coordonn ees des individus ; contributions ; cosinus carr es

POIDS FACT1 FACT2 CONTG CONT1 CONT2 COSCA1l COSCA2

jean 0.11 -8.61 -1.41 20.99 29.19 1.83 0.97 0.03
alan 0.11 -3.88 -0.50 4.22 5.92 0.23 0.98 0.02
anni 0.11 -3.21 3.47 6.17 4.06 11.11 0.46 0.54
moni 0.11 9.85 0.60 26.86 38.19 0.33 1.00 0.00
didi 0.11 6.41 -2.05 12.48 16.15 3.87 0.91 0.09
andr 0.11 -3.03 -4.92 9.22 3.62 22.37 0.28 0.72
pier 0.11 -1.03 6.38 11.51 0.41 37.56 0.03 0.97
brig 0.11 1.95 -4.20 5.93 1.50 16.29 0.18 0.82
evel 0.11 1.55 2.63 2.63 0.95 6.41 0.25 0.73

On notera que chaque individu régente Elément sur 9, d'0 un poids (une por&tation) de
1/9 = 0.11, ce qui est fourni par la pregiie colonne du tableau ci-dessus.

Les 2 colonnes suivantes fournissent les cooréesrdes individus (lesleves) sur les deux
premiers axes (les facteurs) et ont donc permisdéser legraphique des individus Ce dernier
permet de pEciser la signification des axes, donc des facteurs.

Interprétation

On peut ainsi voir que 'axe 1 repsente le&sultat d’ensemble dédeves (si on prend leur
score — ou coordor@e — sur I'axe 1, on obtient le&me classement que si on prend leur moyenne
géreérale). Par ailleurs, &leve “le plus haut” sur le graphique, celui qui a la coordemia plus
éleee sur I'axe 2, est Pierre dont lessultats sont les plus contrasten faveur des disciplines
littéraires (14 et 11.5 contre 7 et 5.5). C'est exactement le contraire poué Audobtient la
moyenne dans les disciplines scientifiques (11 et 10) maisdettats tes faibles dans les disci-
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FiGc. 3.2 —Donrges fictives : Repisentation des individus

plines literaires (7 et 5.5). On notera que Monique et Alain ont un score voisin de 0 sur I'axe 2
car ils ont desésultats tes homognes dans les 4 disciplines (maiges niveaux &s distincts, ce
gu'a deja re\elé I'axe 1).

Les 3 colonnes suivantes du tableau fournissentcdesributions des individusa diverses
dispersions CONT1 etcONT2 donnent les contributions des individua variance selon les axes
1 et 2 (rappelons que c’est la variance qui ca@ase la dispersion)cONTG les contributions la
dispersion en dimension 4 (il s'agit de ce que I'on appeileftie du nuage deéleves ; la notion
d’inertie geréralise celle de variance en dimension quelconque, la var&aoétoujours relative
a une seule variable). Ces contributions sont fournies en pourcentages (chaque colonn@ somme
100) et permettent de reger les individus les plus importants au niveau de chaque axe (ou du
nuage en dimension 4). Elles servent énggala affiner I'interpétation desésultats de I'analyse.

Ainsi, par exemple, la variance de l'axe 1 vaut 28.23 (pegmivaleur propre). On peut la
retrouver en utilisant la formule deéfinition de la variance :
9

1
1 1\2
Var(€') = g ()
=1
(il faut noter que, dans une A.C.P., les varial@tant centees, il en va de Bme pour les facteurs ;
ainsi, la moyenne d€'* est nulle et n’appattpas dans la formule de la variance). La coordann
de Jean (le premier individu du fichier) sur I'axe 1 valit= —8.61; sa contribution est donc :

$(—8.61)?

100 = 29.19 %.
9893 x 100 9.19 %

A lui seul, cet individu repesente prs de 30 % de la variance : il esepondrant (au réme titre
gue Monique) dans laédinition de I'axe 1; cela provient du fait gu'il a I&sultat le plus faible,
Monique ayanta I'oppo<, le Esultat le meilleur.

Enfin, les 2 derriires colonnes du tableau sont des cosinugsayui fournissent la (* quaét
de la repéesentation *) de chaque individu sur chaque axe. Ces qaatiadditionnent axe par
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axe, de sorte que, en dimensiorExelyne est refsenkea 98 % (0.25 + 0.73), tandis que les 8
autres individus le sorit 100 %.

Lorsqu’on consiére les donees initiales, chaque individu (chaqgéléve) est refseng par
un vecteur dans un espace de dimension 4k ents — ou coordo@es — de ce vecteur sont
les notes obtenues dans les 4 disciplines). Lorsquesome les dorées en dimension 2, et donc
gu’on les repesente dans un plan, chaque individu est alor&sgmé par la projection du vecteur
initial sur le plan en question. Le cosinus @relativement aux deux preames dimensions (par
exemple, pouEvelyne, 0.98 ou 98 %) est celui de I'angle fdar le vecteur initial et sa projec-
tion dans le plan. Plus le vecteur initial est proche du plan, plus I'angle en question est petit et plus
le cosinus, et son cdrsont proches de 1 (ou de 100 %) : la esg@ntation est alorsss bonne. Au
contraire, plus le vecteur initial est loin du plan, plus I'angle en question est grand (proche de 90
deges) et plus le cosinus, et son &rsont proches de 0 (ou de 0 %) : la kgEntation est alors
trés mauvaise. On utilise les casrdes cosinus, parce qu'ils s'additionnent suivant legmdifftes
dimensions.

3 Représentation vectorielle de donées quantitatives

3.1 Notations

Soit p variables statistiqueséelles X’ (j = 1,...,p) obsenées surn individusi (i =
1,...,n) affecés des poids); :

n
Vi=1,...,n 1w > OetZwizl;
=1
Vi=1,...,n :2) = XJ(i), mesure deX’ sur lei® individu.

Ces mesures sont regrazgs dans une matriée d’ordre (n x p).

’ HXl“XJ“XP‘
i || o x] a®
I A R A

o A chaque individu est assoé le vecteuik; contenant la-eme ligne dé&X mise en colonne.
C’est unélement d’un espace vectoriel Bat de dimensiorp ; nous choisissons Rmuni
de la base canoniquget d’une netrique de matric®1 lui conférant une structure d’espace
euclidien :E estisomorphaé (R?, £, M); E est alors appélespace des individus

e A chaque variableX’ est assoéi le vecteurx’ contenant laj-eme colonnecentiée (la
moyenne de la colonne est retragela toute la colonne) d&X. C’est unélement d’'un
espace vectoriel netF’ de dimensiom ; nous choisissons Rmuni de la base canonique
F et d’'une nétriqgue de matric® diagonale depoidslui conférant une structure d’espace
euclidien : F estisomorphé (R", 7, D) avecD = diag(w, ..., w,); F est alors appél
espace des variables
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3.2 Interprétation statistique de la netrique des poids

L'utilisation de la nétrique des poids dans I'espace des variabla@®nne un sensés parti-
culier aux notions usuelle€éinies sur les espaces euclidiens. Ce paragraphe estpgarchettant
de fournir les intergtations en termes statistiques des péipsi et ésultats matbmatiques.

Moyenne empirique d&7 : 27 = (Xe’,1,), = ¢/’ X'D1,,.
Barycentre des individus : X = X'Di,.

Matrice des donges centres : X = X-1,%.

Ecart-type deX : 7, = (x'Dx)V2 =%,

Covariance deX’ et X% : x7' Dx* = (xJ,x").

Matrice des covariances: S = 3" wi(x; — X)(x; — X)) = X DX.
Corrélation deXx’ et X* : ey cos Op (x7, x").

<7 1 ||

Attention : Par souci de simplidit des notations, onégigne toujours pax’ les colonnes de la
matricecentree X. On consi@re donc que des vecteurs “variables” sont toujours esntr

Ainsi, lorsque les variables sont cedds et ref@rsenées par des vecteurs de:
e lalongueurd’un vecteur regsente urecart-type
e le cosinusd’'un angle entre deux vecteurs répente uneorrélation

3.3 La méthode

Les objectifs poursuivis par une ACP sont :
¢ la repésentation graphique “optimale” des individus (lignes), minimisant &esrchations
du nuage des points, dans un sous-espaage dimensiony (¢ < p),
¢ larepesentation graphique des variables dans un sous-espaceexplicitant au “mieux”
les liaisons initiales entre ces variables,
e la réduction de la dimension (compression), ou approximatioX gear un tableau de rang
q (g <p).
Les derniers objectifs permettent d'utiliser 'ACP comméaiablea une autre techniquegferant
des variables orthogonaleg@ression lieaire) ou un nombreéduit d’entées (eseaux neuro-
naux).

Des arguments de typ@&gnetrique dans la liirature francophone, ou bien de type statistique
avec hypotkses de normaéitdans la littrature anglo-saxonne, justifient lafahition de I'ACP.
Nous adoptons ici une optique integdiaire en seaferanta un moele “allegg” car ne cessitant
pas d’hypotkse “forte” sur la distribution des observations (norngaliPlus peciment, 'ACP
admet deséfinitionséquivalentes selon que I'on s’attachka repésentation des individua,celle
des variables ou encoéeleur repesentation simultae.

4 Modele

Les notations sont celles du paragraph&apdent :

e X désigne le tableau des daws issues de I'observation gevariablesquantitatives X7
surn individusi de poidsw;,

e F estl'espace des individus muni de la base canonique et déttagoe de matric@,

e F' est I'espace des variables muni de la base canonique et detfmune des poid® =
diagwy, . .., wy).
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De fagcon gnrérale, un moéle secrit :
Observation = Modele -+ Bruit

assorti de diftrents types d’hypo#fses et de contraintes sur le rateet sur le bruit.

En ACP, la matrice des doBas est suppésétre issue de I'observation devecteurs @atoires
indépendantgxy, ..., x,}, de néme matrice de covarianeéT, mais d’esprances diffrentes
z;, toutes contenues dans un sous-espace affine de dimengjoa p) de E. Dans ce moéle,
E(x;) = z; est un paratre sgcifique attacka chaque individu et appek effet fixe le mocele
étant ditfonctionnel Ceci sécrit en Esune :

{x;;i=1,...,n}, nvecteurs @atoires indpendants d&,
. E(EZ) =0 var(ei) =0T
= Z; Lt =1,... \ . L] A
Xi=ment=Lnd ec{ o > 0 inconnu,I’ réguliere et connue, S

JA,, sous-espace affine de dimensipde £ tel quevi,z; € A, (¢ < p).

Soitz = Y ;" , w;z;. Les hypotfses du motle entrénent quez appartient A,. Soit doncE, le
sous-espace vectoriel déde dimensiony tel que :

Ay =z + E,.
Les parametresa estimer sont alord, etz;,i = 1,...,n, éventuellement ; z; est la part
syseématique, oeffet suppoge de rang ; €liminer le bruit revient dona réduire la dimension.

Si lesz; sont consiéres commaealéatoires le mockle est alors distructurel; on suppose que
{x1,...,x,} esturéchantillon statistique i.i.d. Les uig statistiques jouent desdes synétriques,
elles ne nous iressent que pourétude des relations entre les variables. On retrouve alors le
principe de I'analyse en facteurs (ou en facteurs communseifgpes, odactor analysis.

4.1 Estimation
PROPOSITION3.1 — L’estimation des paraétres de 8.1) est fournie par 'ACP déX, M, D)
c’esta-dire par la cecomposition en valeurs singaites dg(X, M, D) :
q
Zy= > N/ ubv = U A2V
k=1

Preuve

Sans hypotlse sur la distribution de 'erreur, une estimation par les moindressceondui resoudre
le probEme :

Eq.zi

n
min {Z w; % — Zzni/[ ; dim(Ey) = q,2;, —Z € Eq} . (3.2)
i=1
SoitX = X —1,,X’ la matrice centre etZ la matrice(n x p) dont les lignes sont les vecteurs — z)’.

n n
S wilxi —zillag = Y willxi —X+7Z — zl3 + 1R — 2|3y
1=1 =1

le probEme @.2) conduit alorsa prendré& = x et devientquivalent: résoudre :

min {HX — ZHMD Z € M, ,p, randZ) = q} ) (3.3)

La fin de la preuve est une cd@guence imradiate du ttoeme @.5).
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O

e Lesu” sont les vecteurs proprd3-orthonornés de la matricXMX D assodés aux va-
leurs propres\; rangees par ordre&ktroissant.

e Lesvy, appebsvecteurs principauxsont les vecteurs propréd-orthonornés de la ma-
trice X DXM = SM assodés aux némes valeurs propres; ils engendrent des s.e.v. de
dimension 1 appék axes principaux.

Les estimations sont donc daes par :

z = X,

2; = zq: A 2ykyk — Uqu/ZV; = Xl/)\ql,

k=1
ou f’; = V,V M est la matrice de projection

M-orthogonale suE\q,

E, = vect{v!, ... v},

E; est appe plan principal

7, = Pxi+T.

Remarques
i. Les solutions sont emfit@es pouy; =1,...,p:

Ey = vec{v'} C By = vect{v',v?} C B3 = vect{v' v’ v} C...

ii. Les espaces principaux sont uniques sauéntuellement, dans le cas de valeurs propres
multiples.

iii. Siles variables ne sont pas hondéogs (uniés de mesure diéfentes, variances disparates),
elles sont pealablementéduites :

X=X="200% = diag(c?,. .. ,07), aveco; = Var (X7) ;

S est alors la matric® = 2~1/283-1/2 descorrélations

Sous I'hypotkese que la distribution de I'erreur est gaussienne, une estimation par maximum
de vraisemblance conduitla neéme solution.

4.2 Deéfinition équivalente

On consi@rep variable statistiquesentieesX ', ..., X?. Unecombinaison ligaire de coef-
ficientsf; de ces variables,

p
c= Z fjxj = Xf,
j=1
définit une nouvelle variable ceg&C qui, a tout individuz, associe la “mesure”
C(i) = (x; — X)'f.

PROPOSITION3.2 — Soienip variables quantitatives ceréiesX!, ... XP? obsengees sum in-
dividus de poidsv; ; I'ACP de (X, M, D) est aussi la recherche descombinaisons ligaires
normées desX’, non corielees et dont la somme des variances soit maximale.
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e Les vecteurs® = Mv* sont lesfacteurs principauxlls permettent de &finir les combi-
naisons ligaires des{’/ optimales au sens ci-dessus.

e Les vecteurg” = Xf* sont lescomposantes principales

e Les variables”* assodkes sont cerges, non coflées et de varianck; ; ce sont les/a-
riables principales

covCk, Ct) = (Xf*)DXFf! = £¥'sf
= vF'MSMv! = AvFMv! = AL

e Lesf” sont les vecteurs propréd —!-orthonornés de la matric®/IS.
e La matrice

C=XF=XMV = UA'/?

est la matrice des composantes principales.
e Les axes dfinis par les vecteum®-orthonornésu* sont appetsaxes factoriels

5 Repréesentations graphiques

5.1 Les individus

Les graphiques obtenus permettent de&senter “au mieux” les distances euclidiennes inter-

individus mesuges par la ratriqueM.
Projection

Chagque individu repiesent parx; est approcé par sa projectiotM-orthogonalez;? sur le
sous-espacé&, engendé par lesg premiers vecteurs principaus!, ..., v¢}. En notante; un
vecteur de la base canonique Bela coordon@e de I'individui surv* est donge par :

<Xi — X, Vk>M = (x; — X)'MvF = el XMv* = &

PROPOSITION3.3. — Les coordonges de la projectiodM-orthogonale dex; — x sur E, sont
lesq premiersélement de la-eme ligne de la matric€ des composantes principales.

Mesures de “quali¢”

La “qualité globale” des ref@sentations est me&a par Igpart de dispersion explide:

rSMP, Y7, A\
T, = = .
e trSM i:l Ak

Remarque. —La dispersion d’un nuage de points unidimensionnel par ragpsat moyenne se
mesure par la variance. Dans le cas multidimensionnel, la dispersion du ANupge rapporta
son barycentr& se mesure pariliertie, géréralisation de la variance :

L(N) =Y willxi — Xy = [X|[pp = tr (XDXM) = tr (SM).
i=1
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FiG. 3.3 —Temgeratures : premier plan des individus.

La qualie de la repesentation de chaqug est dongke par le cosinus carrde I'angle qu'il
forme avec sa projection :

—~ 2
[cos O(x; — X,2;9)]* = HPq(Xi 7 X)HM _ 2221(0;1::)

2
i = X|ax her ()2

Pouréviter de consulter un tableau qui risquétté volumineux lignes), lesétiquettes de
chaque individu sont affié@es sur les graphiques avec des carastdont ldaille est fonction de
la qualité. Un individu tres mal repeseng esta la limite de la lisibilié.

Contributions

Les contributions de chaque individu'inertie de leur nuage

—2
Wy % — X[ _wy ZZ:1(Cf)2

7' - )
! trSM 2%:1 Ak

ainsi qua la variance d'une variable principale

permettent deé&keler les observations les pinfluenteset, éventuellement, aberrantes. Ces points
apparaissent visiblement lors du teages diagrammes-ties parakles des composantes princi-
pales quiévitent ainsi une lecture fastidieuse de ce tableau des contributions. En effet, ils se sin-
gularisent aussi comme “outliers” hors de ldteqau ded des moustaches) correspondanine
direction principale. Les individus correspondants, caeéislcommendividus sup@mentaires
peuventtreéliminés lors d’'une nouvelle analyse.

Individus sup@mentaires

Il s'agit de repésenter, par rapport aux axes principaux d’'une analyse, des individus qui n’ont
pas particip aux calculs de ces axes. Soitn tel vecteur, il doietre cente, éventuellementaduit,
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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FIG. 3.4 —Carte Visa : premier plan de I'ACP d'unegkection de variables. La discrimina-
tion des individus pogslant (1) ou non (0) la carte Visa premier n'est padstrclaire sur cette
représentation.
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puis projeé sur le sous-espace de regpentation. Les coordoaas sont fournies par :
. / _ / _
<vk, V,VIM(s — x)>M — vF'MV,V!M(s — %) = e"'V/M(s — %).
Les coordonaes d’'un individu supgimentaire dans la base des vecteurs principaux sont donc :
! —
V,M(s - X).
5.2 Lesvariables

Les graphiques obtenus permettent de &senter “au mieux” les cd@lations entre les va-
riables (cosinus des angles) et, si celles-ci ne sontguhstes, leurs variances (longueurs).

Projection

Une variableX’ est repésenée par la projectiod-orthogonaleQ,x’ sur le sous-espadg,
engende par les; premiers axes factoriels. La coord@endex’ suru” est :

, A 1 ., 1 .,
(x,u") =xI'Dut = S DXMYE = e XDXMYF = vl

PROPOSITION3.4. — Les coordonges de la projectiod-orthogonale dex’ sur le sous-espace
F, sont lesg premiersélements de lg-eme ligne de la matric® A'/2.

Mesure de “qualié”

La quali& de la repesentation de chaque est donge par le cosinus carrde I'angle qu'il
forme avec sa projection :

2
; .
2 HQQX HD _ Yk Melvp)?

. 2 - .
ln 2ok Aelop)?

cos (x7 Q\C]xj)}

Corrélations variables facteurs

Ces indicateurs aideatl'interprétation des axes factoriels en exprimant les&ations entre
variables principales et initiales.

(x7, u*) _ mvk’.

1%/l 7j

cor( X7, C%) = cos O(x?, cF) = cos O(x7, u*) = [

ce sont le€lements de la matricE~1/2V Al/2,
Cercle des comelations

Dans le cas de variablegduitesx’ = Uj_lxj, |¥7||p = 1. lesx’ sont sur la spére unié
S, de F. LintersectionS,, N F, est un cercle cerérsur I'origine et de rayom appeé cercle des
corrélations Les projections d&’ etx’ sont colireaires, celle d&’ étanta I'intérieur du cercle :

H@inD = cos@(xj,@:z:j) <1

Ainsi, plus@ij est proche de ce cercle, meilleure est la qaalé sa ref@asentation. Ce graphique
est commode interpétera condition de se &fier desechelles, le cercle devenant une ellipse si
elles ne sont pasgales. Comme pour les individus, la taille des ca&rast est aussi fonction de la
qualitt des repgFsentations.
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FiG. 3.5 —Temgratures : Premier et deu&ime plan des variables.

N DX

Fic. 3.6 —Carte Visa : la repésentation des variables dans le premier plan de I’ACP fournit une
interprétation classique (stocks versus flux) de ce type de&kmn
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5.3 Representation simultaree ou “biplot”

A partir de la &composition en valeurs singaites de(X, M, D), on remarque que chaque
valeur

J
z] %) = Z\/ pu? [UAI/QV’}
A
s’exprime comme produit scalaire usuel des vecteurs

c; = [UAW} etv’/ ou encoreu; et [VAW}

i J
Pourg = 2, la quantié Z;’ en est une approximation linéé aux deux premiers termes.

Cette remarque permet d'integter deux autres repsentations graphiques en ACP projetant
simultarementindividus et variables.

i. larepesentationsonétrique ligneutilise les matrice€ etV ; elle permet d'intergater les

distances entre individus ainsi que les produits scalaires entre un individu et une variable

qui sont, dans le premier plan principal, des approximations des valeurs @es&A(w; ) ;

ii. la repesentatiorisongtrique colonneutilise les matricedJ et VA'/2; elle permet d'in-
terpiéter les angles entre vecteurs variables @ations) et les produits scalaires comme
préccédemment.

Remarques

i. Dans le cas Bquent @ M = I, et all les variables sonéduites, le point resentanf/, en
superposition dans I'espace des individus se confond avec un pseudo individensepalire
qui prendrait la valeur 1&cart-type) pour la variablget O pour les autres.

ii. En pratique, ces diffrents types de repsentations (simult@&es ou non) ne diéfrent que
par un changement &helle sur les axes; elles sorédrvoisines et suscitent souvent les
mémes interpgtations.

6 Choix de dimension

La quali€ des estimations auxquelles conduit I'AC&pénd, de facodvidente, du choix de
q, c'esta-dire du nombre de composantes retenues pour reconstituer lesedpoo encore de la
dimension du sous-espace de égantation.

De nombreux crigres de choix pouy ontéte propogs dans la liirature. Nous @sentons ici

ceux, les plus courants, kEssur une heuristique et un reposant sur une quantification de la sta-

bilité du sous-espace de répentation. D'autres cétes, non explicés, s'inspirent des pratiques
statistiques écisionnelles; sous I'hypodise que I'erreur admet une distributigaussienneon

peut exhiber les lois asymptotiques des valeurs propres et donc construire des testsale nullit

ou d'eégali€e de ces dereres. Malheureusement, outre kcessaire hypodfse de normak, ceci
conduita une proédure de tests emtiés dont le niveau global est incodtable. Leur utilisation
reste donc heuristique.

6.1 Partdinertie
La “qualité globale” des rej@sentations est me&a par Igpart d’'inertie expligee:

q
k=1 Ak
=
=1 Ak

Tqg =
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FiG. 3.7 —Temgratures :eboulis des valeurs propres.

La valeur dey est choisie de sorte que cette part d’inertie exj@igy soit su@rieurea une valeur
seuil fixee a priori par I'utilisateur. C’est souvent le seul&ré emplog.

6.2 Regle de Kaiser

On consi@re que, si tous lesléments d&” sont incependants, les composantes principales
sont toutes de variancégales §galesa 1 dans le cas de I’ACPéduite). On ne conserve alors
gue les valeurs propres sneuresa leur moyenne car seules pag plus “informatives” que les
variables initiales ; dans le cas d’'une ACGRIuite, ne sont donc retenues que celles plus grandes
guel. Ce criere, utili® implicitement par SAS/ASSIST, a tendaricsurestimer le nombre de
composantes pertinentes.

6.3 Eboulis des valeurs propres

C’est le graphique (figure6.3 et 6.3) présentant la @croissance des valeurs propres. Le
principe consistex rechercher, s'il existe, un “coude” (changement de signe dans la suite des
differences d’ordre 2) dans le graphe et de ne conserver que les valeurs proprésdasmuide.
Intuitivement, plus lecart(\,—\,1) est significativement grand, par exemple&tigura (\,—; —

A¢), €t plus on peuktre assu de la stabilié deE\q.

6.4 Bdtes-a-moustaches des variables principales

Un graphique (figure5.4 et 6.4) présentant, en parale, les bitesa-moustaches des va-
riables principales illustre bien leurs quakt: stabilié lorsqu'une grande i@ est assoée a
de petites moustaches, instal@lien pesence d’'une petite ite, de grandes moustaches et de
points isoks. Intuitivement, on conserve les préngis “grandes lites”. Les points is@s ou “out-
liers” désignent les pointa forte contribution, ou potentiellement influents, dans une direction
principale. lls ecessitent unétude clinique : une autre analyse dans laquelle ils seciaés
suppEmentaires (poids nuls) afin&laluer leur impact sur I'orientation des axes.

6.5 Stabilité du sous-espace

La présentation de 'ACP, commesultat de I'estimation d'un made, offre une autre ap-
proche au prol&me du choix de dimension. La quélides estimations eétallee de facon ha-
bituelle en statistique par un risque moyen quadratig@fmigsant un crére de stabilé du sous-
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espace de repsentation. Il esté&fini comme I'esgrance d’une distance entre le natml “vrai”
et I'estimation qui en est faite. Besse (1992) propogtutlier la qualié de I'estimation du sous-
espace de repsentatiornt, en consi@rant la fonction perte :
— 1 2 —

Ly =Q(Eq, Eq) = 5 HPq - PQHMD =q— PP,
ou @ mesure la distance entre deux sous-espaces par la distance usuelle entre les matrices de
projection qui leur sont ass@as. C’est aussi la somme des éardes coefficients de cétation
canonique entre les ensembles de composantes ou de variables principales qui engendrent respec-
tivementE, et son estimatiott,,.

Un risque moyen quadratique est alogdidi en prenant I'esgrance de la fonction perte :
R, = EQ(E,, E,). (3.4)

Sans hypotése sur la distribution de I'erreur, seules des techniques-@ehantillonnage (boots-
trap, jackknife) permettent de fournir une estimation de ce risque moyen quadratique. Leur emploi
est justife, car le risque est invariant par permutation des observations, nidé&ugaen temps de
calcul. On se pose donc la question de savoir pour quelles valeursederepésentations gra-
phiques sont fiables, c’eatdire stables pour des fluctuations dechantillon. Besse (1992) pro-
pose d'utiliser une approximation de I'estimateur par jackknife ; elle fournit, directemeattir
des Esultats de I'A.C.P. (valeurs propres et composantes principales), une estimation satisfaisante
du risque : -

Rjkq= Rpg+ O((n — 1)_2).

ﬁp\q est une approximation analytique de I'estimateur jackknife qui a pour expression :

9 P 1 )2
Ry = ZZ Zgl_;k)(z) (3.5)

k 1j=q+1

ou ¢] désigne le termeéréral de la matrice des composantes princip@les

Ce tésultat souligne I'importance didle que joue Ecart(\, — A\,+1) dans la stabilé du
sous-espace de ré&mentation. Le &@veloppement est inchaaglans le cas d'une ACRduite ; de
plus, il est valide tant que

(Il

n > - .
inf {(A\x — \gr1);k=1,...,q}

La figure3.11montrent la stabilé du sous-espace de répentation en fonction de la dimen-
siong pour I'A.C.P. des donees de temratures. Comme souvent, le premier axe &st $table
tandis que le premier plan reste fiable. Auajdés axegtant tés sensiblea toute perturbation
des donies, ils peuvergitre assoésa du bruit. Cesésultats sont cdrents avec les deux @&ies
graphiques @aedents mais souvent, en pratique, leargetde stabilé conduita un choix de di-
mension plus explicite.

7 Interpr étation

Les macros SAS &trites en exemple, de@me que la plupart des logiciels, proposent, ou
autorisent, [edition des diférents indicateurs (contributions, quéast corélations) et graphiques
définis dans les paragrapheg&grdents.
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Fic. 3.11 —-Temgratures : stabilié des sous-espaces.

e Lescontributions permettent d’identifier les individusés influents pouvantéderminera
eux seuls I'orientation de certains axes ; ces points smifi@s, carad@riss, puieventuellement
consiceres commeuppEmentairesians une autre analyse.

e |l faut choisir le nombre de composantesetenir, c’esta-dire la dimension des espaces de
repesentation.

e Les axes factoriels sont integies par rapport aux variables initiales bien Bganées.

e Lesgraphiques des individus sont inté&fgs, en tenant compte des quaditie regsentation,

en termes de regroupement ou dispersions par rapport aux axes factoriels et projections des

variables initiales.

Les quelques graphiquesasengs suffisent, dans la plupart des cagjnterprétation d’'une
ACP classique etvitent la sortie volumineuse, lorsquesst grand, des tableaux usuels d'aide
l'interprétation. Onéchappe ainsk une critique fequente, et souvent juséf, des anglo-saxons
vis-a-vis de la pratique francaise de “l'analyse des dmw®i qui, paradoxalement, cherche
“résumer au mieux l'information” mais produit plus de chiffres en sortie qu’il 'y en a eeehtr
Remarque. —L'ACP est une techniquénéaire optimisant un crigre quadratique elle ne tient
donc pas compte @ventuelles liaisons non Eaires et grsente une forte sensibdiaux valeurs
extremes.
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Analyse Factorielle Discriminante

1 Introduction

1.1 Donrees

Les donmees sont constiges de

e pvariablesguantitativesX ', ..., X” jouant le ble de variables explicatives comme dans le
mockle lincaire,

e une variablequalitativeT', am modalieés{7,...,7,,}, jouant le ble de variableéx expli-
quer.

La situation est analoguecelle de la&gression libaire multiple mais, comme la varialde
expliquer est qualitative, on abouitune néthode tés differente. Les variables sont obseeg sur
I'ensemble? desr individus affecés des poids; > 0, (3°;, w; = 1), etI'on pose

D = diagw; ;i =1,...,n).

La variableT engendre une partitioft2, ;¢ = 1,...,m} de 'ensemblé? des individus dont
chaqueclement est d’effectifi,.

On noteT (n x m) la matrice des indicatrices des modaditde la variabld"; son terme
géreral est
1 siT(w) =1y
tf = te(wz) = { ( Z) £

0 sinon
En posant
wy = Z W,
i€y
il vient

D = T'DT = diagwy, ..., wn).
1.2 Objectifs

Deux technigues cohabitent sous lame appellation d’analyse discriminante :
descriptive : cette néthode recherche, parmi toutes les ACP possibles sur les varigbleslle
dont les repesentations graphiques des individliscriminent“au mieux” lesm classes
engendées par la variablé’ (e.g. recherche de facteurs de risque en statistirdiaale) ;
décisionnelle : connaissant, pour un individu donles valeurs de¥’ mais pas la modaktde
T, cette neéthode consista affecter cet individila une modalé (e.g. reconnaissance de
formes). Cette rathode est &crite dans la partimoctlisationde ce cours.

43
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Remarque. —Lorsque le nombre et les caradstiques des classes sont connues, il s’agit d'une
discrimination; sinon, on parle delassificationou encore, avec des hypeétes sur les distribu-
tions, dereconnaissance deé&tanges

1.3 Notations

On noteX la matrice(n x p) des donies quantitative$x la matrice(m x p) des barycentres
des classes :
/
g1 1
CTDX = | ;| olg=— > wix,

gn1/ 1€

w]

G =

et X, la matrice(n x p) dont la lignei est le barycentrg, de la class&), a laquelle appartient
l'individu i :
X, =TG =PG;

P = TD 'T'D est la matrice de projectia®-orthogonale sur le sous-espace engernmrr les
indicatrices del" ; c’est encore I'esprance conditionnelle sachant

Deux matrices “cenéres” sont éfinies de sorte quk se cecompose en
X=X, +X,

avec
X, =X-X.etX, =X, —-1,%".

On noteégalemenG la matrice cenre des barycentres :
G=G-1,%".
On appelle alors variance intraclasse (within) esiduelle :
m
S, =X, ,DXT = Z Z wi(xi - gé)(xi - gf)la
(=14i€Q

et variance interclasse (between) ou exgtigu

m

S.=GDG =X,DX. =Y wi(g —%)(g — %)
=1

PrRoOPOSITION4.L — La matrice des covariances secdmpose en

S=8S,+8S,.
2 Deéfinition
2.1 Modele

Dans I'espace des individus, le principe consgsterojeter les individus dans une direction
permettant de mettre évidence les groupeA. cette fin, |l faut priviégier la variance interclasse
au cetriment de la variance intraclasse coggi@ comme due au bruit.
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En ACP, pour chaque effet a estimer, on ne dispose que d’une observatigndans le cas
de I'AFD on consi@re que le€lements d'une @me classé), sont les observationgpaeteesn,
fois du meme effetz, ponceré parw; = Zing w;. Le mockle devient donc :

{x; ;i =1,...,n}, nvecteurs inépendants dé&,

E(e;) =0, var(e;) =T,

T réguliere et inconnue, (4.1)
JA,, sous-espace affine de de dimensjate E tel que

Ve, zy € Ay, (¢ < min(p,m — 1)).

VO, Vi € Qy,X; = zp + €; avec{

Remarque. —Soitz = ) ;" , wyz,. Le modkle entréne quez € A,. Soit E, le sous-espace de
dimensiory de E tel queA, = z + E,. Les parargtresa estimer sonf), et{z,;¢{ =1,...,m};
wy est un paramtre de nuisance qui ne sera pas comsid

2.2 Estimation

L'estimation par les moindres c&s sécrit ainsi :

m
min Y wilxi— 23y ; dim(Ey) = ¢, 20—z € B,
T =1 ieq,
Commeona
m m m
DD willxi —zellig =D ) willxi —gellag + Y wellge — zellia s
=1 icqy (=1 icQy =1

on est condui& resoudre :

m
min {ngng — 2|3y ; diM(E,) = q, 20 —Z € Eq} )
/=1

Eque

La covariances?T" du mockle @.1) étant inconnue, il faut I'estiére. Ce modle stipule que
I'ensemble des observations d'uné&me classé; suit une loi (inconnue) de moyenmngl! et
de variancd’. Dans ce cas patrticulier, la matrice de covariances intraclasse ou matrice des co-
variances &siduelles empiriqueS,. fournit donc une estimation “optimale” de laétnique de

réference :

1:S_1

r

M=T

PROPOSITION4.2 — L’estimation des paraétresE, etz, du moaele4.1est obtenue par I’ACP
de(G,S; !, D). Cest I'’Analyse Factorielle Discriminante (AFD) d&X|T, D) .

3 Realisation de I'AFD

Les expressions matriciellesfinissant les re@isentations graphiques et les ai@esin-
terpretation é&coulent de celles de I'ACP.
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3.1 Matrice a diagonaliser
L'ACP de (G, S, !, D) conduita I'analyse spectrale de la matrice posii#/e'-symétrique :
G'DGS;'=8.S "1

CommeS; ! est eguliere, cette matrice est deéme rang qué. et donc de réme rang qué&
qui est de dimensiofmn x p). Les donieesétant centes lors de I'analyse, le rang de la matrice
a diagonaliser est

h =rangS.S;’!) <inf(m — 1,p),

qui vaut en gréralm — 1 c’esta-dire le nombre de classes moins un.

On noteA; > --- > A, > 0 les valeurs propres d8.S-! et vl,...,v" les vecteurs
propres,!-orthonornés assoés. On pose

A =diag(\y, ..., ) etV =[vl ... v

Les vecteurs’* sont appdisvecteurs discriminantst les sous-espaces vectoriels de dimension 1
gu’ils engendrent dansHesaxes discriminants

3.2 Representation des individus

L'espace des individus est (Rb. c.,S, ). Une repésentation simulta@e des individust;
et des barycentresy des classes par rapport augmes axes discriminants est obtenue dans cet
espace au moyen des coordéas :

C
C = GS;'v= D '"T'DC pour les barycentres.

XS, 'V pour les individus et

Les individus initiaux sont projés comme des individus su@phentaires dans le sgshe des
axes discriminants. Comme en ACP, on peut calculer des cosinés gaur peciser la qualé de
repesentation de chaque individu.

Il est utile de diferencier graphiqguement la classe de chaque individu afin de pouvoacégpr
visuellement la quali de la discrimination.

3.3 Representation des variables

L'espace des variables est’(Rb. c.,D). Chaque variablé{’ est repéseng par un vecteur
dont les coordorges dans le sysine des axes factoriels est une ligne de la mawiae /2.

3.4 Interprétations

Les interpétations usuelles : la norme est &cart-type, un cosinus d'angle est un coefficient
de corélation, doiventetre faites en termes @tarts-types et de c@ationsexpligieespar la
partition.

La repésentation des variables est uékspour intergetee les axes en fonction des variables
initiales conjointement avec la matrice des étations expligées variablesfacteurs Ze‘lVAl/Q.
La matriceX ! étant la matrice diagonale désarts-types expligso? c'esta-dire des racines
cariees de€lements diagonaux de la matriSe.

Le point pratique essentiel est de savoir si la @éspntation des individus-barycentres et des
individus initiaux permet de faire une bonne discrimination entre les clagfeged par la variable
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T. Si ce n'est pas le cas, 'AFD ne sértien, lesX’ n’expliquent pas’. Dans le cas favorable,

le graphique des individus permet d’integper la discrimination en fonction des axes et, celui des
variables, les axes en fonction des variables initiales. La egpttles deux permet 'integgation
deT selon lesX’.

4 Variantes de 'AFD

4.1 Individus de memes poids

L'AFD peut étre cefinie de diferentes facon. Dans la Etature anglo-saxonne, et donc dans
la version standard d’AFD du logiciel SAS (pémturecandisc ), ce sont les estimations sans
biais des matrices de variances “intra” (within) et “inter” (between) qui sont cerezd dans le
cas d'individus de r@mes poidd /n.

Dans ce cas patrticulier,
1 - 1. R
D = -1, etD = —diagni,...,n,) oun, = card )
n n

et les matrices de covariances empiriques ont alors pour terenesagx :
1 n
k I NN
S); = - > (@] =) (2} -7,

=1

1 — :

(Se)y = — > nelg —7)(gf = 7"),

=1

)5 = -5 S - gt - ab)

{=11€Qy

Du point de vue de le Statistique @rentielle, on sait que les quaastcalcukes ci-dessus ont
respectivementn — 1), (m — 1) et(n — m) degés de libe®. En congéquence, ce point de vue
est obtenu en remplacant dans les calculs

S par S*:LS,
n

Se par S=B= Lse,
m—1
S, par S;= L S,.

n—m

Les fesultats nurariques de I'AFD se trouvent alors moé#i de la fagcon suivante :

— matricea diagonaliser : SrSi1 = »mg.s-l
—valeurs propres : A = A,

— Vvecteurs propres : \%A = /v,

— repesentation des barycentres C" = nomC,

— repesentation des variables :  V*A*1/2 = /5 VAV
— corelations variables-facteurs : 7 'V*A*1/2 = 3B-IVALZ,

Ainsi, les repesentations graphiques sont identigaesn facteur cBchelle pés tandis que les
parts de variance explig@e et les codlations variables-facteurs sont inchaas.
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4.2 Meétriqgue de Mahalanobis

L'AFD est souvent introduite dans la Etature francophone comme un cas particulier d’Ana-
lyse Canonigue entre un ensemblepdariables quantitatives et un ensemblendeariables indi-
catrices des modadis deT". La proposition suivantétablit les relations entre les deux approches :

PROPOSITION4.3. — I'ACP de(G, S !, D) conduit aux rdmes vecteurs principaux que 'ACP

de (G,S~!, D). Cette derrgre est TACP des barycentres des classes lorsque I'espace des in-
dividus est muni de la étrique dite de Mahalanobidl = S~ et I'espace des variables de la
métrique des poids des classBs

Les tesultats nurariques de I’AFD se trouvent alors moéii de la facon suivante :

— matricea diagonaliser : S.S7!,
—valeurs propres : AT+A)L,
— vecteurs propres : V(I+ A2

— repesentation des barycentres C(I+ A)~1/2,
— repesentation des variables: VA2
— corélations variables-facteurs : X'V A /2,

Les repésentations graphiques des individus (voir ci-dessus) nerelift alors que d’'une ho-
mothétie et conduiserit des intergtations identiques, les cétations variables-facteurs ainsi que
les repésentations des variables sont inchzew

5 Exemples

Ce chapitre est illusée par une comparaison des sorties graphiques issues d’'une ACP et d’'une
AFD. Les doniges @crivent trois classes d’insectes sur lesquelstintealises 6 mesures ana-
tomiques. On cherchi savoir si ces mesures permettent de retrouver la typologie de ces insectes.
Ce jeu de donges “scolaire” conduia une bien meilleure discrimination que ce que I'on peut
obtenir dans une situation coite.

C’est ce qui se passe avec les dees bancaires. La discrimination obtenue n’est pes tr
nette, une meilleure le sera en corsaht une 8lection de variables plus adapt D’autre part, la
situation est ici tes particulere car la variabla expliquer n’ayant que deux modékt la dimen-
sion du sous-espace eétluitea un. Une deuxime dimension estegérée de facon &latoire afin
de rendre plus lisible la repsentation des individus.
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FIG. 4.1 —Insectes : premier plan factoriel de 'ACP.



50 Chapitre 4. Analyse Factorielle Discriminante
517
] a
] a
47: a a
] 2 a
37: aaaa?‘a
2 fa 2t
1 a 3 .
A i
X 17: a .
€ ]
2 07 5 b C c ("CC c
] c ©
1 . bb ° c % cc Ceq
z b %
-2 i bbb bb c
1 b c c c
-3 b D c® ¢
'47\”H\H‘w‘”w”‘w”H\HH\HH\HH UL O L B B R B BRI
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Axe 1

FIG. 4.2 —Insectes : premier plan factoriel de 'AFD.



5. Exemples 51

PSE&JDE
. ] 4+ + T 4&+%#73L ++4+ + o+ F +
] + + +
Lt 57 T +Egﬁﬂ’ii T +
0.97 g o FF G oy T
FRORE L R
J# T kT L
0.83.% . . Tu A VI
i+i o+ j%f¢ﬁff$+H@ﬁ i .
b + + +
0.7 i+§fﬁ+ +f++++ ﬁ*ﬁ %Qﬁ ++++++b+5r +%f++ i +
4 + He I A i +
] Ao Tt
T+ TR
0.6 &+ Lo+ S s Ty +
1+ +4 + +#*ﬂj¢ N
e T Fr+i i o F Ty
0.5 %" +4, s ntR AR
R
T T e P R SVETE + 7
,+H%F++ I+ H+ +#j‘i*%€+*‘¢ o +
] +
0.4:ti#i+f, o+ #ﬁ+—##;?i¢§+ T +
17 4+ Ty $+#¢+ﬂ Ty 7 "
0 3,’%4( + ++1ﬁ#++++j ;#JPL + t +
R T +++if#¢ T+ +
e T Ter iy '
0.2 = b Rt hn +++++++ o+
]+t H ﬁi*#ﬁiﬁ4i #++ fg# Lt
. +
R R + it +
0.1, Fooa B
. :#gjﬁ + o ﬂi ERARECTL e
, - + + 4 A R +
0 02*%# o+ * if+§fkﬁ*¢#+¢ il o+ Ty
" ‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘
-2 -1 0 1 2 3 4 5
CAN1

CARVPR o+ 0 + + + 1

FiG. 4.3 —Carte Visa : premier plan factoriel de I'AFD. L'axe 2 est issu d’un tiragéatbire,
'axe 1 ne fournit pas une discriminationés margée. Cela remet en cause la popssibilide
discrimination lireaire des deuc classes.
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Chapitre 5

Analyse Factorielle des
Correspondances

1 Introduction

1.1 Donrees

On consi@re dans ce chapitre deux variables qualitatives obssrgimulta@ment sum in-
dividus affecés de poids identiques'n. On suppose que la preeme variable, n&e X', posede
r modaligés noéeszy,...,zy,...,z,, €t que la seconde, ra®Y, pos&dec modaliés notes

yla"'vyhv"‘7y8'

La table de contingence asseea ces observations, de dimensiorx ¢, est noge T ; son
élément @rérigue estyy,, effectif conjoint. Elle se g@rsente sous la forme suivante :

| [ v [~ [wn |- [ ye [[sommesy
T iy |~ | Map | - | Nic N1y
Ty o1 o Ten Nye Ty
Ly Np1 | Nprp | * 0 Ny Ny
sommes[ nqy [+ [ngn |- [ne [ n
1.2 Notations
Les quantiés{ng = > 7 _jnm;l = 1,...,r} et{nyy = > y_ynm;h = 1,...,c} sont

les effectifs marginauxérifiant",_, n.y = Y . _, nyn = n. De fagon analogue, orédnit les
notions defréquences conjointdg,, = ng,/n) et defréquences marginale€es derréres sont
rangges dans les vecteurs :

g = [fl-i-u"’vf’r‘-i-]/a
Etgc = [f+17"'7f+0]/‘

Elles permettent deéinir les matrices :

D, = diagfl-i—v""f?“-l-)a
etD, = dia(.:Kf+17"'7f+c)'

53
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On seraégalement améra consi@rer les profils—lignes et les profils—colonnésidits deT.
Le ¢eme profil-ligne est

g e ey g ooy

T+ e+ T+
Il est consi@ré comme un vecteur dedret lesr vecteurs ainsi finis sont dispadss en colonnes
dans la matrice x r

e "en e }

1
A=-T'D '
n
De méme, leheme profil-colonne est
nip ngp, Nyh
{ e e }
Nth Nth Nth

vecteur de R, et la matrice- x ¢ des profils-colonnes est
1
B=_-TD_'.
n

1.3 Liaison entre deux variables qualitatives

DEFINITION 5.1. — On dit que deux variableX et Y sontnon lieesrelativementa T' si et
seulement si : .
V(ﬁ,h) € {1,...,7‘} X {1,...,0} TNy = M
n

Il estéquivalent de dire que tous les profils-lignes segeiux, ou encore que tous les profils-
colonnes sonégaux (voir chapitre).

Cette notion est cdlrente avec celle d'ifbendance en probabig. En effet, soif) =
{1,...,n} 'ensemble des individus obs&w et(2, P(2), P) I'espace probabil&s asso@& au
P est l'équiprobabilie; Mx = {z1,...,z.} et My = {y1,...,y.} désignent les ensembles
de modaliés, ou valeurs prises par les variablé®tY. On noteX etY les variables @atoires
assodkes aux 2 variables statistiqu&setY :

):( H(QP(Q),P) — (Mx,P(Mx)),
Y 1 (Q,P(Q),P) — (My,P(My));

Px, Py et Pxy désignent respectivement les probabgiimages éfinies par)N(, Y etle couple
(X,Y) sur(Mx,P(Mx)), My, P(My)) et (Mx x My, P(Mx) x P(My)); ce sont les
probabiliés empiriques. AlorsX etY sontnon lieessi et seulement st ety sontindépendantes
en probabilig (la vérification est imradiate).

On suppose maintenant gu'il existe une liaison edfret Y que I'on souhaitettudier. La
repesentation graphique des profils-lignes ou des profils-colonnes, au moyen de diagrammes en
barres paradiles, ainsi que le calcul de coefficients de liaison (Cramer ou Tschuprow) donnent une
premere icke de la variation conjointe des deux variables (voir chagjtree test duy? permet
de plus de s’assurer du carae significatif de cette liaison. Il est construit de la néagisuivante :

I'hypothese nulle est0 : X etY sont incependantes en probabé;
I'hypothese alternative edf1 : les variablesY etY ne sont pas ingpendantes.
La statistique de test est alors

T c ng+n+h)2

(nen

2 _ _ n .
X - NNt h )
(=1 h=1 n
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elle suit asymptotiquement (pour les grandes valeurs)det si I'hypotheseH0 est vraie, une loi
dex?a(r—1)(c—1) degeés de liberd. On rejette doné&l 0 (et I'on conclut au caraéte significatif
de la liaison) siy? dépasse une valeur particéie (valeur ayant une probakdifaible et fixee a
priori — en gréral 0,05 — détre cepasée par une loi dg? a(r — 1)(c — 1) deges de liberd).

1.4 Objectifs

Pour pEciser la liaison existant entre les variablset Y, on souhaite &finir un modctle
statistique susceptible de fournir des pagtes dont la re@sentation graphique (de type bi-
plot) illustrera les torrespondancésntre les modalés de ces 2 variables. Cette approche sera
déevelopgee au paragraphe 3.

Une autre approche &s courante dans la Etature francophone, consistegfinir I'’Analyse
Factorielle des Correspondances (AFC) con@tamt le esultat d’'une double Analyse en Compo-
santes Principales

e I'ACP des profils—lignes,

e I'ACP des profils—colonnes,
relativementa la nétrique dite duy?. Cette approche estgsenge au paragraphe 2.

Remarque. —

i. Toute structure d'ordre existaaventuellement sur les mod&kt deX ou deY estignoge
par 'AFC

ii. Tout individu pésente une modaditet une seule de chaque variable.
iii. Chaque modali doit avoiréte obserée au moins une fois ; sinon, elle est sup@ém

2 Double ACP

2.1 Metriques du y?

Les correspondances entre modeévoqlees au paragrapheguédant se trouvent expriees
en termes de distances au sens d’une certaiteigne. Ainsi, chaque modaditc, de X est ca-
racérisee par son profil-ligne repsené par le vecteun’ de I'espace R muni de la base ca-
nonique (les coordor@es dea’ sont leséelements de ldéme colonne dé\). De néme, chaque
modali& y, deY est caradirisee par son profil-colonne regsené par le vecteub” de I'espace
R" muni de la base canonique.

Ces espaces sont respectivement munis deagues, dites dy?, de matriced_ ! etD; L.
Ainsi, la distance entre deux modaktz, etx; de X s'écrit

C
A 1 A
J4 l
laf el = D7 (af, — b,
h=1

et de néme pour les modaéis deY. La métrique duy? introduit les inverses deséguences
marginales des modadis deY commeponcerationsdesécarts entreelements de deux profils
relatifsa X (et reciproquement); elle attribue donc plus de poids @tarts correspondarasdes
modali€és defaible effectif(rares) poult.

2.2 ACP des profils—colonnes

On s'interesse icia 'ACP du triplet (B’, D"}, D,). Dans cette ACP, les “individus” sont
les modaliés deY’, carackristes par les profils—colonnes @& ponderées par les &quences
marginales correspondantes et ra@gjen lignes dans la matriBg.
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PROPOSITION5S.2 — Lesélements de 'ACP déB’, D, !, D) sont fournis par I'analyse spec-
trale de la matrice caree,D; !-synétrique et semi-&finie positivéBA..

PreuveElle se construit en remarquant successivement que :

i. le barycentre du nuage des profils—colonnes est le vegtelrs fequence marginales de,
ii. lamatriceBD.B’ — g, D.g/. joue le Ble de la matrice des variances—covariances,

iii. la solution de I'ACP est fournie par la D.V.S. (B’ — 1g/,, D,-!, D..), qui conduita rechercher les
valeurs et vecteurs propres de la matrigd/1)

BD.B'D,! -g,D.g. =BA —g,g D ' (carBD,'=D;'A)

iv. les matrice BA — g,g/ D, ! et BA ont les némes vecteurs propres as$é®s aux rames valeurs
propresa I'exception du vecteug, assoct a la valeur propre\, = 0 de BA — g,g/ D! etala
valeur propre\g = 1 de BA.

O

On noteU la matrice contenant les vecteurs prodes'—orthonornés deB A.. La repésentation
des “individus” de 'ACP eali€e fournit une re@sentation des moda de la variablé”. Elle
se fait au moyen des lignes de la matrice des “composantes principAB4V)) :

C.=B'D; 'U.

2.3 ACP des profils—lignes

De facon syratrique (ou duale), on s'iatessex I'ACP des “individus” modalis deX ou
profils—lignes (la matrice des doaes esfA’), poncerés par les fequences marginales des lignes
deT (la matrice diagonale des poids &) et utilisant la nétrique duy?. Il s’agit donc de 'ACP
de(A’, D1, D,).

PROPOSITION5.3. — Lesélements de 'ACP déA’, D!, D,.) sont fournis par I'analyse spec-
trale de la matrice carge,D_ '-synétrique et semi-&finie positiveAB.

On obtient directement legsultats en permutant les matrickset B, ainsi que les indices
etr. NotonsV la matrice des vecteurs propres de la matAds ; les coordonées permettant la
reptesentation les modadis de la variabl& sont fournies par la matrice :

C,=AD;'V.
Sachant quév contient les vecteurs propres @B et U ceux deBA, le theoeme A.1)

montre qu'il suffit de ealiser une seule analyse, car lesultats de I'autre s’enédluisent simple-
ment :

V = AUAYZ
U = BVA /2

A est la matrice diagonale des valeurs propres (ekegpt= 0) communes aux deux ACP
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C. B'D,'U=B'D;!BVA~/2=D_'ABVA~ /2 =D_'VA!/2
C, = A'D;'V=D;'UAY2

On en éduit les formules dites deansition:

C. B'C,A1/2
C, = A/C.A2

La repisentation simult@e habituellement construite partir de ces matrices (option par
déefaut de SAS) n’est pas a priori juséiéi. On lui donnera un sens dans les paragraphes suivants.

3 Modeles pour une table de contingence

Onécrit d’abord que chaqueéquencefy, deT correspond I'observation d’une probabiét
théoriquep;, ; on mocklise donc la table de contingence par cette distribution de prol&sbilin
précise ensuite le maéde en explicitant Ecriture dep,. Diff érents modles classiques peuvent
étre consiéres.

3.1 Le mocktle log—lirgaire

Il consisteaécrire :
In(pen) = p+ ap + Br + ven
avec des contraintes le rendant identifiable. Ce&fmdes classique, ne sera pasvdlop ici.
On pourra se reporter, par exemgeBishopet al. (1975).

3.2 Le mocktle d’association
Il est encore appélRC-moele, ou moéle de Goodman (1991) :

q
Pen = Y3 exp (Z ¢kuek1/hk> ~

k=1
Ce mockle, muni des contrainte®oessaires, permet de structurer les interactions et de faire des
repesentations graphiques des lignes et des colonn@salemoyen des paragtresy« i et vp.

Ces pararatres peuvergtre estinds par maximum de vraisemblance ou par moindregsarr

3.3 Le mockle de corg€lation
Onécritici :
q
Pen = PerPan + 3V Akufvf, (5.1)
k=1
avecqg <inf(r —1,c—1), \y > --- > X\, > 0 et sous les contraintes d'identifiab#isuivantes :
(&

-
Zulg = Zv,’f = 0,
=1

h=1
Ep-1.0 — K110 — .
uw' D uw =viD, v = .
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Remarque. —
i. Le mockle 6.1) ci-dessus egtquivalent au magle consiéré par Goodman (1991) :

q
Peh = Pe+P+h (1 +) v Akff”ﬁ) , (5.2)
k=1

moyennant une homothie sur les paragires.

.. - q k k . 74 ~ 3 ya ,_ s

ii. Laquantie) ;| v/ ugvy exprime Iecarta l'indépendance pour la cellule congiée.

iii. Le mockle suppose que cétart se dcompose dans un sous—espace de dimensian
min(c — 1,7 —1).

iv. Les estimations des par&tnesp,,, pin, \x, u*, v¥ peuvenitre galiges par maximum de

vraisemblancé ou par moindres cags. Dans le contexte de la statistique descriptive, qui
est celui de ce cours, il est naturel de retenir cette degrsolution.

3.4 Estimation Moindres Carrés dans le moéle de coriélation
Critere

Consickrons les espaces‘Rt ™ munis de leur base canonique et de led@tnigue duy?
respectives et notorB le tableau des probabiis tteoriques éfinies selon le mage 6.1). Le
critere des moindres c&s sécrit alors :

2

1
-T-P
n

(5.3)

min
P

D 'D;?
Estimation

PrROPOSITIONS.4. — L'estimation des paraétres de $.1) en résolvant §.3) est fournie par la
D.V.S. de(%T, D_!,D; ') alordre q. Les probabilies marginaleg,, etp.; sont estirges par
fes et £y, tandis que les vecteuns® (resp.v*) sont vecteurs propres de la matrifA (resp.
AB) assocés aux valeurs propres;.

On obtient ainsi, d’'une autre facon, 'AFC de la table de conting8nce
PreuveElle se construia partir de la D.V.S. d¢1 T, D', D) :

min(r—1,c—1)

1
D D
k=0

ol les vecteursi® (resp.vk) sont vecteurs propreB; '—orthonornés (respD_ !-orthonornés) de la
matrice

1 1 1 1
—TD;'-T'D, ! = BA (resp.—T'D,'-TD_! = AB),
n n n n

assooks aux valeurs propres..

De plus, le vecteug, = u' (resp.g. = v°) est vecteur propr®, -norne (resp.D_!-norne)
de la matriceBA (resp.AB) assoc a la valeur propre\, = 1. Enfin, les matriceAAB et BA sont
stochastiquéset donc les valeurs propreénifient :

T=X> M\ > > ), >0.

1 On suppose alors que lespe, sont les paragtres de lois de Poisson iagendantes conditionnellementeur
somme qui est fize etegalean.
2 Matrice reelle, caree,a termes positifs, dont la somme des termes de chaque ligne (ou chaque colonne) vaut 1.
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En identifiant les termes, I'approximation de rafgt 1) de la matriceP s'écrit donc :
=N q
Pq = grgé —+ Z \/ )\kukvk
k=1

et les prop@tes d’orthonormalié des vecteurs propres assurent que les contraintes dzlevsmoht @rifiees.

a

4 Représentations graphiques

4.1 Biplot
La decomposition de la matric#T se transforme encore en :

min(r—1,c—1)

Jen — for fon uy Uh
fosfon Z \Ffu fen

En se limitant au rang, on obtient donc, pour chaque cellle i) de la tableT’, une approxima-
tion de sorécart relatifa I'indépendance comme produit scalaire des deux vecteurs

e 1/4 h 1/4
A et
forF fon k

termes @rériques respectifs des matrices
D, 'UAY* etD VA4,

qui sont encore les estimations des vecteyrst n, du mockle 5.2 Leur repésentation (par
exemple aveg = 2) illustre alors lacorrespondancentre les deux modadisx, etyy, : lorsque
deux modaliés,éloigrées de I'origine, sont voisines (resp. oppes), leur produit scalaire est de
valeur absolue importante ; leur cellule conjointe contribue alors fortement et demmansitive
(resp. regative)a la cependance entre les deux variables.

L'AFC apparat ainsi comme la meilleure reconstitution degéduencesf,,, ou encore la
meilleure repesentation degcarts relatifsa I'indépendance. La repsentation simult@e des
modali€s deX et deY se trouve ainsi pleinement juségé.

4.2 Double ACP

Chacune des deux ACRali€e permet une repsentation des “individus” (modagis) appro-
chant, au mieux, les distancesgtientre les profils—lignes d’une part, les profils—colonnes d’autre
part. Les coordories sont fournies cette fois par les matrices (de composantes principales)

C, =D 'UAY%2etC.=D_'VA/2

Méme si la repgsentation simult@®e n’a plus alors de justification, elle reste couramment
employee. En fait, les graphiques obtenus &lifint tés peu de ceux du biplot; ce dernier sert
donc de “caution” puisque les integtations des graphiques sont identiques. On notera que cette
representation issue de la double ACP est callalige par la plupart des logiciels statistiques
(c’est en particulier le cas de SAS).
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4.3 Representations barycentriques

D’autres repesentations simulté@es, appéles barycentriques, sont propes en utilisant les
matrices

D 'UAY2 etD VA,

ou encore les matrices
D, 'UA etD;'VA'/2

Si I'on consicere alors, par exemple, la formule de transition
C,=A'CAA™/? = CA? = A'C. <= D;'UA = A'D;'VA'/Z,

on voit que dans la seconde des Bsmntations ci—dessus, chaque moéalide X est repesenée
par un vecteur qui est barycentre de I'ensemble des vecteursé&saagimodalés deY’, chacun
d’eux ayant pour poids&lément correspondant dieme profil-ligne. & encore, la re@sentation
simultaree s’en trouve parfaitement juséiéi. Malheureusement, dans la pratique, lesrtations
barycentriques sont souvent illisibles ; elles sont, de ce fag,feu utilies.

4.4 Autre représentation

La pratique de '’AFC montre que l'interptation des graphiques est toujours lame, quelle
gue soit la regesentation simultaé@®e choisie parmi les 3 ci-dessus.

On peut ainsi envisager d'utiliser, pour une Eg@ntation simultéée des modakits deX et
deY’, les coordonéaes fournies respectivement par les lignes des matrices

D 'U et D_'V.

L'interprétation du graphique sera toujours I&mme et les matrices ci—dessus, outre leur
simplicite, pesentent I'avantage de conduire a une &spntation graphique qui reste invariante
lorsque I'on utilise la technique d’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (voir cha-
pitre suivant) sur les do@es consiérées ici.

4.5 Aidesa l'interpr étation

Les qualies de regEsentation dans la dimension choisie et les contributions des nésdadit
X ou deY se ceduisent aisment de celles de 'ACP Ces quaasitsont utili€esa la fois pour
choisir la dimension de I'AFC et pour integter ses@&sultats dans la dimension choisie.

Mesure de la qualé globale

Pour une dimension doéeq (1 < ¢ < d = inf(r — 1,¢ — 1)), la qualie globale des
repesentations graphiques en dimensj@e mesure par le rapport entre la sommedeemeres
valeurs propres de I'AFC et leur somme cogtplde 1ad.

Compte—tenue de la propie 2221 A\, = ®2 (voir en 6.1), la qualé de la repgsentation dans
la k—ieme dimension &crit
nAg

FSh
On parle encore de part du khi—deux expéquar lak—ieéme dimension (voir les sorties du logiciel
SAS).
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Mesure de la qualé de chague modatit

Pour chague modatitde X (resp. de&¥), la qualig de sa ref@sentation en dimensigrse me-
sure par le cosinus c&de I'angle entre le vecteur ré&ggentant cette modditlans R (resp. dans
R") et sa projectioD_ !-orthogonale (resfD, '-orthogonale) dans le sous—espace principal de
dimensiory.

Ces cosinus caes s’obtiennent en faisant le rapport des sommes appaspdes caes des
coordoniges extraites des lignes @& (resp. deC.).

Contributionsa I'inertie totale

L'inertie totale (en dimensiod) du nuage des profils—lignes (resp. des profils—colonnes) est
égalea la somme degvaleurs propres. La part due aieme profil-ligne (resp. aj+ieme profil—
colonne) valantf,, zgzl(c’:z)Z (resp.fin E‘Zzl(cléh)Q), les contributionsa 'inertie totale s’en
déduisent imraédiatement.

Contributionsa I'inertie selon chaque axe

Il s’agit de quantiés analoguea celles ci—dessus, dans lesquelles il n'y a pas de sommation
sur l'indice k. Ces quantés sont utilies dans la pratique pouglectionner les modaés les
plus importantes, c'esb—dire celles qui contribuent le plada cefinition de la liaison entre les 2
variablesX etY.

Remarque

En g¢éréral, on n'interpéte pas les axes d'une AFC (en particulier parce qu’il n'y a pas de
variable quantitative intervenant dans I'analyse). L'intétation s’appuie surtout sur la position
relative des diftrentes modakis re@rées comme les plus importantes.

5 Exemple

L'exemple des donees bancaires se e mala une analyse des correspondances, aucun
couple de variable qualitative ne condaitles reggsentations iressantes. La table de contin-
genceétudiee dcrit la iepartition des exploitations agricoles deéaion Midi—Pyérges dans les
différents @partements en fonction de leur taille. Elle croise la variable qualitdépartement
a 8 modaliés, avec la variabl&ille de I'exploitation quantitative écouee en 6 classes. Les
donrees, ainsi que le€sultats nurariques obtenus avec la pémturecorresp de SAS/STAT,
sont fournis en annexe.

La figure5 présente le premier plan factoriel utilisant les coordesmobtenues pagthut,
c’est-a—dire celles de la double ACP.

6 Complements

6.1 Propriétes

e Formule de reconstitution des dodws.On appelle ainsi 'approximation d’ordig(c’est—
a—dire fournie par 'AFC en dimensiay) de la table des &guences initiales};(I‘) :

q
fon = for Fin >N Mupor.
k=1
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FiGc. 5.1 —Reépartition des exploitations agricoles par taille et pamhrtement. Premier plan de
I'AFC.

e Les valeurs propresarifient :
d
> =%
k=1

En effet, on erifie facilement :

d 2
rAB=Y N=1+% =14 9%
n
k=0

d’ou le resultat.

6.2 Invariance

e Lestables de contingen@etaT, o € R’ , admettent la idme AFC évident).

e Proprié® d'équivalence distributionnelle si deux lignes der, ¢ et i, ont des effectifs
proportionnels, alors les reggentations de, etx; sont confondues (leurs profils sont iden-
tiques) et le regroupement dg et z; en une seule modadit(en additionnant les effectifs)
laisse inchanges les refsentations graphiques @me chose pour les colonnes 9.
Cette propte est une corégjuence de la atrique duy?.

6.3 Choix de la dimensiory

Le choix de la dimension pose le€mes prol#mes qu’en ACP De nombreuses techniques
empiriques onéte propoges (essentiellement : part d'inertie explgieboulis des valeurs propres).
Il existe également une approche probabiliste qui peut donner des indicatiéressantes. Nous
la détaillons ci—-dessous.

Posons

q
“q k. k
nzh =nforfrntn E V ARUug vy,
k=1
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estimation d’ordrey de I'effectif conjoint de la cellulg/, k). Alors, sous certaines conditions
(échantillonnage, grand, moéle multinomial ...), on peut montrer que

r c (néh_gz\h)g d
Kq:ZZT:n Z py

(=1 h=1 Toop k=q+1

suit approximativement une loi dg a(r—g—1)(c—q—1) deggs de liberé. On peut donc retenir
pour valeur dey la plus petite dimension pour laqueltg, est infrieurea la valeur limite de cette
loi. Le choix ¢ = 0 correspondh la situation @ les variables sont proche de I'igpendance en
probabiliés ; les fequences conjointes sont alors bien appeestpar les produits de€fjuences
marginales.
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Chapitre 6

Analyse des Correspondances Multiples

Cette neéthode est uneggéralisation de I'Analyse Factorielle des Correspondances, permet-
tant de @crire les relations entrg (p > 2) variables qualitatives simultément obseres sur
n individus. Elle est aussi souvent utéis pour la construction deeorescomme pealablea une
méthode de classification (Bas dynamiques)atessitant des doéas quantitatives.

1 Codages de variables qualitatives

1.1 Tableau disjonctif complet

Soit X une variable qualitativé ¢ modalies. On appelleariable indicatricede lak—iéme
modalié dex (k = 1,.. ., ), la variableX;, définie par

N 1 SiXXi)ZZA%,
X (@) = { 0 sinon,
ou ¢ est un individu quelconque &t est lak—ieme modalié deX . On noteran,, I'effectif de Xj.

On appellanatrice des indicatricedes modalits deX, et I'on noteraX, la matricen x c de
terme @reéral :

k
r; = X (7)
On \érifie :
(& n
a¥ =1,Vi et fo = Ny.
k=1 =1
Consicerons maintenant variables qualitativex®, ..., X?. On notec; le nombre de moda-

lites deX?, c = 3°F_, ¢; etX; la matrice des indicatrices d&’.

On appelle alorgableau disjonctif complda matriceX, n x ¢, obtenue par concanation des
matricesX; :
X = [Xqf -+ [Xp).
X vérifie :
(& n (&

Z f =p,Vi et Zfo = np.

k=1 i=1 k=1
D’autre part, la somme deséments d’'une colonne dK estégalea I'effectif marginal de la
modali€ de la variableX’ correspondari cette colonne.

65



66 Chapitre 6. Analyse des Correspondances Multiples

1.2 Tableau de Burt

On observe toujourp variables qualitatives sur un ensemblerdadividus. On appellea-
bleau de Burta matriceBB, ¢ x ¢, définie par :

B=X'X.

On peutecrireB = [B;] (j = 1,...,p;1=1,...,p),; chaque blod3;;, de dimensiom; x c;, est
défini par :
B = X}Xl.

Sij # [, B est la table de contingence obtenue par croisement des variables lignes etX’
en colonnes. Sj = [, le bloc diagonaB3;; est lui-néme une matrice diagonalénfiant :
Bjj = dlag(njl, e ,niy_).

La matriceBB est synetrique, d’effectifs marginaun; p et d'effectif totalnp?.
1.3 Ladémarche suivie dans ce chapitre

La géréralisation de 'AFCa plusieurs variables qualitatives repose sur certaines ptegri
obsenges dans le caslementaire & p = 2. On s'interesse tout d’abord auesultats fournis
par 'AFC usuelle eali®e sur le tableau disjonctif compl&t = [X;|X] relatif & 2 variables
qualitativesX ! et X2; X est alors consilé comme une table de contingence (paragraphe 2).
Ensuite, on suit la @me @&marche avec 'AFCé&alige sur le tableau de BuB relatif a X!
et X? (paragraphe 3). Enfin, en utilisant les pré@tés obtenues dans les deux premiers cas, on
géréralise cette double approcheun nombre quelconquyede variables qualitatives ; oréfinit
ainsi I'’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (paragraphe 4).

2 AFC du tableau disjonctif complet relatif a 2 variables

2.1 Donrees
On note toujoursX ! et X? les 2 variables qualitatives conéiées etr et ¢ leurs nombres
respectifs de modaés.

Les matrices intervenant dans I’AFC usuelle sont reprises ici avecdesemnotations, mais
surligrées. On obtient ainsi :

Y g
(I
1=
=
E
z

> O

I 1
o= 3
o
Yo
T
>

tw
I

=
o

On consi@re ici 'AFC comme une double ACP : celle des profils—ligiespuis celle des
profils—colonne®.
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2.2 ACP des profils—lignes

Les profils—lignes, provenant @&, sont assoéis auxn individus obserés. Leur ACP conduit
ainsia une repgsentation graphique des individus, inconnue en AFC classique.

PrRoOPOSITIONG6.L — L’ACP des profils—lignes issue de I'AF€alisce sur le tableau disjonc-
tif complet assoé a 2 variables qualitatives conduit I'analyse spectrale de la matricﬁc_l—
synétrique et positive :

—= 1

A 1.

Lesr + c valeurs propres dé B s’écrivent

IREIVY

1225 5

ol les )\, sont les valeurs propres de la matrideB (donc celles de 'AFC classique d€' et
X2,
=1 , ,.
Les vecteurs propreB, —orthonornés asso@s se mettent sous la forme

— 1| U
V2M’

la matriceU (resp.V) contient les vecteurs proprd3, ! —orthonornés (respD_ !-orthonornés)
de la matriceBA (resp.AB); autrement dit, les matricel et V sont les matrices de vecteurs
propres obtenues en faisant 'AFC classique de la table de contingence craisaattX 2.

La matrice des composantes principalescsit

C, = - [X,C, + X3CJ A2,

1
2

ou C,. etC, sont encore les matrices de composantes principales de I'AFC classique.

Dans la pratique, on ne consie que lesl = inf(r — 1,c¢ — 1) plus grandes valeurs propres
différentes de 1, ainsi que les vecteurs propres @&ssdogs valeurs propres sont réeg dans la
matrice

. 1
M = dlag(ula .. '7Md) = 5 |:Id + A1/2:| .
Les autres valeurs propres non nulles sont @ukartifice de construction de la matriéediago-
naliser ; elles n’ont donc pas de signification statistique.
On notera que la matric€,, n x d, fournit les coordon@es permettant la re@gentation
graphique des individus sur les axes factoriels.
2.3 ACP des profils—colonnes

Les profils—colonnes sont assesiaux- + ¢ modali€s des variables. Leur ACP conduit donc
a une repesentation graphique de ces modaidont on verra qu’elle estes voisine de celle
fournie par une AFC classique.
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PROPOSITIONG6.2 — L’ACP des profils—colonnes issue de I'’AR&lisee sur le tableau disjonc-
tif complet assoé& a 2 variables conduié I'analyse spectrale de la matricﬁ;l—synétrique et
positive :

—_— 1

BA = - (XD, X} +XoD X)) .

Lesr + c valeurs propres non nulles d&@ A sont lesyy,.

=1 , L.
Les vecteurs propre®, —orthonornés assodés se mettent sous la forme :
=_ 1= 1
U=-CM .
n

La matrice des composantes principalescsit :

= | G —1/2041/2
- [ & |

Ainsi, 'AFC du tableau disjonctif complet permet,agre aux coordoré@es contenues dans
les lignes de la matric€,, une repésentation simult@e des modalits des 2 variables. Cette
repesentation estéss voisine de celle obtenue par 'AFC classiquidirde au chapitre @eedent.

Une simple homotétie sur chaque axe factoriel, de rappgri;—‘/?, permet de passer de l'uae
l'autre.

De plus, cette approche permet aussi @&aiser une ref@sentation graphique des individus
avec les coordorées contenues dans les lignes de la mattigeA un facteur pes, chaque indi-
vidu appar#t comme le barycentre des 2 modaditqu’il a pésenées. Dans le cadion est grand,
le graphique des individus @anmoins peu d'i@ét ; seule sa formeggérale peut en avoir un.

Remarque. —Si, dans I'AFC classique, on choisit d’utiliser, pour la reggntation simultare
des modaliés deX ' et deX?, les lignes des matrices

C:=D;'U=C,A2etC: =D.'V = C.A7/2

T

(voir chapitre pecddent, sous—section 4.4), alors on obtient par AFC du tableau disjonctif complet
la matrice
koo C:
C.=CM /2= [ c]
il y a invariance de la repisentation des modas lorsqu’on passe d’uneétihodea I'autre. Pour
les individus, on obtient

—x 1
C, =5 [XiCl + XxC] M~ 1/2

(le commentaire est alors leéme qu'avecC,).

3 AFC du tableau de Burt relatif a 2 variables

Dans cette section, on s'érfesse auxéasultats fournis par 'AFCéaalife sur le tableau de
Burt B = X'X, (r+c) x (r+¢), relatif aux 2 variablesc ! et X2 ; B est encore consiié comme
une table de contingence. La matri8&tant synétrique, les profils—lignes et les profils—colonnes
sont identiques;; il suffit donc de conéi@r une seule ACP

Les notations des matrices usuelles de 'AFC sont mainter@anilisees surmoi@es d'un
tilde. On obtient ainsi :
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T nD.
—~ ~ 1[D, 0] 1, =
DT - Dc2|:0 Dc:| iA*Dcy
~ ~ 1 Ir B o
e

On consi@re encore 'AFC comme I'ACP des profils—lignAs(ou des profils—colonnes).

PROPOSITION6.3 — L'ACP des profils—lignes (ou des profils—colonnes) issue de I'&alisee
sur le tableau de Burt assaxa 2 variables qualitatives condudt I'analyse spectrale de la ma-

~ 1
trice D, —synétrique et positive :
AB=[AB]’.
. —~— -1 .
Elle admet pour matrice de vecteurs propids —orthonornés

ﬁ:v:vzl[U]

Les valeurs propres ass@gs erifient : vy, = p3.
La matrice des composantes principalescsit :

a:a:[ﬂ]er
Cc

La matriceC,. fournit les coordongaes permettant une r&@entation simultae des modakts
des deux variablesA une homotletie pes, cette ref@sentation est identique celle de I'AFC
classique, &alife sur la table de contingend&(mais le rapport d’homottie, sur chaque axe,
n'est plus le me gu’avecC,).
Remarque. —

e Enreprenant les notations de la remargig on obtientici :

G (-c-em-ci-| & |.
CC
Ainsi, si I'on utilise ce mode de repsentation graphique, les trois approches de I'AFC que
nous avons f@senées conduiserit la néme repésentation simultée des modaks des 2
variables : il y a donc invariance de cette reggntation.

e Dans les deux cas d’AFC congiés dans ce chapitre (sur tableau disjonctif complet et
sur tableau de Burt) on trouve, par construction, des valeurs propres non nulles sans signi-
fication statistique. En coBguence, les ciétes de qual@ s’exprimant comme une “part
d’inertie expligwee” n'ont plus de signification.

e L'AFC sur tableau de Burt ne prend en compte que I'information contenueSiajs ne
consicere que les croisements de variables prises @edeux. En coréxjuence, les inter-
actions de niveau plusleve sont ignoees par cette approch& moins de praedera des
recodages de variables comme I'explique I'exempéspné dans la section 5.
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4 Analyse Factorielle des Correspondances Multiples
4.1 Deéfinition

On consi@re maintenani variables qualitative& > 3) notees{ X7 ;j = 1,..., p}, posgdant
respectivement; modaliés, avee = Zle c;. On suppose que ces variables sont olesgEs\sur
les memesn individus, chacun affeétdu poidsl /n.

SoitX = [X;|---|X,] le tableau disjonctif complet des observatioXs€stn x c) etB =
X'X le tableau de Burt correspondai ést care d'ordrec, symetrique).

DEFINITION 6.4 — On appelle Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (AFCM) des
variables(X!, ..., XP) relativement I'échantillon consiéré, 'AFC réaliste soit sur la matrice
X soit sur la matriceB.

On noteni (1 <5 <p1l <k <) leffectif de la k—ieme modali de X7, D; =
1 . ; ; . , .
— diag(n{, ... ,ny,) etA = diag(D;...D,) (A est carée d'ordrec et diagonale).
n

4.2 AFC du tableau disjonctif completX

Comme dans le cgs= 2, on reprend les notations de 'AFC classique en les surlignant. On
obtient ainsi :

T = X;

— 1

DT = 7ITL’
n

— 1

Dc = - )
p

— 1

A = -X:
p

_ 1 _1

B = XA
n

ACP des profils—lignes

PROPOSITIONG.5 — L’ACP des profils—lignes issue de I'AFEalise sur le tableau disjonctif
complet dep variables qualitatives condué I'analyse spectrale de la matricﬁc_l—synétrique
et positive :
— 1
AB=—BAL
np

llyam (m < c¢— p) valeurs propres n&esuy, (0 < pr < 1) rangées dans la matrice
diagonaleM.

. ——1 . L. .
La matrice des vecteurs proprd3, —orthonornés asso@s se dcompose en blocs de la
facon suivante :
Vi
V= : ;
Vp
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chaque blocV; est de dimensioa; x m.
La matrice des composantes principalescsit :

p
C, =) X;,D;'V;,.
j=1

Comme dans le cas = 2, la matrice des composantes principales permegdéser une
repesentation graphique des individus dans laquelle chacun ap@awa facteur grs, comme le
barycentre deg modalies qu'il a pesenges.

Remarque. —La géréralisation au cag > 2 restreint les propéites. Ainsi, les vecteurs des blocs
V; ne sont pas les vecteurs prop[e;l—orthonornéas d’'une matrice connue.

ACP des profils—colonnes

PROPOSITIONG.6. — L'ACP des profils—colonnes issue de I'AR&aliste sur le tableau disjonc-
. . - =1 L .
tif complet dep variables conduit I'analyse spectrale de la matrida, —synetrique et positive :

1 1 &
BA=_—XA'X'=—) X,D;'X].
np np

. ——1 , L ege
La matrice des vecteurs propres, —orthonornés \erifie :

U=BVM /2

La matrice des composantes principalescsit :
C. = pA_1VM1/2 ;

elle se @compose en blocs sous la forme :
C,
CP

Chaque blodcC}, de dimensiore; x m, fournit en lignes les coordoges des modaét de la
variable X’ permettant la re@sentation graphique simuléea
4.3 AFC du tableau de BurtB

Le tableau de BuB = X'X, carie d’ordrec, étant synétrique, les profils—lignes et les profils—
colonnes sont identiques ; on ne comsaldonc ici qu'une seule ACP

En utilisant encore le tilde dans ce cas, les matrices usuelles de I'AFC deviennent :

T - B:

_ ~ 1

Dr = Dc:*A:Dcv
p

~ 1
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PROPOSITIONG.7. — L'ACP des profils—lignes (ou des profils—colonnes) issue de ' Aaliste
sur le tableau de Burt assdda p variables qualitatives condué I'analyse spectrale de la ma-

.o~ -1 L, .
trice D, —synetrique et positive :

AB=[AB]’.

: ——1 , =~
Elle admet pour matrice de vecteurs propids —orthonorngsU =V = V.
Les valeurs propres ass@é@s erifientyy, = p3.
La matrice des composantes principalescsit :

La matriceC, fournit les coordonaes permettant la reggentation simultée des modakts
de toutes les variables (on ne peut pas faire deesggmtation des individus si I'on fait 'AFC du
tableau de Burt).

4.4 Variables illustratives

Soit X° une variable qualitativel c, modaligs, obsere sur les ramesn individus que les
X7 et n'étant pas intervenue dans 'AFCM Sdlf; la table de contingence x c; croisant les
variablesX? en lignes etX’ en colonnes. L'objectif est maintenant de &genter les modadis
de cette variable supgentaireX? dans le graphique de ’AFCMealise surX', ..., XP. Pour
cela, on consiére les matrices :

B[) = [T01| e |T0p] N
1 . 0 0
Dy = Edlag(nh'"anco);
1
Ay = —D;'B,.
np

Les coordonées des modaéit de la variable supimnentairesy? sur les axes factoriels sont
alors fournies dans les lignes de la matrice

Co= AgD, 'V = pA,A~'V.

4.5 Interprétation

Les repesentations graphiques sont int@&@tpes de magire analogué ce qui est fait dans
I'AFC de deux variables, bien que la ré&sentation simultére des modak#s de toutes les va-
riables ne soit pas, en toute rigueuweliement justife.

Les “principes” suivants sont donc appli&g:

e oninterpete globalement les proxingis et les oppositions entre les modsditles diférentes
variables, comme en AFC, en prigdiant les modali@s suffisammentloigrees du centre
du graphique (attention aux modabt faible effectif!) ;
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e les rapports de valeurs propres ne sont pas irit&ples comme indicateurs de guatio-
bale ; on peut@anmoins regarder l&droissance des pregnes valeurs propres pour choisir
la dimension;

e les coefficients de quaditde chaque modadithne peuvent pastre interpetes; seules les
contributions des modafita l'inertie selon les axes sont integtes, selon le Bme prin-
cipe qu’'en AFC

5 Exemple

L'AFCM ne donne pas non plus désultats inéressants sur les dages bancaires.
5.1 Lesdonrees

La littérature anglo—agricaine pesente souvent des daes relatives plusieurs variables
qualitatives sous la forme d’une table de contingerwapkte(5.1). C'est le cas de I'exemple ci—
dessous quigkrit les Esultats partiels d’une engte alige dans trois centres hospitaliers (Bos-
ton, Glamorgan, Tokyo) sur des patientes atteintes d’un cancer du sein. On se pr@adied’
la survie de ces patientes, trois anseade diagnostic. En plus de cette information, quatre autres
variables sont connues pour chacune des patientes :

le centre de diagnostic,

la tranche dage,

le degé d’inflammation chronique,
'apparence relative @nigne ou maligne).

L'objectif de cetteetude est une analyse descriptive de cette table en rechetchaaitre en
évidence les facteurs déaebs.

5.2 Analyse brute

On se reporterala figures. 1 La variable survie, qui joue en quelques sortedle de variable
a expliquer, est &s proche de I'axe 2 et semblédia chacune des autres variables.

5.3 Analyse des interactions

Pour essayer de mettre evidence céventuelles interactions entre variables, les éasrsont
reconsi@rées de la fagcon suivante :

e les variablescentre et age sont croiges, pour construire une varialidex_age, a 9
modaliés;

e les variablesnflam etappar sontégalement cro&es pour éfinir la variablehistol
a 4 modaliés.

Une nouvelle analyse est aloksati€e en consigrant comme actives les deux variables nou-
vellement ceées, ainsi que la variabkurvie , et comme illustratives les variables initiales :
centre, age, inflam, appar . Les Esultats sont dor@s dans la figurg.3.



N DX

74

Chapitre 6. Analyse des Correspondances Multiples

[T T T T T TR
O O O O O O O O O O O O o o o o o =

A>70

'3§ Chos

Snon

b=

Cg

Tmal

Then

oui

A<50

Ct ok
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FiG. 6.2 —Cancer du sein : analyse des interactions.
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Histologie
Inflammation minime| Grande inflammation

Centre Age Survie| Maligne | Bénigne | Maligne | Bénigne
Tokyo < 50 non 9 7 4 3
oui 26 68 25 9
50 —69 non 9 9 11 2
oui 20 46 18 5
> 70 non 2 3 1 0
oui 1 6 5 1
Boston < 50 non 6 7 6 0
oui 11 24 4 0
50—69 non 8 20 3 2
oui 18 58 10 3
> 70 non 9 18 3 0
oui 15 26 1 1
Glamorgan < 50 non 16 7 3 0
oui 16 20 8 1
50 —69  non 14 12 3 0
oui 27 39 10 4
> 70 non 3 7 3 0
oui 12 11 4 1

TAB. 6.1 —Donrées sous la forme d’une table de contingence cétapl



Chapitre 7

Positionnement multidimensionnel

1 Introduction

Consiceronsn individus. Contrairement aux chapitregpgdents, on ne conitpas les obser-
vations dep variables sur ces individus mais led /2n(n — 1) valeurs d’un indice (de distance,
similarité ou dissimilarié) obserees ou construites pour chacun des couples d'individus. Ces in-
formations sont contenues dans une matfice n) D. L'objectif du positionnement multidimen-
sionnel(multidimensional scaling ou MDS ou ACP d’un tableau de distances) est de construire,
partir de cette matrice, une r&sentation euclidienne des individus dans un espace de dimension
réduiteq qui approche au “mieux” les indices obsesv

Exemple :Consicerons un tableau avec, en ligne, les individus d’'un groupe et en colonne les
pays de la C.E. La valeur 1 est mise dans une case lorsque l'individu de la ligneeapassins
une nuit dans le pays concénll est alors facile de construire une matrice de siméaaitec
un indice qui compte le nombre de 1 apparaissant dans éeses colonnes de tous les couples
d’individus. L'objectif est ensuite d’obtenir une r&sentation graphique rapprochant les individus
ayant visié les némes pays.

Les preuves des propositions sont omises dans cet@soasinct, elles sort chercher dans
la bibliographie. Voir par exemple Mardia et col. (1979).

2 Distance, similarites
2.1 Definitions

DEFINITION 7.1 —
e Une matrice(n x n) D est appede matrice de distance si elle est §frigque et si :

J : : k
e Une matrice(n x n) C est appede matrice de similaré si elle est syétrique et si
V(5 k), k< .
Une matrice de similat se transforme en matrice de distance par :

d;? = (c; + ek — 20?)_1/2.

77



78 Chapitre 7. Positionnement multidimensionnel

DEFINITION 7.2 — Une matrice de distance est dite euclidienne s'il existe une configuration de
vecteurs{xs, ..., Xyn} dans un espace euclidign de sorte que

2
d? = <Xj —Xk,Xj —Xk> .

On noteA la matrice issue d® de terme ’gn’araldf = —1/2d§2 etH la matrice de centrage :
H=1I-11D,

gui est la matrice de projection sur le sous-esfdaesrthogonal au vecteur dans I'espace eucli-
dien I des variables muni de la&trique des poids.

PROPOSITION7.3. —
e SoitD une matrice de distance & la matrice obtenue par double centrage de la matrice
A issue deD :
B =HAH,

alors D est une matrice euclidienne si et seulemeriBsest positive (toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulles).

e Si la matrice de similaré C est positive alors la matrice de distan@® déduite est eucli-
dienne.

3 Distances entre variables

L'un des inéréts pratigue du positionnement multidimensionnel est d’agdeomprendre,
visualiser, les structures de liaison dans un grand ensemble de variables. On obtient ainsi des in-
dications pour guider le choix d’'un sous-ensemble de variables, par exemple le€gsasune
variablea expliquer. Cette approchécessite la &finition d’indices de similaré entre variables.
Beaucoup sont propés dans la liirature. Nous en retenons trois pour &iénts types de va-
riables.

3.1 \Variables quantitatives

On noteX etY deux variables statistiques dont les observations sur &seasn individus
sont ran@es dans les vecteucentésx ety de I'espace euclidied” muni de la nétrique des
poidsD. On \érifie facilement :

cov(X,Y) = x'Dy

ox = [xlp
conX,Y) = x Dy
’ Ixllp Iyl

La valeur absolue ou le c&du coefficient de coetation cefinissent des indices de simil&rit
entre deux variables quantitatives. Il est facile d'@&duire des distances. Orgfire par la suite
utiliser le caré du coefficient de cogtation qui induit une distance euclidienne :

d*(X,Y) =2(1 — coP(X,Y)).
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PROPOSITION7.4. — La distance entre variables quantitativé$_X, Y) est encore le ca@& de
la distance||Px — Py ||, entre les projecteur®-orthogonaux sur les directions engegds par
les vecteurs ety.

Démonstration. —Un projecteur de rang 1&trit P, = xx' 1/(||x||3)D,
IPx —Pyl|p, = tr(Px — Py)D(Px — Py) = |Px|p, + [Py, — 2trPx'DPy.
Comme un projecteur est de norme son rang Gedire ici 1 et que :

x'Dy x'Dy

/ /
P,/ DPy =tr— D> D = — coP(X,Y)
Ixllp  [lyllb 1xllp I¥llp [%lp I¥]lp
alors,||Px — Py||5, = 2(1 — coP(X,Y)). "

3.2 \Variables qualitatives

Consicerons maintenant deux variables qualitativsa » modaligs etY” a ¢ modaligs. De
nombreux indices de similaéitontéte proposés : la “prob value” du test dy? d’indépendance, le
V de Cramer, leb? de Pearson, I1& de Tschuprow (cf. T1)...Ce dernier a une signification par-
ticuliere. SoitX etY les matrices contenant les variables indicatrices des meslaks variables
etPx, Py les projecteur®-orthogonaux sur les sous-espaces endgenglar ces indicatrices. On
montre (cf. Saporta 1976) alors la

PrROPOSITION7.5 — Dans le cas de 2 variables qualitatives,

IPx — Py|[p = 2(1 - T*(X,Y)).

Ainsi, en utilisant comme indice de simil&ite caré duT de Tschuprow entre deux variables
gualitatives, on dfinit une distance euclidienne entre ces variables.

3.3 \Variables quantitative et qualitative

La méme @&marche s'adapta I'étude d'une liaison entre une variable quantitatrfeson
projecteur assoeiPy et une variable qualitativE repiesenge par le projectedPy. On montre
alors (cf. Saporta 1976)

PROPOSITION7.6. — Dans le cas d’'une variable quantitativeé et d’'une variable qualitativé”,
IPx — Py|f = 2(1 - RX(X,Y))
ou R, désigne le rapport de coélation.

Le rapport de co#lation (Cf. T1) est, dans ce cas, I'indice de simiaqui conduit la construc-
tion d’'une distance euclidienne entre variables de typeérdifits.

On aboutit ainsa une certaine@réralisation de la notion de similagientre variables condui-
sant, quelque soit le type des variablagles distances euclidiennesgdhmoins, en pratique, il
n'appardt pas simple de comparer, sur l&meéchelle entre 0 et 1, des liaisons entre variables
de types diférents. Les coefficients de célations se &partissent plus commament sur toute
I'échelle alors que les indices de Tschuprow sont souvent ésrsur des petites valeurs.
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4 Recherche d'une configuration de points

Le positionnement multidimensionnel est la recherche d’une configuration de points dans un
espace euclidien qui admef2comme matrice de distances si celle-ci est euclidienne ou, dans le
cas contraire, qui en soit la meilleure approximationn rangy fixé (en gréral 2) au sens d’'une
norme sur les matrices. Nous ne nougiassons dans ce chapitre @la version “nétrique” du
MDS, une autre approche construite sur les rangsé&aldpgee dans la bibliographie.

Ainsi pos, le probéme admet une infirétde solutions. En effet, la distance entre deux vec-
teursx; etx; d'une configuration est invariante par toute transformation affine Fx; + b dans
laguelleF est une matrice orthogonale quelconqub anh vecteur de R Une solution n’est donc
connue gua une rotation et une translatioregr

4.1 Propriéetés
La solution est écrite dans les #oemes (Mardia 1979) ci-dessous :

THEOREME 7.7. — SoitD une matrice de distance 8 = HAH la matrice centée en lignes
et colonnes assaee.
e SiD est la matrice de distance euclidienne d'une configurafignp, .. .,x, } alors B est
la matrice de terme@réral
b;{ = (Xi — i)'(xi — i)
gui se met sous la forme

B = (HX)(HX)'.

Elle est donc positive et ap@s matrice des produits scalaires de la configuration dsmtr

e Réciproquement, sSB est positive de rang, une configuration de vecteurs admettdht
pour matrice des produits scalaires est obtenue en cénaid sa @composition spectrale
B = UAU'. Ce sont les lignes de la matrice ceziX = UA!/2.

Ainsi, dans le cas d’'une matricP euclidienne supp@e de rang;, la solution est obtenue en
exécutant legtapes suivantes :

i. construction de la matricA de terme @réral —1/2d’?2,
ii. calcul de la matrice des produits scalaires par double cenBagdHAH,
iii. diagonalisation d8 = UAU’;

iv. les coordongées d’'une configuration, apgelscoordonrées principalessont les lignes de
la matriceX = UA!/2,

Dans le cas euclidien, ACP et MDS sont directement coi@sect

PROPOSITION7.8 — SoitY la matrice des donges habituelles en ACP. L'ACP d¥ (M, 1/nI)
fournit les némes repesentations graphiques que le positionnement cakplartir de la matrice

de distances de termégeral ||y; — y;||,;- SiC désigne la matrice des composantes principales,
alors les coordon@es principales sonynC.

Démonstration. —PosonsX = HY. Les composantes principales de 'ACP sont deespar
C = XMV = UA'/?

ou V est la matrice des vecteurs propres de la matrieeX’XM et U ceux des vecteurs propres
de la matricel /nXMX' assodgs aux némes valeurs propres. De son été, le MDS conduit
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FiG. 7.1 —Positionnement de 47 villéspartir de la matrice de leurs distances kiléiriques.

a consi@rer la matrice des produits scalail Y M(HY)" = XMX’ qui anmene aux rémes
vecteurs propres et aux valeurs propfes= /nA. |

Lintérét du MDS appaiih évidemment lorsque les observatiodssont inconnues ou en-
core si I'on cherche la meilleure réggentation euclidienne de distances non-euclidiennes entre
les individus ; c'est I'objet du thoeme suivant. En ce sens, le MD<Efgralise” 'ACP et per-
met, par exemple, de congier une distance de type robuatbase de valeurs absolues mais la
representation des variables pose alors quelques soucis car le “biplot” n'est @asdigGower
19xx).

THEOREME 7.9. — SiD est une matrice de distance, pascessairement euclidiennB, la
matrice de produit scalaire assa@a, alors, pour une dimensiagffixée, la configuration issue du

~ ~2
MDS a une matrice de distan@ qui rendzg",‘zzl({dﬁ}2 - df ) minimum et, c’eséquivalent,

~ ~ |12
une matrice de produit scalai® qui minimiseHB - BH :

5 Exemple

Cet exemple s'iriresse aux distances kilé@miques par route (Source : IGN) entre 47 grandes
villes en France et dans les pays limitrophes. Toutes ces valeurs soatsagagns le triangle
inférieur d’'une matrice caee avec des O sur la diagonale. La structureédeau routier fait que
cette matrice de distance n’est pas euclidienne, mais, comme le montre le graphique issu d’un
positionnement multidimensionnel, 'approximation euclidienne en éstgroche.
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FiG. 7.2 —Positionnement, conforment aux cags de leurs coglations, des variables quanti-
tatives obser@es sur les dorées bancaires.

6 Application au choix de variables

La slection d'un sous-ensemble de variables pour la mise en ceuvre de techniques factorielles
(Jolliffe 19xx) n’est pas aussi claire que dans le cadre de la recherche d'uwatiodaire parci-
monieux. Le prol#me vient souvent de la confusion de deux objectifs :

e supprimer des variablest liees, donc redondantes, et dont la multipticitent renforcer

artificiellement l'influence de certains phonenes,

e supprimer des variables afin de simplifier I'integtation des axes tout en conservant au

mieux les repesentations graphiques.
Le premier objectif modifie donc les rég@entations en visaagtre plus proche de laé&alit” ou
au moins d'une&alitt moins triviale tandis que, par principe, le daurie objectif recherche le
sous-ensemble restreint de variables susceptibles d’engendi@mie sous-espace de regpentation.

Il n'existe pas de solution miracleeanmoins, les outils psengs dans ce chapitre : indices
de similarie entre variable et positionnement multidimensionnel, peuvent aides choix sur-
tout lorsque I'analyse d’'un grand nombre de variablesassite de segmenter I'analyse en sous-
groupes. Les algorithmes de classificatioréfarchique ou centres mobiles) appbkgusur les
mémes tableaux de distance apportenéalairage com@mentaire.

D’autres techniques soigalement disponibles pour aide’'interprétation des axes. Elles
ontéte cevelopgies dans le cadre de I'analyse en facteurs communéadfigpes (factor analysis)
mais sont transposables en ACP. L'objectif est la recherche de rotations orthogonales (varimax) ou
obliques des axes dans le sous-espace retenu pour éseapation de sorte que ceux-ci soient le
plus corélés avec les variables initiales. Ils n’ont plus leémes propétes optimales d’axes de
plus grande dispersion mais, dans le sous-espace qui globalement est de plus grande dispersion,
ils peuventtre plus simplea interpétera partir des variables initiales.

Un algorithme yarclus dans SAS) de classification des variables dans le cas quantitatif suit
ce meme type d'objectifs et fournit degsultats sous une forme identiqada recherche d’'une
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Name of Variable or Cluster
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]

FiG. 7.3 —Classification Yarclus ) des variables quantitatives obsées sur les dorées ban-
caires.

rotation oblique. Il proede par classification &iarchique descendante de I'ensemble des variables
et realisea chaquettape les traitements suivants :
e stlection du sous-groupe de variable dont ’ACP condui plus faible part de variance
expliquee par le premier axe ou (en option) la plus forte dm2 axe,
e rotation des deux premiers axes de I'’ACP pour les rapprocher des variables et segmentation
des variables en deux groupes par affectaditiaxe avec lequel elles sont le plus ddees.
L'algorithme s’aréte lorsque la dimension dans chaque groupe esepigeégalea 1. Par éfaut,
lorsque dans chaque groupe, une seule valeur propre est plus grande que 1.
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Chapitre 8

Classification

1 Introduction

1.1 Les donrees

Comme dans le cas du chapitreegrdent (MDS), les dorées peuvent se @senter sous
differentes formes; elles concernentindividus supposs affecés, pour simplifier, du &me
poids :

i. un tableau de distances (ou mesure de dissemblénce):) des individus 2 2;

ii. les observations devariables quantitatives sur cesndividus ;

iii. I'observation de variables qualitatives ou d'urglange de variables quantitatives et quali-
tatives.

Il s’agit, d’'une fagon ou d’'une autre, de se ramener au premier cas de la connaissance de distances
2 a 2 entre les individus. Le choix d’'une matrice de produit scalaire permet de prendre en compte
simplement un ensemble de variables quantitatives tandis que |I&mneisias acessite plus de
développements, objets de la section suivante.

1.2 Objectif

L'objectif d'une méthode de classificatioretorde le cadre strictement exploratoire. C'est la
recherche d’'ung/pologieou segmentation’esta-dire d’une partition ouapartition des individus
enclasse®ou caggories. Ceci est fait en optimisant critérevisanta regrouper les individus dans
des classes les plus hongogs et les plus distinctes entre elles. Cet objectib@Bstinguer des
proceédures de discrimination ou encore de classement (en atdasification pour lesquelles
une typologie esa priori connue, au moins pour wthantillon d’apprentissage. Nous sommes
dans une situation d’apprentissagm-supervié ou en anglais delustering.

1.3 Les nethodes

Un calcul élementaire de combinatoire montre que le nombre de partitions possibles d'un
ensemble dex éléments crii plus qu’exponentiellement avec Ainsi, pourn = 20, il est de
I'ordre de10'3. Il n’est donc pas question de cherclaeoptimiser le crigre sur toutes les parti-
tions possibles. Les @thodes se limiter& I'exécution d’un algorithme &ratif convergeant vers
une“bonne” partition qui correspond eangrala un optimum local. Mme si le besoin de classer

!Faire attention aux faux amis francais / anglais : discrimination / classification (sugreisclassification / clus-
tering (non-supervie)

85
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des objets est@s ancien, seule laégéralisation des outils informatiques en a permis I'automati-
sation dans les a@es 70. Celeux et col. (1989%crivent en étail ces algorithmes.

Diff érents choix sont laigsa l'initiative de I'utilisateur :

e une mesure @&loignement, de dissemblance, dissimi@aot de distance entre individus ;

e le crittre d’homog@reité des classasoptimiser : il est, dans le cas de variables quantitatives,
géréralement éfini & partir des traces des matrices de variances inter (ou inertie) ou intra
de la partition;

¢ la méthode : la classification ascendanterhirchique ou celle paéallocation dynamique
sont les plus utilises, seules ou comléas,

¢ le nombre de classes; c’est un poistidat.

Enfin, differents outils recherchent une intération ou des caraatisations des classes obtenues.

Les principes algorithmiques de cegtimodes sont relativemeglémentaires.
Classification ascendanteérarchique ou CAH

Il s’agit de regrouper #rativement les individus en commencant par le bas : les deux plus
proches, en construisant progressivement un arbrgeadogrammeegroupant finalement tous
les individus en une seule classéa racine (cf. figur&.4 qui reprend les doreesélementaires du
chapitre pecedent). Ceci suppose de savoir calcudechaquetape ou regroupement, la distance
entre un individu et un groupe ou la distance entre deux groupes. 8axssite donc, pour I'utili-
sateur de cette @thode, de faire un choix sugghentaire : commen&dinir la distance entre deux
groupes connaissant celles de tous les couples d’individus entre ces deux groupesnBitfhoix
appeéssauten francais elinkageen anglais sonté&tailles ci-dessous. Le nombre de classes est
détermire a posterioria la vue du dendogramme ou d’un graphique &epntant la &croissance
de la hauteur de chaque sautémart de distance @ a chaque regroupement.

Reéallocation dynamique

Dans ce cas, le nombre de clasgesast fixe a priori. Ayant initialise k centres de classes,
par tirage a&atoire, tous les individus sont affést la classe dont le centre est le plus proche
au sens de la distance choisie (euclidienne en principe pour céettmde). Dans une degxne
étape, I'algorithme calcule des barycentres de ces classes qui deviennent les nouveaux centres. Le
procece (affectation, barycentres) estié jusqua convergence vers un minimum (local) ou un
nombre d’ierations maximum fi&.

Mixte

La CAH récessite imprativement la construction d’'un tableau de distances et son stockage en
mémoire ; le nombre maximum d’individus trag peut se trouver linét Ce n’est pas le cas dans
I'algorithme de éallocation, d'al I'intérét possible d’'une approche mixte poara fois, classer
des grands volumes de ddras tout en&lectionnant le nombre de classes par CAH.

Dans le cas plus ggifique de donees d’expression et, comme pour le chapitreopdent
(MDS), le choix principal est celui de la distance ou dissimiéanitilisee. S’ajoute en plus le choix
du critere de saut en CAH et celui du nombre de classpsori avec la eallocation dynamique
ou a posterioriavec la CAH.
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2 Mesures déloignement

NotonsQ2 = {i = 1,...,n} 'ensemble des individus. Cette section se proposeéfieidsur
Q x Q différentes mesures&lbignement entre deux individus. Les hypegbs et propeittsétant
de plus en fortes.

2.1 Indice de ressemblance ou similaré
C’est une mesure de proxiraitéfinie deQ2 x 2 dans R. qui vérifie :
s(i,j) = s(7,9),Y(i,5) € A x Q: symétrie;

s(i,i) = S >0,VieQ : ressemblance d'un individu avec luiégme ;
s(i,j) < S,V(i,j) € Q x Q:laressemblance est magerparsS.

Un indice de ressemblance ndnt est facilement éfini a partir des par :
$°(6,4) = 5(i:4), 05, ) € 2 x 9
s* est une application d@ x  dansj0, 1].
2.2 Indice de dissemblance ou dissimilaré
Une dissimilarié est une applicatiodide2 x 2 dans R vérifiant :

d(i,j) = d(j,1),Y(i,j) € A xQ: symetrie;
d(i,i) = 0,VieQ : nullité de la dissemblance d’un individu avec luéme.

Les notions de similatit et dissimilarié se correspondent de fagelémentaire. Sé est un indice
de ressemblance alors ,

d(i,j) = S — s(1,7),9(i,j) € 2 x Q

est un indice de dissemblance. De faceadiproque, sil est un indice de dissemblance avec=
sup(; jjeaxq d(i,j) alorss(i,j) = D — d(i,j) est un indice de ressemblance. Comsfieun
indice de dissemblance noenest @&fini par :

1

avecd* =1 — s* ets* = 1 — d*. Du fait de cette correspondance itadiate, seule la notion de
dissemblance ou dissimilaginornée est consitée par la suite.

2.3 Indice de distance

Un indice de distance est, paéfihition, un indice de dissemblance quérifie de plus la
proprieté :
d(i,j) =0 =1i=j.
Cette propiete évite des incobrences pouvant appéra entre dissemblances :

dk € Q;d(i, k) =d(l,k) avec pourtarnit# etd(i,l) = 0.
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2.4 Distance

Une distance suf) est, par éfinition, un indice de distanceétifiant en plus la propgie
d’inégalite triangulaire En esung, une distancé est une application de x Q2 dans R. vérifiant :

d(i,j) = d(j,9),Y(i,5) € Q x Q;
d(i,j) < d(i,k)+d(j, k);V(i, ], k) € Q3

Si Q) est fini, la distance pedétre nornge.

2.5 Distance euclidienne

Dans le cas © 2 est en plus un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et donc d’'une
norme, la distanceéfiniea partir de cette norme est appeldistance euclidienne :

d(i,§) = [(i — g0 — §) 1"* = i — ]| -

La condition pour qu’'une matrice doee de distances entedeéments d’'un espace vectoriel soit
issue d'une distance euclidienne est exgieitlans le chapitre 7 g@edent. Toute distance n’est
pas recessairement euclidienne, voir par exemple celle construite sur la valeur absolue.

2.6 Utilisation pratique

Concetement, il peut arriver que les daresa traiter soient directement sous la forme d’'une
matrice d’un indice de ressemblance ou de dissemblance. Il est alors facile de la transformer en
une matrice de dissemblance n@amavant d’aborder une classification.

D’autres cas se psentent.
Donrées quantitatives

Lorque lesp variables sont toutes quantitatives, il egcassaire deéinir une matrice de
produit scalaire sur I'espace’R M = I, matrice identié est un choiélementaire mais il est
vivement consei#t deréduireles variables de varianceétarogenes comme en ACP, ce qui revient
a consi@rer, comme matrice de produit scalaire, la matrice diagonale c@eples inverses des
écarts-types :

. 1
M =x"!=diag—,..., —).
01 Op
La métrique dite de Mahalanobis (inverse de la matrice de variance-covariancedtpeaussi
utilisée pour atnuer la structure de c@ation.

Donrées qualitatives

Dans le cas &s particulier @ toutes les variables sont binaires&gence, absence de ca-
raceéristiques), de nombreux indices de ressemblancestoptopogs dans la litrature. lls sont
bass sur les quanéis suivanteséfinis pour deux individus et j distincts :

a;; = nombre de caraetes communa: etj sur lesp consickres,
b;j; = nombre de caraetes possces pari mais pas pay,

c¢;j = nombre de caraetes posistes parj mais pas pat,

c;j = nombre de caraetes que ne posdent nii ni ;.

bien dir, ai; + bij + bij + dij = p.
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Les indices de ressemblance les plus courants sont :

aij

d;j aij 2ai;
———j;—g(concordance) +
p

e — Jaccard S EEE——
a;; + bzy + sz ( ) a’ij + bij + bij
Puis, il est facile de construire un indice de dissemblance.

(Dice).

Dans le cas pluséaréeral dep variables qualitatives, la distance la plus uéisest celle, eu-
clidienne, dite duy? entre profils-lignes du tableau disjonctif complet (cf. chapitre 6 AFCM). La
distance entre deux individdst k est alors éfinie par :

=03 z s
- ik ]
J 1 =
ol m; est le nombre de modais de la variable qualitative’, n) est I'effectif de lafieme mo-
dalite deY”/ etd?; vaut 1 si les individus etk présentent une discordance poufikme modalié
de la variable¥? et 0 sinon. Limportance dor@ea une discordance est d’autant plus importante
que les modalés consiérées sont rares. Le coefficiemtp peutétre omis.

Mélange quantitatif, qualitatif

Diff érentes stréggies sont envisageablegspndant de I'importance relative des nombres de
variables qualitatives et quantitatives.

Rendre tout qualitatif . Les variables quantitatives sont rendues qualitatives geoubage en
classes. Les classes d'uné&mme variable sonté@réralement recherées d'effectifs sensi-
blementégaux : bornes des classsgalesa des quantiles. La @triquea utiliser est alors
celle duy? décrite ci-dessus.

Rendre tout quantitatif a I'aide d'une AFCM. Une AFCM est calceg sur les seules variables
qualitatives ou sur I'ensemble des variablesapkcoupage en classes des variables quan-
titatives. LAFCM calcuke par AFC du tableau disjonctif complet produit desres(cf.
chapitre 6) qui sont les composantes principales de I'ACP des profils-lignes. Dans le cas
d’'une AFCM partielle des seules variables qualitatives, les variables quantitatives restantes
doiventétre recessairemenéduites. Ces scores sont ensuite w@gsisommes coordogps
guantitatives des individus en vue d’une classification.

2.7 Enrésune

Une fois ces p#liminaires accomplis, nous nous retrouvons donc avec
e soit un tableau de mesures quantitativesp assocg a une matrice de produit scalapge p
(en ggreralL,) définissant une gtrique euclidienne,
e soit directement un tableatux n de dissemblances ou distances entre individus.
Attention sin est grand, la2me solution peut se heurter rapidemgdes prol#mes de stockage
en memoire pour I'eecution des algorithmes.

3 Classification ascendante lararchique

3.1 Principe

Linitialisation de cet algorithme consiste, s'il n’eséjd donré, a calculer un tableau de dis-
tances entre les individdsclasser. L'algorithme&marre alors de la partition triviale desingle-
tons (un individu est une classe) et cheréhehaqueétapea constituer des classes paré&gation
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des 2élements les plus proches de la partition d#dpe peccdente. L'algorithme s’agte avec
I'obtention d’'une seule classe. Les regroupements successifs sarsaaps sous la forme d’un
arbre binaire owlendogramme

3.2 Dissemblance ou distance entre deux classes

A chaqueztape de I'algorithme, il estatessaire de mettégjour le tableau des dissemblances
ou distances. Agrs chaque regroupement, de deux individus ou de deux classes ou d'un individu
a une classe, les dissemblances ou les distances entre ce nouvel objet et les autres €m# calcul
et viennent remplacer, dans la matrice, les dissemblances des objets qui viebirerdgBges.

Diff érentes approches sont possilde® niveau correspondamtlifferentes CAH.

NotonsA et B deux groupes o@léments d’une partitiony 4 etwp leurs ponérations; ; la
dissemblance ou distance entre deux individus.

Le probEme est de&finir d(A, B) la distance entre dewéments d’une partition de.
Dissemblance

Les straggies ci-dessous s’accomodent d’un simple indice de dissembl&fioé ehtre les
individus. Elles s'appliquentégalement des indices plus structs (distance) mais en perdant
certaines propétés.

d(A,B) = min (d;;) (sautminimum, single linkage)
icAjeB
d(A,B) = sup (d;;) (sautmaximum ou diagire, complete linkage)
i€A,jEB
1
A, B _ i , link
d(A, B) card Acard B) ieAEj:eij (saut moyen, group average linkage)

Distance euclidienne

Les straggies suivantesatessitent la connaissance de ésentations euclidiennes des indi-
vidus : matricen x p des individus afin, au minimum, de pouvogfair les barycentres nesg 4
etgp des classes.

d(A,B) = d(ga,gp) (distance des barycentres, ceidp

d(A,B) = %d(g,q793) (saut de Ward)

Important

Le saut de Ward joue udle particulier et est la strdgjie la plus courante, c’estdme I'option
par cefaut (SAS), dans le cas d'une distance euclidienne entre individus. En effetgce irituit,
a chaquestape de regroupement, une minimisation deglerdissance de variance inter par fusion
de deux classes.

3.3 Algorithme
4. elnssifieati | biarchi

¢ Initialisation Les classes initiales sont les singletons. Calculer la matrice de leurs
distances & 2.
e It erer les deuxetapes suivantes jusqul’agrégation en une seule classe.
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i. regrouper les deux classes les plus proches au sens de la “distance” entre groupes
choisie,

ii. misea jour du tableau de distance en remplacant les deux classes par la nouvelle et
en calculant sa “distance” avec les autres classes.

3.4 Graphes

Ce chapitre est illusérpar Il'étude de donkes @crivant le traffic sur 50 lignes de chemin de fer
pour les mois de mars, juillet &bet octobre. On s'ifiresse plus partivilrement aux profils de
ces traffics. En effet, les doaasétant des effectifs de voyageurs, péuiter une classification tri-
viale bage sur le traffic absolu de chaque ligne, on utilise &mque duy2 entre profils lignes des
donrees considrees comme une table de contingence. La classification est donc corspaite
de la matrice de ces distances entre Iignﬁeﬁissue de I'exécution, la classification ascendante
hiérarchique fournit deux graphiques :

e un graphique aide au choix du nombre de classes (cf. figQrdl représentea rebours,

la décroissance en fonction du nombre de classes de la distance entre€ligatiags de
classes. Dans le cas du saut de Ward, il s’agitdests obsels par le rapport de la variance

inter sur la variance totaleR? partiel). La pésence d’une rupture importante dans cette
décroissante aide au choix du nombre de classes comme dans le cas du choix de dimension
en ACP avec Eboulis des valeurs propres. Dans ce cas, il faut lire le graphe de droite

a gauche et s'agter avanr le premier saut juger significatif. L'indice de Ward est le plus
géréralement utilig, cela revienk couper I'arbre avant une perte, juger trop importante, de

la variance inter classe.

e le dendogrammeéct. figure3.4) est une refrsentation graphique, sous forme d’arbre binaire,
des agegations successives jusgua eunion en une seule classe de tous les individus. La
hauteur d'une branche est proportionadlindice de dissemblance ou distance entre les
deux objets regrogs. Dans le cas du saut de Ward, c’est la perte de variance inter-classe.

Une fois un nombre de classeslectionr® (ici 4) a I'aide du premier graphique, une coupure
de l'arbre (dewéme graphique) fournit, dans chaque sous-arbregpartition des individus en
classes. Ces classes sont ensuiteasgées dans les axes d’'une analyse factorielle,&@mgl
une ACP, mais qui peldtre un MDS lorsque les doaas initiales sont un tableau de distances
ou encore, dans le casgsent, une AFCM. Cette reggentation (fig3.4) est indispensable pour
se faire une bonne &b intuitive de la qualit de €paration des classes. L&me @&marche
appligee aux donees constitéies de la matrice des distances ki&rgues entre villes conduit
une classification en 5 classes rfeggnées dans les coordodes du MDS (figur&.4).

Il est a noter que ces exemples sont relativement simples et bien sésicibans ce cas,
modifier le criere de saut ne change pas grand chose. M#isntion,il est facile de erifier
experimentalement qu’une classification ascendante est un obgetensible. En effet, il suffit de
modifier une distance dans le tableau, par exemplédigre sensiblement la distance de Grenoble
a Brest, pour que la classification (nombre de classes, organisation) deviEnsertsible au choix
du critere de saut. En revanche, la structure des desifiait que la repsentation factorielle de
I’ACP du tableau de distance (MDS) soit plus robusiee type d”erreur de mesure”.

4  Agrégation autour de centres mobiles
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FiGc. 8.1 —Traffic : Décroissance de la variance inter classeshaque regroupemet dans le cas
du saut de Ward.

4.1 Principes

Diff érents types d’algorithmes oété definis autour du rdme principe deéallocation dy-
namiguedes individusa des centres de classes eudmnes recalcésa chaque #ération. Ces al-
gorithmes requirent une ref@sentation vectorielle des individus dan8 iRuni d’'une nétrique
géréralement euclidienne.

Point important, contrairemeatla nméthode hérarchique pgrcedente, le nombre de classes
doit &tre cetermire a priori.

Ces nethodes sont @ratives. Apés une initialisation des centres consistant le plus souvent
a tirer abatoirement: individus, I'algorithme epete deux oprations juqua la convergence d'un
critere :

i. Chaque individu est affeeta laclassedont le centre est le plus proche.
ii. Calcul desk centresdes classes ainsi consties.

4.2 Principale méthode

e Initialisation Tirer au hasard ou &lectionner, pour des raisons éxieuresa la
méthode,k points dans I'espace des individus, eengral & individus de I'ensemble, ap-
peles centres ou noyaux.

e It erer les deuxétapes suivantes jusguce que le crigere de variance inter classe ne
croisse plus de maéie significative, c’es&-dire jusqua la stabilisation des classes.
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Fic. 8.2 —Traffic : Exemple d’'un dendogramme issu de la classification de &mmfictives par
CAH et saut de Ward.
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FIG. 8.4 —Villes : Repesentation des classes (couleurs) obtenues par CAH dans les coéedonn
du MDS.
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i. Allouer chaque individu au centre, c'e&tdire a une classe, le plus proche au sens de
la métrique euclidienne choisie.

On obtient ainsia chaqueetape, une classification énclasses ou moins si finalement
une des classes devient vide.

ii. Calculer le centre de gravétde chaque classe, il devient le houveau noyau. Si une
classe s’est vigle, on peugventuellement retirer @htoirement un noyau congshentaire.

4.3 Propriéetés

ConvergenceLe critere (la variance inter classe) est majpar la variance totale. Il est simple
de montrer qu’il ne peut que ditee a chaqueetape de I'algorithme ce qui en assure la
convergence. Il estquivalent de maximiser la variance inter ou de minimiser la variance
intra. Cette derrdire est alors &croissante et minée par 0. Con@tement, une dizaine
d’itérations suffit @neralement pour atteindre la convergence.

Optimum local La solution obtenue est un optimum local c’@stlire que la&épartition en classes
dépend du choix initial des noyaux. Plusieurg&extion de I'algorithme permettent de s'as-
surer de la grsence déormes fortes’est-a-dire de classes ou portions de classésegmtes
de manére stable dans la majdities partitions obtenues.

4.4 Variantes
Algorithme kmeans

Il s’agit d’'une modification de I'algorithme prédent par Mac Queen (1967). Les noyaux
des classes, ici les barycentres des 2 classes c@asesont recalcéisa chaque allocation d'un
individu a une classe. L'algorithme est ainsi plus efficace maedd de I'odre des individus dans
le fichier.

Nuées dynamiques

La variante propda=e par Diday (1971) consisteremplaé chaque centre de classe par un
noyau constita d'élements refrsentatifs de cette classe. Cele permet de corriger I'influence
d’éventuelles valeurs e@mes sur le calcul du barycentre.

Partitionning around medis

Cet algorithme prop@spar Kaufman et Rousseeuw (1990) permet de classifier dege®nn
de facon plus robuste c’eatdire moins sensibla des valeurs atypiques. Il pernéggalement de
traiter des matrices de dissimild@#®. Les esultats sont fournis dans la figuted, pour lequel le
nombre de classe est &@a priori a 5 comme le sugge la CAH, mais pour lesquels les classes
obtenues sont sensiblement ditfntes.

5 Combinaison

Chaque rathode pecedente peuétre plus ou moins adage a la situation rencorge. La
classification hérarchique, qui construitatessairement la matrice des distances, n'accepte qu’'un
nombre limié d’individus ; il est indispensable de fixarpriori le nombre de classes dans le cas
de la #allocation dynamique. La stégjie suivante, adapé aux grands ensembles de dees)
permet de contourner ces difficest
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i. Exécuter une rethode deé&allocation dynamique en demandant un grand nombre de classes,
de I'ordre del0% den.

ii. Sur les barycentres des classesdpdentes, edxcuter une classification érarchique puis
déeterminer un nombre “optimak de classes.

iii. Exécuter une rathode de&allocation dynamique sur tout I'ensemble en fixakte nombre
de classes et en choisissant pour noyaux les barycentres ésatsuponérant par les ef-
fectifs de classes) des classes é@¢dpe pecedente.

6 Interpr étation

Dans tous les cas, lésultat fourni est une variable qualitatiVedont les modalés pécisent
la classe retenue pour chaque individu. Il est alors important de ées&ctchaque classepartir
des variables initiales afin d’en sygtiser les propéts.

Les outilsélementaires de statistiques descriptive bidimensionnelle sont, dans un premier
temps adajsa cet objectif. Statistiques (moyenrégart-type...) par classe, diagrammetdsn
rapports de coélations, pour les variables quantitatives, profils, tests éjpesdance, pour les
variables qualitatives, permettent detekrminer les variables les plugdisa la classification obte-
nue.

D’autres neéthodes sont ensuite traditionnellement efides : ACP, MDS avec repsentation
des classes et de leur enveloppe convexe, poueajgia qualié de la classification, AFD et/ou
arbre de classification afin d’aidan’interprétation de chacune des classes de la typologie par les
variables initiales, AFCM dans le cas de variables qualitatives.



Chapitre 9

Exploration de donnéees fonctionnelles

1 Introduction

Ce chapitre est une introductiénl’étude exploratoire d’ensembles de dees dans lesquels
lesn individus ou observations ne sont plus coigids comme de simples vecteurs derRais
sont des courbes ou plugmgralement des fonctions. Ces fonctiorgpdndent d’un indice, tra-
ditionnellement le temps, évoluant dans un intervalle que I'on supposétee, sans perte de
géréralite, un intervallel’ = [a, b] de R. En pratique, ces fonctions sont ob&ewen des instants
de discétisation qui peuveritreéquigpartis ou non, identiques ou non, pour chaque courbe. La
figure9.1donne un exemple type réggentant des cumuls mensuels decjpitations.

Depuis une vingtaine d’a@es, ce type de doéas se rencontre de plus en pliesginemment
avec l'automatisation et I'informatisation des pedarres de mesureglémétrie, spectrographie. .. En
congquence, la litrature consaéea I'étude de doneesfonctionnelless’est consiérablement
développee. Ce chapitre ne s'iatesse qu un objectif d'exploration ou deeduction de la dimen-
sion. L'aspect modlisation ou apprentissage egvelopi@ dans le deugime volet.

Historiguement, les premiers travaux peuvéine attribé@sa des réteorologues ou encore des
chimistes qui furent les premiea€tre confrontsa ce type de dorées ou encora des techniques
de traitement du signal associant Analyse en Composantes Principales (A€ mipwsition de
Karhunen-Loeve. En France, Deville (1974) introduisit une ACP de courbeayse harmonique
et Dauxois et Pousse (1976) propoent un cadre syniéiqgue gréralisant I'analyse des doaes
multidimensionnelles aux variablestatoires hilbertiennes qui constituent le cadreotiquea
I'exploration statistique de courbes. HEHfents @éveloppements impliquant des outils d'interpola-
tion ou de lissage (splines) ont permis d’adapter finement I' AR contexte (Besse et Ramsay,
1986 ; Besse et col. 1997) tandis que Ramsay et Silverman (1997) fournissent une bibliographie
detaillee.

L'adaptation de rathodes statistiquésdes don@es fonctionnelles requiert un arsenal neatlatique
pouvant partdre sophistigé voire rebutant. Certains de ces outil@édhiques ne sont indispen-
sables que pour aborder les aspects asymptofigues introductiorélementaire est propés en
annexeB. Mais, en pratique, les doaas sont de toute facon diétisces et les calcul€aligs ma-
triciellement dans des espaces de dimension finie. D’autres outils, essentiellement issus de I'ana-
lyse nungrique, sont alors indispensables pour rendre leur Gamafiinctionnel aux observations

!Data mining 2. Moélisation statistique et apprentissage.

2|] est en effet important de pouvoir exhiber les analyses limites dans des espaces fonctionnels de dimension infinie
lorsque le pas de disetisation @crdt et que la taille de Bchantillon crit indéfiniment. C’est le moyen de s’'assurer
de la stabilie des solutions propéss.
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FiG. 9.1 — Trois exemples de courbescdivant la pluviongtrie mensuelle durant 2 ans.

disciéetises. Il s’agit principalement de techniques d’interpolation et de lissage (splines, noyaux)
ou de @&ccomposition (Fourier, ondelettes) sur difints types de bases. La question principale qui
se pose alors est la suivante.

Dans quelles situations une approche fonctionnelle peueggaplus efficace que
celle vectorielle classique dans le cadre euclidien € R

Deux situations relativementéquentes oréte identifees commeapondant cette question :
¢ lorsque lescourbesou fonctions obseies sont srégulieres les variables issues de la
discétisation sont &s corélées deuxa deux. Ceci a pour effet de masquer, par un effet
“taille” trivial, I'essentiel des pBnonenes d'inérét. Dans le cadre de 'ACP, Besse et Ram-
say (1986) proposent des pistesvdlopees ensuite par Ramsay (1996, 2000). L'objectif
est de @composer I'espace des courbes ou individus en deux sous-espaces orthogonaux. Le
premier contient I'effet trivial exprira comme la solution d’'unéquation diférentielle et
correspond donc au noyau de larateur diferentiel correspondant. Le dearie, I'espace
orthogonak ce noyau, s’attachierepesenter la partie restante dugplonene.
e Lorsque les dones sont I'observation bré¢ d'un pnonene que I'on peut supposer
relativementégulier, il est important de faire intervenir une action de lissageebuudtage.
Le probEme souleg est alors celui d’'une coordination optimale entre une technique de
déebruitage et celle multidimensionnelle corésik.
Evitant les @veloppements trop #oriques, nous insistons dans ce chapitre sur la mise en
ceuvre matricielle d’'une ACP de courbes sug@asségulieres mais obseees bruiges. Dans ce
cas, I’ACP rejoint I'objectif de la&gression non paratrique en proposant une estimatisin
multaréede plusieurs courbes. Elle doit incorporer des outils d’analyseenigue adagits pour
définir des approximations de ces courbes. Les fonctions splines d’interpolation et de lissage rem-
plissent bien cedle mais d'autres techniques, comme é&dmposition en ondelettes, auraient pu
étre utilies notamment si les fonctions que I'on cheratestimer pgsentent des singulags.

Pour simplifier la pesentation de la athodologie propd@se, nous supposons dans ce cha-
pitre que toutes les courbes sont obges/selon le @me plan de disétisation c’est-dire aux
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mémes instants. Dans le cas contraire, une adaptaé@nmopoge par Besse et coll. (1997) afin,
également, de pouvoir prendre en compte des @esmanquantes. Celle-ci repose sur I'utilisa-

tion d’'une approximation par splines hybrides associant B-splines et splines de lissage. Tous les
programmesutilisés dans les exemples s@urits en Splus (1997).

2 ACP de courbes bruites

Nous nous irtressons dans cette sectifa description eh I'estimation desé@alisations de
trajectoiresz; d’'un processug’ ou, c'estéquivalent, d’'une variable @toire prenant ses valeurs
dans un espace hilbertien. Nous coisihs que la variable @toire X constitue I'observation
bruitee des trajectoires, sup@es egulieres, de la variable @htoireZ. La figure9.1 donne un
exemple illustratif de telles dokes.

Chacune des réalisations ou trajectoires, est donc supp@e obserge pour un nombrg
d'instants de dis@tisationt,, ..., t, de l'intervalleT’, les mémes pour chaque trajectoire. Cette
mesure introduit des erreur€atoires inépendantes et identiquement distébs de variance?.

La situation correspond doricn répétitions suppases in@pendantes d’'un meéte de egression
non-pararatrique B.4) :

X5 = Z(tj) -|-€j 3 E(&j) = 0, E(ejsk) = 02(5143, j,k: = 1, ey P
a<t;<ts<..<t,<bh

auquel il faut ajouter I'hypothse d’indpendance entre les difentesé&alisations de7 et le bruit :
E(siz;,) = 0.

A ce niveau, il serait possible de considr I'estimation des: trajectoires deZ commen
problemes classiques d’estimation non pagamgue de fonctions deegression. Banmoins, in-
tuitivement et c’est &rifié par des simulations (Besse et coll. 1997), il estimportant de tenir compte
du fait qu'il s’agit de I'estimation simultege den réalisations d’'un r@me processus et donc de
tenir compte de la structure de covariance qu'il est possible d’estimer. @ageren introdui-
sant une contrainte sug@phentaire issue de I'hypatke que la variabl& évolue dans un sous-
ensemble de dimension finie de I'espace de Sob@dléyT’) (fonctions continues admettant une
dérivee dand.?). Ceci revient encoré écrire que ses trajectoires s’expriment comme combinai-
sons lireaires d’'un nombreaduitq de composantes. Ces composagtast par ailleursagulieres
du fait de la prengre hypotkse.

2.1 Modele et estimation

Les observations de chacune des trajectoires sonéesngans des vectewsde R et 4,
désigne un sous-espace affine déde dimension; < p. La situation impligée par I'estimation
simultaree den régressions non pardatriques sous une double contrainte égularie et de
dimension se&sume par le made suivant :

E(El) =0et E(EiEi) = 0'21,
Xi = 2; + &5 avecd © mcopnue (0 >0) )
i=1,...,n x; indépendantde;, i’ =1,...,n,

x; € A, p.s. et |x]? <c ps.

(9.1)

Ce moctle pésente donc la particulagid’associer deux types de contraintes, la peeajide
dimension, conduisarit une @finition de I'analyse en composantes principales (cf. chagjire

3lls sont accessibles partir de 'URLwww.inra.fr/bia/T/cardot/
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la deuxeme de égularié, habituelle en statistique fonctionnell|z||,, désigne une semi-norme
définie par la norme dank?|0, 1] de la ceriveemiéme der. L'estimation par les moindres cas
poncereés angénea resoudre un proBme d’optimisation dans lequel la contrainte dgularie a
ete remplaée par un multiplicateur de Lagrangeépendant de.

Avec les notations matriciellesidVI désigne la matrice ass@eia la semi-normé ||.||,,, (cf.
annexeB) et en supposant que les observations sont @éed par leg€lements diagonauw; de
la matriceD, il s'agit de esoudre :

{sz‘ (||Zz' —xllf +¢ ||Zi||12v1) jz € Ag, dimA, = Q} (9.2)
=1

min
Zi7Aq

Notons paik = " ; w;x; la moyenne des coordo@es et paX la matrice des observations
centées c'est-dire dans un contexte&udes climatiques, la matrice des anomalies- X) des
observations par rappadtla moyenne annuelleS désigne la matrice de covariance empirique :

s
S = X DX.

PROPOSITION9.1 — La solution du prol@me®.2) est donge par :
7= APPA P xi + AX, i=1,...,n.

La matricef’q = VqV(’] est la projection orthogonale sur le sous-esp&leengendé par lesq
vecteurs propres de la matrice

A,’sA}”.

assoces auxg plus grandes valeurs propres.

Les estimations lisses des trajectoires s’obtiennent alors par interpolation spline des valeurs conte-
nues dans le vectear.

Démonstration. —Notonsz; le vecteur de R contenant les valeurs dg etz = > | w;z;. On c&finit
la matrice cenkeZ (n x p) dont les vecteurs ligng; — z’) sont contraint® appartenir au sous-espace
vectoriel E, = A, — z. Cette contrainte egiquivalented impose la matriceZ d'étre au plus de rang

Le criterea minimiser se dcompose de la fagcon suivante :

2 2
sz‘ (sz —xly +£ ||ZiHM)

i=1

n
> willxi — (2 — )| +
i=1

n
—n2 — —_2 —_n2
0wz — 2l X -2z

i=1

Les deux derniers termes de cette expression conduisestimerz par lissage spline de la moyenne
empirique :
z=AX donc A,=7+FE,.

Les deux premiers termes nous@ment ensuité resoudre :

min {||z ~ X+ ZI3yp: rangZ) = ¢, g < p} (9.3)

Z(nxp

ot

Z”i/LD = trZ’DZM désigne la norme euclidienne des matri¢es< p).
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NotonsX = XA, la matrice des lignes liges deX, de sorte que

|1Z-X[|; n + ¢ ZIpp = tXDX—20X'DZ+rZ'DZ(I + (M)

~/ ~ ~/
trX DX (I + ¢(M)? — 2trX DZ(I + (M) +
+ tZ'DZ(I + (M)

-~ ~ 12
x| (] I,
(I+¢M),D M,D M2 D

Seul le premier terme de cetéguation @pend dez. Par condquent, la solution est la meilleure ap-

proximation de rang de la matriceX. Elle est obtenue par ls&édomposition en valeurs singgites (DVS)
deXA, relativement aux retriquesA; ' etD :

7, = ULV,

o XAXDU=UL et UDU=I,
AXDXV=VL et VA;'V=1

Cette cecomposition en valeurs singeifes @réralise est aussiétluite de celle dﬁA}/2 relativement
IetD: o
XA,? = ULV

o ] XAPAPXDU=UL et UDU-1L,
A)/"X'DXA;/*V=VL et VV=L1L

On retrouve ensuitt = L, U = UetV = A/?V. "

La decomposition en valeurs singaites de(XAé/Q, I, D) conduita l'analyse spectrale de

la matriceAé/QSAé/? Les trajectoires disétes du processus sont prées sur le sous-espace
engende par les vecteurs

~ 1/2 .

v, = A/ v, j=1,...,q

Les trajectoires disetes estiraesz; se cecomposent de marieéquivalente sur la bas@;l-
orthonornée desv; } par projection des does transfor@esA x; :

q
2 Z (V) Agxi) o -1 V5. (9.4)

2.2 Dimension et parangtre de lissage

Cette néthode &cessite deégler les valeurs de deux paratres : la dimensiog du sous-
espace ainsi que celle du partne de lissagé. Ce choix doitétre €ali€ conjointement car, en
pratique, la eduction de dimension @pe également une sorte de lissage ou filtre passe-bas. En
effet, il est courant d’observer sur les derniers vecteurs propres les composantes les plusgserturb
de la fonction aatoire. Cela s’explique simplement car dans le cas d’'un processus stationnaire
ou “peu”éloigré de la stationnaiét son ograteur de covariance commute avec &ogieur retard
et posgde donc les Bmes fonctions propregfodiques. LACP ressemble alors fortemanine
décomposition enéries de Fourier et c’est pourquoi, dans les premiers travaux sur ce type de
donrees, Deville (1974) associaiég ACP et analyse harmonique.

Les deux paragtres : dimension et lissage, intarént donc I'un sur 'autre. Plusé@cisement,
la réeduction de dimension permet de moins liss€aide des splines et donc de trouver une valeur
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optimale def plus petite que celle qui serait obtenue avec le lissage seul. C’'est une des raisons
qui fait que cette ACP fonctionnelle condaitde meilleures estimations des courbes qu’une suc-
cession deégression non paragtrique pour laquelle chaque paratme de lissage serait optirgis
indépendamment par validation crees

Le méme criere, aidant au choix de dimension (cf. chap&é&guation3.5) peutétre utili€. Il
est baé sur une approximation du risque moyen quadratique mesurant lséciaktimation du
sous-espace de r@sentationt :

1 —~ |2 —~
Ry = E; HPq - PqH = ¢—tP,P,
L'approximation par la thorie des perturbations de I'estimation jackknife est éenpar :

q p 1
Zz 1 zkczg

T (9.5)

Rpy =

k=1 j=k+1

ou ¢;; désigne le terme&éral de la matricé(A}/ZVq,

Besse et coll. (1997) ont mo#trsur des dorées simudes, I'efficacié de cette approche asso-
ciant dans le rame probdme d’optimisation des contraintes @gluction de rang et dégularié.
Un lissage de chaque trajectoire prigspaémenta base de validation cr@e conduita des
résultats moins performants. La prise en compte de la structure de covatidrasers I'ACP
permet une meilleure extraction du signal pourétiits rapports signal sur bruit. On note encore
gue, lorsque la variance du bruit devient relativement importante, &‘dse plus grande que la
ou les derrgres valeurs propres de la partie signal, il esfgable de &duire la dimension en
congquence. Cettetude montr&galement que le céite Rp, de choix de dimension fournit des
résultats suffisammentéeis pourétre o@rationnels.

3 Exemples : ACP de &ries climatiques

3.1 ACP des pEcipitations

Nous péféerons illustrer cette section par un exemple de éesngelles particuBrement
bruitees. Il s’agit des racines cégas des cumuls mensuels desgipitations de 26 villes en France
obsenees pendant 10 ans (ECOSTAT 1991). La transformation (racinérg'agcessaire afin de
stabiliser la variance comme dans le cadre d'un processus de Poisson. Pour traiter @&meorobl
suffisamment complexe on s’gressea 26x5 courbes obseées durant 2 arges conscutives.

L’ étude des doréres annuelles fournit le @me type deésultats mais avec une composante en
moins.

Une ACP classique calceg sur ces dor@es fournit les &sultats de la figur®.2 Il s’agit
donc des trois premiers vecteurs ou ptufionctions propres qui, és bruiges, sont difficiles
interpteter. Une ACP fonctionnelle incluant une contrainte @gutari€ contdblé par le pararmtre
de lissagel a ensuiteéte calcuée. Le choix simultal de la dimension et de ce paraime de
lissage est guigl par les ésultats de la figur@.3. Celle-ci repésente Evolution de la stabil& du
sous-espace de re‘gwerga\tion en fonction de la valeur du paeara de lissage et pour diffentes
dimensions. Cet indic&p, lié au comportement écarts entre valeurs propres esfstinstable
donc celicata interpéter. Neanmoins, il appataque pour de petites valeurs délog(¢) < —5),
seule la prengire composante asséeia une simple tendance est stable. Pour de plus grandes
valeurs(log(¢) > 6), les donies sont sur-li€es et beaucoup de composantes disparaissent. Le
comportement d& p5 présentant un minimum conduit finalementetenirg = 5 etp ~ 1.
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FiG. 9.2 — Les trois prengires fonctions propres de I'ACP classique (sans contraintegigarié)

des donges pluviongtriques. Tes irégulieres, elles sont difficiled interpéter.
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FiG. 9.4 — Les cing prengres composantes principales engendrant le sous-espace de projection
P,.

Les composantes principales d'une telle ACP avec contraint&gdéarié devient alors nette-
ment plus faciléx interpetera partir du graphique des fonctions propres pagitieres (figure.4)
qui revelent differentes composanteénmodiques.

3.2 ACP de temgeratures

Cette section est l&sultat d’'une collaboration d’Antoniadou et coll. 20@vdlopgge au sein
d’'un projet europen. Les doneesétudiées sont celles de I&ge CET des moyennes mensuelles
des tempratures centrales en Angleterre gébdte en 1659. C’est la plus longue désies de
temperatures enregigtes disponibles pour désudes climatiques. Elle regsente une moyenne
calcuke sur plusieurs stations du centre de I'’Angleterre ce qui permet, entre autres, éesuppl
des valeurs manquantes. Ustede peliminaire montre que cett@&se fait appartre une tendance
linéaire montrant unéchauffement de I'ordre de 0,5° C paecle pour les moyennes des mois
d’hiver mais seulement de 0,2 ° C pour les moistel

Les moyennes mensuelles de la témgture en Angleterre peuvegtre consiéréees comme
I'observation d'un processusdtoire el et repesengées par unessie chronologique. Ces doaes
peuventgalemenétre consiérées comme des observations ditisees d'un processusédtoire

(X;)icz @ valeurs dans un espace fonctionnel. Supposons tragctoires;,i = 1, ..., n du pro-
cessus ongte mesuees erp instants de disétisation{ti, ts, ..., ¢, }. Ainsi, les donies peuvent
étre ranges dans une matriceéd’élements x;; = x;(¢;),i=1,...,n,j=1,...,p.

L'objectif de I'étudeétait I'étude conjointe du processus de té&mgiure conjointement avec
celui relatantle penonene de balancier atmosgptique (north atlantic oscillation) psent dans
I'Atlantique nord et dont l'influence est marquante sur le climat e@eop Un traitement galable
a conduita centrer leséries autour des moyennes climatiques afelidiiner la forte composante
saisonniére puisa les lisser par la gthode du noyau. Les paratres de lissage oréte opti-
misés afin de maximiser la c@fation lintaire des deuxésies lisges cenges. Seule étude des
temperatures est reprise ici.
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FiG. 9.5 —Eboulis des valeurs et fonctions propres de I'ACP des tableaux deg€e®bnutesy
gauche) et lisses & droite) de tem@rature.

L'ACP des donges brutes, qui apparaisseriistibruiees, ne prsente que peu d'iaiét. La
déecroissance des valeurs propres (cf. figui est tes lente, seul le premier vecteur propre, un
peu trivial, semble fiable. L'axe asséc{effet taille) distingue entre aéas chaudes et apes
froides. Lorsque 'ACP est comb#ea un lissage, d’autres axes apparaissent comme pertinents
dans la écomposition (figur®.5). Compte tenu de la forme particéite des vecteurs propres,
celle-ci ressemble beaucoapune @composition enérie de Fourier. Cela signifie, qu’une fois
lissee, la &rie centee se comporte approximativement comme un processus statioiaaireis-
sements inépendants ave@dalagex l'origine.

La repgésentation des individus dans I'’ACP des courbes de éeatypre mensuelle (figurést
et 9.7) révele la tendanceéja signake et amplement adiati€e : la majorié des 25 dergires
anrees apparaissent parmi celles qui sont en moyenne plus chaudes (Axe 1). Le plan (2,3) de
cette néme ACP apporte degsultats plus originaux. Il attribue principalement eelrauffement
moyen aux hivers. En effet, les 25 dares anaes se projettent dans le demi-plan assadailes
hivers plus doux que la moyennérgrale. Ce &chauffement gréral explique principalement par
des hivers moains rigoureux se confirme petutle d’Antoniadou et coll. (2000) du comportement
des valeurs exémes.
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FiG. 9.6 — Repesentation des individus sur les deux premiers plans de I'’ACP des courbes an-
nuelles lisées de temgrature. La ligne brise relie les 25 derares anées.
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Fic. 9.7 — Repesentation des variables (les mois) de 'ACP des courbes annuellesslids
temperature.



Chapitre 10

Analyse Canonique

1 Introduction

L'analyse canonique (AC ou en anglaianonical correlation analysysst une rdthode de
statistique descriptive multidimensionnelle quépente des analogi@da fois avec I'analyse en
composantes principales (ACP), pour la construction et I'inédgion de graphiques, et avec
la régression ligaire, pour la nature des ddres. L'objectif gréral de I'analyse canonique est
d’explorer les relations pouvant exister entre deux groupes de variables quantitativeg€ebserv
sur le réme ensemble d’individus. &tude des relations entre deux groupes de variables constitue
la principale particularé de I'AC par rapporé 'ACP. De ce point de vue, 'AC est d’avantage
proche de la&gression ligaire multiple (explication d’'une variable quantitative par un ensemble
d’autres variables quantitatives),ethode dont elle constitue, d’ailleurs, unengralisation (on
retrouve la egression lorsqu’un des deux groupes de I'’AC ne comporte qu’une seule variable).

En fait, I'analyse canonique est, sur le plagdhique, une r@thode centrale de la statistique
descriptive multidimensionnelle, dans la mesuteatlle geréralise diverses autresétiodes et
peut aussétre consiérée comme un cas particulier d’ACP de deux paquets de variables dans un
espace muni d'une aétrique particuli-re (inverse par blocs des matrices de variance covariance).

Outre la Egression ligaire, I'A.C. redonne en effet I'analyse factorielle discriminante lors-
gu’'un des deux groupes de variables est rengpfgar les indicatrices d’'une variable qualitative.
Elle redonnégalement I'analyse factorielle des correspondances lorsque chacun des deux groupes
est remplaé par les indicatrices d’une variable qualitative. Signalegalement qu'il existe cer-
taines @réralisations de I'’ACa plus de deux groupes de variables quantitatives et qu’elles per-
mettent de retrouver I'analyse des correspondances multiples (en remplagant chague groupe par
les indicatrices d’'une variable qualitative), ainsi que 'ACP (en ne mettant qu’une seule variable
quantitative dans chaque groupe). Nous ne no@seasserons ici qa'I’AC classique, entre deux
groupes de variables.

En cépit de sa place centrale au sein dé&thndes de statistigue multidimensionnelle, pendant
longtemps, I'A.C. nétait pas (ou &s peu) enseige dans ces cursus, compte tenu du petit nombre
d’'applications auxquelles elle donnait lieu. Les choses ont @&adigbord vers le milieu des
anrees 1990, avec leedeloppement de l&gression P.L.Spértial least squares méthode assez
voisine de I'A.C., ensuite, plugcemment, avec I'apparition des dé@as d'expressionggnomique
(biopuces) combieesa des variables biologiques, dans une situtation gevestypiqguementde
I'analyse canonique.

109
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2 La meéthode

2.1 Notations

Dans toute la suite de ce chapitre, on notel@anombre d’'individus consgtés (autrement dit,
la taille de I'echantillon obse®), p le nombre de variables (quantitatives) du premier groupe et
le nombre de variableg@alement quantitatives) du second groupe. &sighera paK la matrice,
de dimensiom x p, contenant les observations relatives au premier groupe de variables¥t par
la matrice, de dimension x ¢, contenant celles relatives au second groupgi-léame colonne de
X (j =1,...,p) contient les observations de laj-iéme variable du premier groupe (8etX”)
sur lesn individus consiérés ¢ = 1,...,n). De néme, lak-ieme colonne d& (k = 1,...,q)
contient les observationg de lak-ieéme variable du second groupe @®t ).

Géréralement, en A.C., on suppose> p, n > ¢, X de rangp etY de rangq. De plus,
sans perte deégéralit, on supposégalemenp < g (on désigne donc par premier groupe celui
gui comporte le moins de variables). Compte tenu des particdatits donges de biopuces, les
guatre prengres hypothses ci-dessus pourront ne ga® \érifiees dans certains exemples.

2.2 Representations vectorielles des doraes

Comme en A.C.P., on peut consiér plusieurs espaces vectoridels assoéis aux observa-
tions.

Tout d’abord, I'espace des variables; c’dst= R”, muni de la base canonique et d'une
certaine nétrique, en gréral I'identite. A chaque variableX? est assoé un vecteur unique’
de F' dont les coordonges sur la base canonique sonta}éiz' =1,...,n). De néme,a chaque
variableY'* est asso@ un vecteur unique” de F', de coordonges leg/¥. On peut ainsi éfinir
dansF deux sous-espaces vectorielSg, engende par les vecteurs’ (j = 1,...,p), en ¢gréral
de dimensiorp, et Fy, engende par les vecteurg® (k = 1, ..., ¢), en geréral de dimensiog.

Remarque. — est courant de munir I'espace vectoriélde la nétrique dite “des poids”, &finie,
relativement la base canonique, par la matrice diag . .., p,), oulesp; (i = 1,...,n) sontdes
poids (positifs et de sommnégalea 1) assod@s aux individus obse@s. Lorsque tous ces poids sont
égaux, ils valentéacessairemer%t et la matrice éfinissant la ratrique des poids vab}LtIn, oul,
est la matrice iden&td’ordren. Dans ce cas, il egquivalent d'utiliser la ratrique identié, ce que
nous ferons par la suite, dans la mesurdes individus seront sy&tnatiquemenéquipon@rés.

On peut ensuite congéder deux espaces vectoriels pour les individiis= R? et E; = RY,
eux aussi munis de leur base canonique et d’'une certatrégue. Dandz;, chaque individu est
repiesené par le vecteur;, de coordong@esz?! (j = 1,...,p) sur la base canonique. Deéme,
dansEs, l'individu i est repésené par le vecteuy;, de coordonges leg/~.

En fait, c’est surtout 'espacE' que nous consiterons par la suite, léfinition de 'A.C. y
étant plus naturelle.
2.3 Principe de la nethode

Le principe gréral de I'A.C. est écrit ci-dessous, dans I'espace des variables

Dans un premier temps, on cherche un couple de varigblegy'!), V! étant une combinai-
son lirkaire des variableX’ (donc unélement deFy), normée, etl’! une combinaison ligaire
des variabled’* (donc unélement deFy’), normée, telles qué’! et W' soient le plus coélées
possible.

Ensuite, on cherche le couple ndxifi’2, 1W?2), V2 combinaison ligaire desX’ non corélee
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aVv'! etW? combinaison ligaire des’* non coréleea W, telles quel’? et W2 soient le plus
correlees possible. Et ainsi de suite...

Remarque. —Dans la mesurel’A.C. consistea maximiser des cogfations, quantés inva-
riantes par translation et par hometie de rapport positif sur les variables, on peut centrer et
réduire les variables initiale¥’ etY* sans modifier lesasultats de I'analyse. Pour des raisons de
commmodié, on le fera sy&matiquement. Par coaguent, les matriceX et’Y seront @sormais
supposges centes et eéduites (en colonnes).

L'A.C. produit ainsi une suite dg couples de variabled’¢, W), s = 1,...,p. Les variables
V¢ constituent une base orthondrendel’y (lesV'®, combinaisons liaires de variables ceatrs,
sont centees ; comme elles sont non dglées, elles sont donc orthogonales pour &rique iden-
tité). Les variable$V* constituent, de @me, un systme orthonorra deFy (ils n’en constituent
une base que gi = p). Les couples¥(*, W), et plus particukrement les premiers d’entre eux,
rendent compte des liaisonséiaires entre les deux groupes de variables initiales. Les variables
Vs et W sont appedes lesvariables canoniqued_eurs corélations successivesédroissantes)
sont appddes lecoefficients de coélation canoniquéou corrélations canoniqugset noeesp,
1I>p1>p2>--->pp,>0).

Remarque. —Toute variable canoniqué®c est, par construction, non céfée (donc orthogonale)
avec les autres variables canoniqi€s s # so. On peutégalement montrer qUE* est non
corelee avedV?, sis # s (la méme propete est bien &r vraie pour toute variabl&’s¢ avec
les variabled/?, s # sq).

Remarque. —Si nécessaire, on peut congpér le systme des variableld’s (s = 1, ..., p) pour
obtenir une base orthonoéa deFy dans laquelle les deries variable$Vs (s =p+1,...,q)
sont assoéesa des coefficients de c@lation canonique nulgf = 0, pours =p+1,...,q).

2.4 Aspects mat@matiques

Dans I'espace vectorigf’ muni de la nétrique identié, notonsPx et Py les matrices des
projecteurs orthogonaux sur les sous-espdte®t I'y. Les formules usuelles deefinition des
projecteurs permettenté&trire (X’ désignant la matrice transpas deX) :

Px = X(X'X)"'X'; Py = Y(Y'Y)" 'Y
On peut alors montrer la propgte ci-dessous.

PROPOSITION10.1 — Les vecteur¥® sont les vecteurs propres noéside la matricdPx Py
respectivement ass@s aux valeurs propres, rangées par ordre écroissant (on peutérifier
que ces valeurs propres sont comprises entre 1 et 0). ®manles vecteurd’® sont les vecteurs
propres norngs de la matricdPyPx respectivement ass@s aux remes valeurs propreks;. De
plus, les coefficients de c@lation canoniqueys sont les racines caées positives de ces valeurs
propres :ps = vAs, s = 1,...,p (le logiciel SAS fournit les coélations canoniques, ainsi que
leurs caries ).

2.5 Représentations graphiques

Comme en A.C.P,, les repsentations graphiques désultats d’une A.C. se font en dimen-
sion teduite (souvent 2 ou 3). Nous noterahgette dimension, avecl: < d < p. Plusieurs
repesentations sont envisageabsa fois pour les variables et pour les individus.
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Repgésentation des variables dans le sous-esgage

Désignons papn® etw?® les vecteurs dé'x et Fy respectivement ass@s aux variables cano-
niquesV® et .

DansFy, on consi@ére la base orthonor@e (v, .. ., v?) que I'on restreink (v, . . ., v%) pour
les repésentations graphiques.

On peut tout d’abord repsenter chacune des variables initiales au moyen de ses coor-
donrees sur les®. Ces coordonges s'obtiennent en calculant les produits scalaires , v >,
j=1,....,p,s = 1,...,d. Les variablesX’ étant centes et &duites, les vecteurs’ sont
centés et norras (et il en va de #me pour les vecteurs’), de sorte que ces produits scalaires
sontégaux aux cogélations entre variables initiale§’ et variables canoniqué® (au coefficient
n Pres, puisqu’on a consk la nétrique identig).

Dans le néme espace, on peéfjalement refisenter les variables de I'autre groupe Yésen
projetant tout d’abord les vecteursdansFx, au moyen d®x, puis en prenant le produit scalaire
de ces projections avec les vecteutsOn doit donc calculer pour cela les produits scalaires

< Px(yk),vs >=< yk,PX(vs) >=< ykﬂ)s >,

encoreégaux aux coélations entre les variables initial®¢ et les variables canoniqués.

Dans la mesurelole graphique ainsi obtenu est “bon” (sur ce point, voir plus loin), on peut
I'utiliser pour interpéter les relations (proxinés, oppositionsgloignements) entre les deux en-
sembles de variables. Par construction, ce graphiquésepte les coétations entre les variables
canoniqued’* et les variables initialeX’/ etY'*, corélationsa la base de son integation. On
peut aussi conforter cette integpation en utilisant les coefficients de dation lintaire entre
variablesX7, entre variable¥*, et entre variableX7 etY*. Tous ces coefficients sont eargral
fournis par les logiciels.

Repgésentation des variables dans le sous-esgace

De fagon syratrique, on restreint le syshe (w!, ..., wP) de Fy aux preméres variables
(w', ..., w?), par rapport auxquelles on ré&sente aussi bien les variables initiakéé que les
Y*, selon le néme principe que celuiatrit ci-dessus (les coordod@s sont les cagtations).

La encore, dans la mesure ce graphique est “bon”, il permet d'integter les relations entre
les deux ensembles de variables.

Les deux graphiques (daf; et dansFy) ayant la niéme qualié et conduisant aux @mes
interpiétations, un seul suffit pour integder les esultats d'une analyse.

Repgésentation des individus

Dans chacun des espaces relatifs aux individiyset E5), il est encore possible de faire une
reptesentation graphique de ces individus en dimendiotes deux ref@sentations graphiques
étant comparables (d’autant plus comparables que leslations canoniques so@le\ees).

En fait, on peut @rifier que les coordoraes des individus sur les axes canoniques pour ces
deux repésentations sont respectivement degspar les lignes des matricég (dansE:) etWy
(dansE»), V4 et W4 désignant les matrices x d dont les colonnes contiennent les coordesm
desd premgres variables canoniques sur la base canonique de
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Choix de la dimension

Comme dans toute @thode factorielle, diffrentséléments doivenétre pris en compte pour
le choix de la dimensiod dans laquelle onéalise les graphiques (et dans laquelle on in&tepr
les fesultats).

e Tout d’abord, il est clair qué doit &tre choisi petit, I'objectif gréral de la nethodeétant
d’obtenir des ésultats pertinents dans une dimensiéduite ; ainsi, le plus souvent, on
choisid égala 2 oua 3.

e Plus l'indice de dimensior augmente, plus la cdration canonique, diminue ; or, on
ne s'inéresse pas aux cétations canoniques faibles, puisqu’'on cherahexpliciter les
relations entre les deux groupes de variables ; pareoprent, les dimensions correspondant
a desp, faibles peuvenétre régligées.

e Le pourcentage que chaque valeur propre@s@nte par rappoé la somme, c’esi-dire
par rappor@ la trace de la matrice diagon&es facilitentegalement le choix dé (voir la
remarque 5).

2.6 CompEments : analyse canonigue etagression multivariee
Introduction

Ouvrages et logiciels anglo-saxons de statistiq@sgmtent souvent I'analyse canonique pa-
rallelementa la iegression ligaire multivarge (gression d’un ensemble de variab¥essur un
autre ensemble de variabl&d). Cette approche est, en fait, assez naturelle, dans la mesle® o
donrees sont de @me nature dans les deuxethodes etw’on cherche, dans 'une comme dans
I'autre, des relations ligaires entre variables.

Il convient toutefois de noter les deux @ifences fondamentales entre les dewtho-des :
contrairemend ce qu'il se passe en A.C., les deux ensembles de varialles Y* ne sont pas
symetriques ené&gression, puisqu'’il s’agit d’expliquer les variablE§ au moyen des variables
X7 ; d’autre part, toujours eregression, on suppose la normélies variablesponsed’*, alors
gu’'aucune hypothse de cette nature n'estaessaire en A.C. L'avantage de cette hypséh(lors-
gu’elle est “raisonnable”) est de permettre daliser des tests dans le nébelde égression.

Le moale de Egression multivaée
Le mockle de egression multivaéie des variables* sur les variable7 s’écrit :
Y=XB+U,;

les matricesY, n x q et X, n x p, sont celles introduites en A.CB est la matricep x ¢ des
parangtres inconnusa estimer U est la matricer x ¢ des erreurs du meéde. Chaque lign&’; de
U est un vecteur &htoire de R suppog N, (0, X), lesU; étant independants, est une matrice
inconnuea estimer, supp@e constante ef).

L'estimation maximum de vraisemblance Beconduita la solution :
B = (X'X)"'X'Y.
On appelle alorgaleurs pedites(deY par le moele) les quantés :
Y =XB=PxY;
d’autre part, on appellesidudes quantiés :

U=Y-Y=PxY
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(dans I&criture ci-dessusPx désigne, dans R le projecteur orthogonal sur le sous-espace
suppEmentaire orthogonal Fx dans R ; on sait que ce projecteurégrit : Py, = I,, — Px).

Matrices intervenant dans les tests

Dans le cadre du meéde gaussien, on peut tester la significaéiviu moele en gréralisant
le test de Fisher, bien connu dans le cas unidimensionnel. Alerateur de la statistique de
Fisher figure la norme cae du vecteug — 7, ici rempla&e parY’Y (cette matrice est cei@e).
Au dénominateur figure la norme cag des @sidus, ici rempla@e parU’U (on réglige, pour
l'instant, les deges de liber® de ces quanés). La statistique de Fisher est donc rempdapar
le produit matricielY’Y (U'U)~!. Comme on & = PxY, ilvient: Y'Y = YPxY = H
(la notationH est standard, car il s’agit d'une matrice procheOodsous I'hypotlese nulle de
non significativié du mo@le). D’autre partU = PxY entrdne : U'U = Y'PxY = E (il
s’agit encore d’une notation standard, cette matriceesprtant les erreurs du nidd). Les tets
multidimensionnels de significatiétdu mo@le sont ainsi ba&s sur Ietude des valeurs propres
soit du produit matriciel

HE ' = (YPxY)(Y'PxY) !,

soit encore du produll(H+E)~!, les valeurs propres de ces deux matricesssiigant les unes
des autres. Bveloppons le second produit matriciel :

H+E=YPxY+Y'(I,-Px)Y =Y'Y;

d'ou:
HH+E) ' =YPxY(YY)!,

matrice ayant les Bmes valeurs propres que
PxY (YY) 'Y’ = PxPy,

c'esta-dire les\; (s = 1, ..., p), cares des codlations canoniques.
Remarque. —On peut erifier (le esultat est classique) que les valeurs propres de la matrice

HE! valent ] S)\ . Ces valeurs propres sont fournies par le logiciel SAS, ainsi que les pour-

centages (et les posurcentages cumslifu’elles re@sentent par rappoatleur somme, trace de la
matriceHE .

En interpétant ces pourcentages comme la part d'inertie globale du nuage des individus res-
tituée par les diffrents axes canoniques (ce gu’elles sont, par exemple, en analyse factorielle
discriminante), ces quarés facilitent le choix de la dimensiahretenue pour les graphiques et
les interpétations.

Tests

Il existe plusieurs tests de significat&idu mo@le de égression multivaée, en gréral
équivalents (au moins au niveau dégigions qu'ils entfiment). Ces tests sont leérgrali-sations
classiques du test de Fisher au cas multévéon les retrouve, par exemple, en analyse de variance
multivariée). Le logiciel SAS fournit les trois premiers ci-dessous, mais pas le epngtril f())\urnit

1

également le test de Roy, léesur la plus grande valeurs propre de la matd@ !, soit T
- Al

mais ce test est deconseiller.
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Le test de Wilks, adaptation du test du rapport des vraisemblances, @stide statistique

p p

A=TJa-x)=TJ0 -

s=1 s=1

Le test de la trace de Pillai est léasur la statistique

p
Z =traceHH +E)"' =) "\,

s=1

Le test de la trace de Lawley-Hotelling est &asir la statistique

As
1— X

p
T? = traceHE ! = Z
s=1

Le test du khi-deux, ba&ssur la statistique

1 p
K=-[n-1)-5p+q+1)] 1n8H1(1 — ).
Le test du khi-deux g@sente I'avantage étre directement utilisable, puisqu’on compare la
statistiqueKk” a une loi de khi-deug pq degiés de liberés (il s’agit d'un test approd).

Dans les trois autres tests ci-dessus, on doit transformer la statistigdi@(172) pour obtenir
un test de Fisher approghles transformatiorstant assez complig@esa expliciter (toutefois, SAS
les ealise automatiquement).

Remarque. —Dans un article de 1951, Rao a md@ngyue, dans la plupart des cas, I'approximation
de Fisher du test de Wilks est la meilleure. C’est donc le test que nous conseillerons dans ce cas
la.

Si le mockle de égression est signifcatif (il en va alors d&mme pour I'analyse canonique),
on peut tester la significatiétd’'une dimension et de I'ensemble des suivantes, en particulier pour
guider le choix de la dimension en A.C. Ainsi, supposons que leglations canoniques soient
significatives depuis la pregmie jusqua lak-ieme ( < k < p). On peut alors tester I'hypotise
nulle

{Ho: prsr == pp =0} (<= {Ho:d=k})
contre l'alternative
{H1 D Pk+1 > 0} (<:> {Hl cd > k})

Pour cela, il faut adapter soit le test de Wilks, soit le test du khi-deux.

Pour le test de Wilks, il suffit de faire le produit des quatitl — A\;) de l'indicek + 1 a
I'indice p et d’adapter la transformation en fonction des nouvelles dimensions. SAS le fait auto-
matiquement. Pour le test du khi-deux, il faut coiset la statistique

k P
1 1
Ky=—[(n—1—k)— §(p+q+1)+z)\—s]ln IT a=x)
s=1 s=k+1
et la comparea une loi de khi-deua (p — k)(q — k) degés de liber.

Remarque. —Dans I'utilisation de ces tests, il convient de ne pas perdre de vue d’'une part gu'il
s’agit de tests approéls (d’autant meilleurs que la taille d&thantillon,n, est grande), d'autre
part qu’ils ne sont valables que sous I'hypegk de normakt des variable¥ ™.
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3 Unexemple : la nutrition des souris

3.1 Lesdonrees

Ces donges nous onéte propoges par I'Unié Pharmacologie-Toxicologie de I'INRA de
Saint Martin du Touch, @rs de Toulouse. Elles oité produites par Pascal Martin et Thierry
Pineau.

Il s’agit d’une population de 40 souris sur lesquelles, entre autres choses, on galeexv
groupes de variables. Un premier groupe est coréstitr 10 @nes spcifiques de la nutrition chez
la souris. Chaque variable est en fait la mesure (quantitative) de I'expressi@ndicgrrespon-
dant, Balige pamacroarrayssur membranes de nylon avec marquage radioactif. En fait, dans
I'expérience, on disposait de 12@mes parmi lesquels 10 ogif selectionés (a priori, parmi les
plus pertinents) pouréduire le volume des doémes. Pour @moire, les codes de cesrges sont
les suivants :

CAR1 BIEN CYP3A1l1 CYP4A10 CYP4A1l4 AOX THIOL CYP2c29 S14 GSTpi2 .

Un deuxime groupe de variables est con&tipar les pourcentages de 21 acides gegatiques ;
il s'agit de variables quantitatives, avec la particuiagtie, tous les acides grasgatiques ayant
eté pris en compte, la somme de ces variables vaut 100 pour tout individu. Bowire, les codes
de ces acides gras sont les suivants :

Cl40 C160 C180 Cl16_1n 9 C16_1n 7 C18 1n 9 C18 1n 7
C20 1n_9 C20 3n_9 C18 2n_6 C18 3n_6 C20 2n_6 C20 3n_6 C20_4n 6
C22_4n_6 C22_5n_6 C18 3n_3 C20 3n_3 C20 5n_3 C22 5n_3 C22 6n 3 .

Le but de I'analyse canonique de ces dees est donc @étudier les relations pouvant exister
entre gnes et acides gras.

Remarque. —On notera que les hypathes usuelles relatives aux déea d’'une A.C., que nous
avons mentiongesa la fin du 2.1, sont ici toutestvifiees.

3.2 Traitements préliminaires

Nous donnons ci-dessous les statistigglementaires relatives aux deux groupes de variables.
Pour les colations entre les variables de chaque groupe, on se reportera aux annexes A et B.

Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum
CAR1 40 220.85000 60.76881 135 376
BIEN 40 214.67500 58.14191 105 385
CYP3A11 40 518.15000 294.13415 170 1327
CYP4A10 40 179.17500 83.91873 89 399
CYP4A14 40 171.37500 112.53733 99 658
AOX 40 830.55000 237.60385 452 1529
THIOL 40 644.05000 277.55461 206 1260
CYP2c29 40 1062.0 336.10239 371 1934
S14 40 328.65000 216.91881 132 1350
GSTpi2 40 2266.0 717.60913 965 3903

Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum
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C14 0 40 0.76300 0.80057 0.22000 3.24000
Cl6_0 40 23.02600 3.57303 14.65000 29.72000
C18_0 40 6.74700 2.64016 1.68000 10.97000
C16_1n_9 40 0.68700 0.28498 0.29000 1.50000
C16_1n_7 40 4.41875 2.98497 1.59000 13.90000
C18 1n_ 9 40 25.27325 7.33966 14.69000 41.23000
C18 1n_ 7 40 4.42600 3.37585 1.53000 15.03000
C20_1n_9 40 0.28400 0.13965 0 0.65000
C20_3n_9 40 0.30675 0.72116 0 2.89000
C18_2n_6 40 15.27750 8.76020 2.31000 40.02000
C18_3n_6 40 0.37450 0.87840 0 5.07000
C20_2n_6 40 0.18525 0.20236 0 0.83000
C20_3n_6 40 0.77600 0.46167 0.11000 1.64000
C20_4n_6 40 5.27925 4.45999 0.75000 15.76000
C22_4n_6 40 0.18400 0.25213 0 0.73000
C22_5n_6 40 0.43700 0.66392 0 2.52000
C18 3n_3 40 2.88800 5.82863 0 21.62000
C20_3n_3 40 0.09100 0.17930 0 0.64000
C20_5n_3 40 1.78950 2.59001 0 9.48000
C22_5n_3 40 0.87175 0.85598 0 2.58000
C22_6n_3 40 5.91400 5.33487 0.28000 17.35000

Remarque. —Comme indigé dans la remarque 2, ces variablesé&iaicentées etéedui-tes avant
la réalisation de I'A.C.

3.3 Analyse canonique
Géreralités

Les premiers@sultats fournis par une A.C. sont les &ations croiées entre les deux groupes
de variables. Nous donnons ces étations dans I'annexe C.

Ensuite sont dorées les co@lations canoniques reproduites ci-dessous.
Canonical Correlation

0.990983
0.978581
0.957249
0.891429
0.799633
0.794380
0.770976
0.635902
0.626384
0.325094

QOoUo~NOOUO~WNE

=

On notera que “le plus petit” groupe ne comportant que 10 variables, on negteunther
gue 10 corelations canoniques. L'objectif principal de I'A.@tant détudier les relations entre
variables des deux groupes, on peut noter ici qu’il existe effectivement des relations fortes entre
ces deux groupes, puisque les premiers coefficiens canoniqueses@etes. Compte tenu des
valeurs importantes des premiers coefficients, on peut raisonnablement se contenter de deux ou
trois dimensions powtudier les @sultats fournis par la éthode et nous avons choisi ici seulement
deux dimensions, compte tenu qu’il s'agit essentiellement d’une illustration.
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Remarque. —Les valeurs propres de la matriEEE~! et les pourcentages d’inertie reséitupar
les differentes dimensions sont les suivants :

Eigenvalues of Inv(E)*H
= CanRsg/(1-CanRsq)

Eigenvalue Difference Proportion Cumulative
1 54.7032 32.1069 0.5553 0.5553
2 22.5963 11.6451 0.2294 0.7847
3 10.9512 7.0816 0.1112 0.8958
4 3.8696 2.0964 0.0393 0.9351
5 1.7732 0.0629 0.0180 0.9531
6 1.7103 0.2448 0.0174 0.9705
7 1.4655 0.7866 0.0149 0.9854
8 0.6789 0.0332 0.0069 0.9922
9 0.6457 0.5275 0.0066 0.9988
10 0.1182 0.0012 1.0000

Par ailleurs, les tests de Wilks, de significaévite chaque dimension, sont les suivants :

Test of HO: The canonical correlations in the
current row and all that follow are zero

Likelihood Approximate

Ratio F Value Num DF Den DF Pr>F
1 0.00000023 2.19 210 104.61 <.0001
2 0.00001272 1.63 180 100.74 0.0035
3 0.00030012 1.25 152 95.57 0.1202
4 0.00358677 0.96 126 89.05 0.5890
5 0.01746624 0.82 102 81.12 0.8259
6 0.04843824 0.78 80 71.72 0.8542
7 0.13128287 0.69 60 60.78 0.9228
8 0.32367928 0.53 42 48.23 0.9807
9 0.54342420 0.47 26 34 0.9762
10 0.89431401 0.18 12 18 0.9980

On voit que le choix de la dimension 2 est recomméand
Graphique des individus

Dans un premier temps, nous avogéali€ le graphique des individus (les 40 souris) relative-
ment aux deux premiers axes canoniques de I'espaceedesig; (voir la Figure 1). Ce graphique
a pour seul but de regarder 'honfeie de I'ensemble des individus. S’il negsente aucune par-
ticularité notable, il y a Banmoins des individus occupant des positions asséxretiees et il
pourraitétre ineressant étudier en @étail ce qui les caraetise.

On notera qu'on &galementé&ali le graphique des individus relativement aux deux premiers
axes de l'autre espace (espace des acides Bsast qu'il est tes semblabla celui-ci.

Graphique des variables

Pour la repesentation des variables, nous avons c@ite sous-espacEyx, engende par
les 10 gnes, et nous avons ré&geng a la fois les gnes et les acides gras relativement aux deux
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premeres variables canoniquég; et V2 (voir la Figure 2). Comme indicuen 2.5, les coor-
donrées des variables initiales sont fournies par leur&ations avec les variables canoniques.

Certaines associations entrengs et acides gras, en particulier celles corresporidalets
pointséloigrés de 'origine, sont iliressantea noter.
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Chapitre A

Outils algebriques

Ce chapitre se propose de rassembler des notations et rappekbdialgéaire ainsi que
guelques com@iments matbmatiques du niveau du premier cycle des Univessit

Dans tout ce qui suitE et I’ sont deux espaces vectorieBels munis respectivement des
bases canoniques= {e; ; j =1,...,p} etF = {f;; i = 1,...,n}. On note indiferemment
soit un vecteur dé2 ou deF’, un endomorphisme dg, ou une application ligaire de£’ dansF’,
soit leurs repgsentations matricielles dans les basefinies ci-dessus.

1 Matrices

1.1 Notations

La matrice d’ordregn x p) assodgea une application li@aire deF’ dansF’ est decrite par un

tableau :
b -

aj ay ay
— 1 J P
A= g a; a;
L CL}L CL?]"L an |
On note par la suite :
al = [A]] leterme @réral de la matrice,

a; = [a},...,d?] unvecteur-ligne mis en colonne,
a’ = I[a],...,al]" un vecteur-colonne.

AR

Types de matrices

Une matrice est dite :
e vecteur-ligne (colonngin =1 (p = 1),
e vecteur-uniéd’ordrep si elle vautl, = [1,...,1],
e scalairesin = letp =1,
e carréesin = p.
Une matrice ca@e est dite :

_ - y 4 0 sii#j
J _ 8§ _
e identite (I,) sial = & —{ 1 sii=j °

125
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o diagonalesi a/ = 0 lorsquei # j,
e synetriquesia] = a’, V(i j),
e triangulaire sugerieure (inérieure) sia] = 0 lorsquei > j (i < j).

Matrice partitionree en blocs
Matrices dont le€léments sont eux-émes des matrices. Exemple :

Aj(r xs) Af(rx(p—s))

A(n xp) = Al((n—7r)xs) A3((n—r)x (p—s))

1.2 Operations sur les matrices
Somme : [A + B} = o/ + b/ pour A etB de méme ordrgn x p).
Multiplication par un scalaire : [wA})) = aa! poura € R.
Transposition : [A']] = aé, A’ estd’ordre(p x n).
N A At amy _wiar | AL AT [ AL AY

(A"Y=A;(A+B)=A"+B";(AB) =B'A ,[ Al AZ| 7| AZ AZ
Produit scalaire élementaire : a’b =", a;b; ol a etb sont des vecteurs-colonnes.
Produit : [AB]{ = alt/ avecA (. ), B(pxq) ELAB (), €t pour des matrices par blocs :

Al A? ][ B B}]_[A{B]+AIB} A{B?+ AiB3
Al A3 || B} B} | | AjB{+A3B} AlB?+ A3B}

sous éserve de compatibiétdes dimensions.
1.3 Propriétés des matrices carees

La trace et le déterminantsont des notions intriggues, qui ne &endent pas des bases de
repesentation choisies, mais uniguement de 'applicatiogdiire sous-jacente.

Trace

Par cefinition, siA est une matricép x p),
p .
trA = Z a;,
j=1

et il est facile de montrer :

tra = qa,
traA = aftrA,
tr(A+B) = trA+trB,
trAB = trBA,
reste vrai SiA est(n x p) et siB est(p x n)
n p
rCC’ = wC'C=> ) ()’
i=1 j=1
dans ce ca¥C est(n x p).
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Déterminant
On note|A | le déterminantde la matrice caée A (p x p). Il vérifie :

/4

|A| = H ag, si A est triangulaire ou diagonale
=1
A = ;p!A!,
|AB| = [|A|[B],
5 ol - 1o
Al A| - atlaz- akanay (A1)
= |AZ]|A] - AT(AD) A, (A2)

sous éserve de laggularié deA] et A3.

Cette derrére propréte se montre en congdant les matrices :

A2/ A2V—1
B:[(I) Al(iAz‘) etBAB,

puis en comparant leterminant§BAB’| et|A|.
Inverse

L inversede A, lorsqu’elle existe, est la matrice unique @A ! telle que :
AAT=ATA=T;
elle existe si et seulement|sy| # 0. Quelques propéiés :

(A7) = ()7 (AB)T=BUATL A=
Définitions
Une matrice cafe A est dite :
synetriquesi A’ = A,
singuliéresi|A| = 0,
réguliéresi|A| # 0,
idempotentsi AA = A,
définie-positivesi, Vx € RP,x’Ax > 0, et siz’Az = 0= x = 0,
positive ou semi-@&finie-positive, siyx € R, x'Ax > 0,
orthogonalesiAA’ = A’A =T (A’ = A1),

2 Espaces euclidiens

E est un espace vectoriéel de dimensiop isomorphea RP.
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2.1

2.2

Sous-espaces

Un sous-ensembl&, de E est unsous-espace vectori¢s.e.v.) dely s’il est non vide et
stable :
V(x,y) € E3,Va € R,a(x +y) € Ej.

Le g-uple{xi,...,x,} de E constitue un sysimelinéairement inépendansi et seulement
Si:
q
Zaixi:0:a1:-~:aq:0.
=1
Un syséme lirtairement indpendant, = {ei,...,e,} qui engendre dan& un s.e.v.
E, = ved{eq,...,e,} en constitue unbaseet dim E,) = card&,) = q.

Rang d’'une matriceA )

Dans ce sous-paragraph¥,est la matrice d’une application Baire deE = RP dansF =

R".

Im(A) = vect{al,... aP}estles.e.v.dé¢" imagedeA ;
Ker(A) = {x € E; Az =0} estles.e.v.d& noyaudeA ;
E = Im(A) @ Ker(A) si A est carée assoéea un endomorphisme dé

etp = dim(Im(A)) + dim(Ker(A)).

rang A) = dim(Im(A)),
0< rangA) < min(n,p),
rang A) = rang A’),
rang A + B) < rang A) + rangB),
rang AB < min(rang A), rangB)),

)
rang BAC) = rang A), siB etC sont égulieres
rang A) = rang AA’) = rang A’A).

Enfin, siB (p x ¢) estde rang(q < p) et A est caree(p x p) de rangp, alors la matrice
B’AB est de rang.

2.3

Meétrique euclidienne

Soit M une matrice caée(p x p), synmétrique, @&finie-positive ;M définit sur I'espacd :

un produit scalaire: (x,y)y; = XMy,
unenorme : ||x||y; = <X,X>11v/12,
unedistance: dy(x,y) = ||x — y|las

desangles: cos On(x,y) = %

La matriceM étant donie, on dit que :

une matriceA estM-synetriquesi (MA) = MA,

deux vecteurs ety sontM-orthogonauxsi (x, y)y; = 0,
un vecteurx estM-normeési ||x||y; = 1,

une bas&, = {e1,...,e,} estM-orthonorneesi

V(i,5), (e ej)n = 07
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2.4 Projection

Soit W un sous-espace déetB = {b',... b?} une base d& ; P(p x p) est une matrice
de projectioriM-orthogonale suWV si et seulement si :

Vy € E,Py € Wet (Py,y — Py)y =0.

Toute matrice idempotent®? = P) et M-symétrique(P'M = MP) est une matrice de projec-
tion M-orthogonale etéciproquement.

Propriétes
e Les valeurs propres d@ sont0 ou 1 (voir § 3) :

uew, Pu=u, =1, demultiplicitt dim(W),
vLW,(onnotev € W) Pv=0, X=0, demultiplicitt dim(WW').

trP = dim(V).
P = B(B'MB) 'B’'M, ouB = [b',...,b?].
Dans le cas particulienolesb’ sontM-orthonornes :

q
P = BB'M = Z b’b/ M.
=1

e Dans le cas particuliertoy = 1 alors :

bb’ 1
b'Mb [Ibllns
e SiPy,...,P,sontdes matrices de projectidi-orthogonales alors la somrig +- - -+P,,

est une matrice de projectidvi-orthogonale si et seulement #;,P; = 5iP]~.
La matricel — P est la matrice de projectiami-orthogonale subl/ .

3 Eléments propres

Soit A une matrice caée(p x p).
3.1 Definitions
e Par ckfinition, un vecteur définit unedirection propreassoctea unevaleur propre\ si

'ona:
Av = \v.

e Si\estune valeur propre de, le noyau KefA —\I) estun s.e.v. d&, appeé sous-espace
propre, dont la dimension est magquar I'ordre de multiplicé dex. Comme cas particulier,
Ker(A) est le sous-espace propre asépsi elle existea la valeur propre nulle.

e Les valeurs propres d’'une matride sont les racines, avec leur multipliejtdupolynbme
caracéristique:

|A — M| =0.

THEOREME A.1. — Soit deux matriced (n x p) etB(p x n); les valeurs propres non nulles
de AB etBA sontidentiques avec leéme dege de multiplicié. Siu est vecteur propre dBA
assoce a la valeur propreX differente de &ro, alorsv = Au est vecteur propre de la matrice
AB assoce a la meme valeur propre.
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Les applications statistiques envigag dans ce cours ne sénéssent q& des types particu-
liers de matrices.

THEOREME A.2. — Une matriceA réelle syratrique admep valeurs propres &elles. Ses vec-
teurs propres peuvei@tre choisis pour constituer une base orthonéeneE ; A se cecompose
en:

p
A=VAV' =) NV
k=1

ol V est une matrice orthogonale'', ..., vP] des vecteurs propres orthonoes)assoés aux
valeurs propres\;, rangees par ordre dcroissant dans la matrice diagonate

THEOREME A.3. — Une matriceA réelle M-symétrique admetp valeurs propres &elles. Ses
vecteurs propres peuvegtre choisis pour constituer une badd-orthonornée deFE; A se
décompose en:

p
A=VAV'M =) nvivEM
k=1
ou'V = [vl,..., vP] estune matricdI-orthogonalg V'MV = I,etVV’ = M~!) des vecteurs
propres assoés aux valeurs propreks, rangées par ordre écroissant dans la matrice diagonale
A.

Les cecompositions ne sont pas uniques : pour une valeur propre simple (de mudtiplieit
vecteur propre norfnest @fini a un signe s, tandis que pour une valeur propre multiple, une
infinité de based/l-orthonornées peuveritre extraites du sous-espace propre unique #ssoci

Le rang deA est aussi le rang de la matrideassocdee et donc le nombreépetees avec leurs
multiplicités) de valeurs propres non nulles.

Par cefinition, siA est positive, on note la racine caerdeA :

p
A2 =N/ vEVEM = VAY2VML

k=1
3.2 Propriéetés
Side #£ A, v Lmvd
trA = 21221 Ak |A| = Hlﬁ:l Ak
si A est eguliere Yk, A\ Z0;
Si A est positive Ap >0

Si A est céfinie-positive A\, > 0 ;
3.3 Décomposition en Valeurs Singukres (DVS)

Il s’agit, cette fois, de construire l&&domposition d’une matricK (n x p) rectangulaire rela-
tivementa deux matrices syétriques et positiveB (n x n) etM(p X p).

THEOREME A.4. — Une matriceX (n x p) de rangr peut sécrire :

X = UAYV2V =) /v (A.3)
k=1
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U (nxr) contient les vecteurs propr&-orthonornés(U’'DU = I,.) de la matriceD-synétrique
positive XMX'D assoces auxr valeurs propres non nulles; rangées par ordre écroissant
dans la matrice diagonald (r x r); V (p x r) contient les vecteurs propréel-orthonornes
(VVIMV = 1,) de la matriceM-synetrique positiveX'DXM assocés aux rémes valeurs
propres. De plus,

U=XMVA 2etV =XDUA /2

4  Optimisation

4.1 Norme d'une matrice

L'espace vectorieE' de dimensior (resp.F' de dimensiom) est muni de sa base canonique
et d’'une netrique de matricdMI (resp.D). Soit X une matrice(n x p). LensembleM,, , des
matrices(n x p) est un espace vectoriel de dimensign on le munit duproduit scalaire:

(X,Y)yp = rXMY'D, (A.4)

!/ / /
Dans le cas particulierloM = I, etD = I, et en notant veX) = [xl ,...,xp} la
matrice “vectorige”, ce produit scalaire devient :

n p
(X, Y)p 1, = XY =Y "> " aly] = vedX)'vedY).
i=1 j=1
La normeassocgea ce produit scalaireX(4) est appdte norme trace :
IX[|3p = tXMX'D,
n p
IXIE, 5, = XX =8SQX) =YY (a))?

i=1 j=1
(SSQ signifie “sum of squares”)

La distanceassocdkea cette norme devient, dans le casld est une matrice diagonal®(=
diagw, . ..,wy,)), le crittre usuel demoindres carés:

n

(X, Y) = X = Ylyp = Y willxi — yilla -

=1
4.2 Approximation d’'une matrice

Les matriceX, M etD sont cefinies comme ci-dessuX; est suppase de rang. On cherche
la matriceZ,, de rangy inférieurar, qui soit la plus proche possible d&

THEOREME A.5. — La solution du proléme :
min { |X — ZIR g Z € May, 1ang(2) = q < r} (A5)

est donge par la somme despremiers termes de lasBdomposition en valeurs singéites A.3)
deX:

q
Z, =Y Vaufvd = U ALV
k=1
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Le minimum atteint est :

IX = Zglgp = D M-
k=q+1

Les matricedJ,, A, etV, contiennent leg premiers vecteurs et valeurs propres despar
la DVS deX; Z, est appede approximation de rangde X.

Ce tteoeme peut se reformuler d’'une mareéquivalente. On noté\q (resp.@]) la projection
M-orthogonale sut/, = Im(V,) (resp.D-orthogonale suf;, = Im(U,)) :

q
P, = Y vWW"M=vV,V\M
k=1

q
Q, = Y v"D=U,U,D,
k=1

Z, = QX=XP,.

PROPOSITIONA.6. — Avec les notations peedentes :

o~

2
P, = argmax {[XPY||,

P, projectionM-orthogonale de rang < r},

2
Q, = arg max {[QX[3rp:
q

Q, projectionD-orthogonale de rang < r} .



Chapitre B

Cadre fonctionnel

Cette annexe fournit une introduction sommaire au cadreénaltique gcessaireé I'étude
de courbes. Un premier objectif est defidir les notations @cessairea la manipulation de va-
riables ou processuséatoiresa valeurs dans un espace fonctionnel. Incontournables pour des
études asymptotiques, ces notions peudtre survodes en prendire lecture. Le deugme ob-
jectif est de @finir des crieres deégularite d’'une fonction qui interviendront comme contraintes
dans les optimisations ou termes dmalisation. lls s’exprimeront pratiguement par I'explicitation
matricielle de normes ou semi-normes dans un espace euclidien de dimension finie.

0.3 Variable aleatoire hilbertienne

On consi@re une variable ahtoireZ a valeurs dans I'espace de Hilbert sugpd=parabled
muni de la tribu des bétiens. On noté|z||;; la norme dans cet espace. On suppose £j@st
du second ordre c’est-dire qu'elle \erifie E||Z||3, < oo. Sous cette hypo#ise,Z admet une
esferance dan&l notte EZ) et un ogerateur de covariance compacadmettant donc un spectre
discret.

L'existence des moments de et leur cfinition sont fournies par le éoeme de RieszH’
désigne le dual topologique dé) :

vieH, (E(Z) f)g=E[f Z)ul
V(u,v) € H x H', (Tu, V) =E |{(Z - E(Z),u)gu (Z - EB(Z),0)gw | -

L'opérateur de covariance&rit alors avec la notation de produit tensoriel :
r=E((Z-E>2)®(Z-E2).

Dans le cas particulienod = L?(T), il est facile de @rifier que I'oggrateur de covariancegrit
sous la forme d'un ograteur ingégral :

Vf € LX(T), Vte T, Tf(t) = / (5,0 f(s) ds, (B.1)
T
ou (s, t) est la fonction de covariance du procesausmps continl (¢) d’esgerancen(t) :
(s, t) = E[(Z(t) — a(t))(Z(s) —a(s))], V(s,t) € T xT. (B.2)

Nous seronggalement ameésa consiérer un processustemps discretZ;), ., suppog du
second ordre, aut@gressif d'ordre 1 et prenant ses valeurs dans un espace hilbeff#gnz
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est dit ARH(1). Notong" 'opérateur de covariance Atcelui de covariance crae du processus.
Le processusétant suppdsstationnaire, ces épateurs ne&@pendent pas dieet sont @finis par :

I' = E[(Z—E(Z))® (Z—E(Z))],
A = E[(Zy—E(Z))® (Z1 —E(Z4))],
A* = E|[(Z1 - E(4)) @ (Zy— E(Z))]

ou la fonctiony repesente la moyenne du processus<B.. lIs vérifient :
ANZi—p) = T(E(ZiqalZi, Zias- ) — 1),
A = pI
et posgdent un spectre discret.
0.4 Condition de régularité

Les differentes techniques pro@es reposent sur la recherche de solutiégslieres ou lisses
au sens d’'un critre faisant intervenir les normes désidées successives. Ce éri¢ est couram-
ment utili€ pour la @&finition et la construction des fonctions splines, il &fimit comme une
semi-norme dans un espace de Sobolev

W™ ={z:22,...,2m ) absolument continues™ e L?}.

Pour toute fonctiorr de W™, sa Eégularié est conilée par la semi-norme :

2112, = D™ 22, = /T (=™ ())2dt. (B.3)

Ce criire peugtre ¢gerérali€ a d’autres semi-normesjuivalentes (Wahba 1990) en remplacant
'opérateurD™ par tout o@rateur diferentiel liréaire faisant au moins intervenir le2me ordre

m de cerivation et conduisant ainaila cfinition de familles plus grérales de splines dites de
Tchebicheff.

0.5 Splines de lissage

L'estimation non-paragtrique par lissage spline a dantieu a une importante liérature :
Wahba (1990), Green et Silverman (1994) en fournissent par exemplesdesifations &taillees.
Placons-nous dans le cadre usuel du eélede égression non paragtrique :

z; = 2(t;) +¢j; E(gj) =0, E(gjeg) = 020k, j,k=1,..,p

a<t;<ty<..<t,<b (B.4)

ou z; est 'observation bruéte ent; de la fonctionz suppoge eguliere et lisse z € W™,

L'estimation splinez de la fonctionz est alors la solution du pradine d’optimisation sous
contrainte de&gularié

1 p
min, p;(2<tj>_x<tj>>2; 2%, < clc €Ry) p. (B.5)

En introduisant un multiplicateur de Lagrange, ce peale d’optimisation estquivalent :
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D (2(ty) —a(t)* + €| D272 5 - (B.6)

Le paraneétre de lissagé, qui depend directement de permet d'effectuer un arbitrage entre
la fidélite aux donges { — 0) et la egularie de la solution{ — +oc). En 1égression non
parangtrique sa valeur est choisie en minimisant leazatde validation croée gréralige (GCV,
Wabha 1990).

La solutionz de ce prol#me est une fonction polgmiale par morceaux ; polyimes de degr
(2m-1) entre deux nceudsett; 1, de degé (m — 1) aux extemites entrex ett, et entret,, etb. A
la limite (¢ = 0) la solution est la fonction d’interpolation spline passant par les @esinbse&es
et minimisant le criégre. A 'autre limite (¢ infini), la solution est uneégression polydmiale de
deggé (m — 1) rendant nulle la pnalisation.

La construction explicite &@end alors de la base choisie poéfinir le sous-espacs, des
fonctions splines et diffrentes solutions sont profes dans la litrature. La plus simple, sur
le plan tfeorique, consista utiliser les propétes d’auto-reproduction de I'espace de Sobolev et
donc son noyau (Wahba 1990) comme base. Cette approcheéaduyssi par Besse et Ramsay
(1986), pose des pranine nunériques lorsque, en pratique, le nombre de nopustst grand car
elle conduita l'inversion d’'une matrice mal conditioBe. Dans la version simple de ce cha-
pitre, nous nous limitons aux fonctions splines cubiques dites naturellesaedstpolyrdmiales
de degeé 3 par morceauxn{ = 2) et dont les érivees secondes et traégnes s'annulent aux
bornesa et b. L'algorithme de Reisch (Green et Silverman, 1994) conduit aols esolution
nunérique d’'un systme déquations tridiagonal parédomposition de Cholesky puis substitu-
tion en un nombre d’'ogrations qui crti linéairement avep. |l ne pose alors plus de prabhes
numériques.

SoitQ la matrice bandép x (p — 2)) d’élements

1 1 1 1
G = — _ Gy = —
ti—tin T ti—ti ta =t

qj—-1,5 = ’
i1 — 1

sur les diagonales @I'extérieur) etR la matrice bande syatrique(p — 2) x (p — 2) d’élements
1 .
Tjg = g(tjﬂ — 1), Tl =T = g(tj+1 —tj).

NotonsM la matrice assoée au semi produit scalaire #&2(7") induit surS,, : si ~ désigne
une fonction déV?(T) etz le vecteur de ses valeurs aux nceuds,

/ 2(t)2dt = |2|2 = 2 Mz = [z,
T

La matriceM est cfinie parM = QR Q.

Formellement, si le vectewrcontient leg observations aux noeutls le lissage spline revient
a calculer le vecteur
Z=A/x avec A;=(I+/M)"!

et ai A, est la matrice de lissage (ou hat matrix). Enfin, la fonctioest obtenue par simple
interpolation spline aux valeurs du vecteu©n remarque que les solutions obtenuesapeddent
pas des positions des bornestb de l'intervalleT'.
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Une autre matrice de produit scalal¥eest recessaire, il s’agit de celle associant aux vecteurs
y1 etys issus d'un idme schma de dis@tisation le produit scalaire dans I'espdc&T) entre
leur interpolant spling; ety :

¥ Nys = /T i (1)ga(t) dt. (8.7)

D’une manere gerérale cette matrice s’obtieatl'aide des noyaux reproduisants asée@ux
fonctions splines (Besse et Ramsay 1986, Ramsay et Dalzell, 1991).dya&&timent possible
de I'approcher en utilisant uneéathode de quadrature. On peut cobsat par exempl&N =
diag(wl,...,wp) ol w, = (tg — tl)/2, w; = (tj+1 — tj_l)/2, j=2,...,p—1 etwp =
(tp, —tp—1)/2. Le calcul est alors rapide, stable &rgralement suffisammentéguis.
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