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Introduction

L’algebre linéaire est présente dans tout probleme scientifique ne fut-ce que dans
la résolution d’un systeme d’équations linéaires. Mais aussi la plupart des problemes
s’expriment, en premiere - et souvent tres grossiere - approximation en termes linéaires
(graphes de fonctions, solutions approchées d’équations différentielles, etc...). On peut
aussi évoquer - pour des géographes - la nécessité de reperes; un tel repérage se fait
en fixant d’abord une origine, puis en choisissant deux directions : c’est ce que nous
appellerons une base de 'espace vectoriel R2.

Note

Ce recueil est constitué des notes du cours d’Algebre Linéaire de L1 MPCIE donné
au 2e semestre de 'année universitaire 2014/2015. Il ne remplace évidemment pas un
manuel comme on peut en trouver a la bibliotheque universitaire et ne prétend pas a
I’exhaustivité. Malgré une relecture, des coquilles peuvent encore subsister ici ou la, merci
de nous les signaler s’il y a lieu.

1 Espaces vectoriels sur R

1.1 Généralités

Nous ne nous occuperons que de travailler sur le corps R des réels, méme si nous
pourrons, ici ou la, travailler sur C.

Définition 1.1 Un ensemble E est un espace vectoriel sur le corps R si E est muni
e d’une opération interne, notée + ayant les propriétés suivantes, pour tous v,v',v" € E :
(1) associativité : v+ (v +0") = (v4+0') +0";
(2) commutativité : v+v' =0 4 v;
(3) €lément neutre : il existe e € E tel que v+e=e+v=wv (on le note 0);
(4) €léments symétriques : il existe w € E tel que v+ w = w + v = e (notant e par
0, on notera w par —v);
e d’une multiplication par les réels ayant les propriétés suivantes, pour tous v,v' € E et
tous a,b € R :
(5)1-v=wv;
(6)a-(v+v)=a-v+a-v;



(7) (a+b)-v=a-v+b-v;
(8) a-(b-(v)=(ab)-v.

Les éléments de E seront appelés vecteurs. Ceux de R sont appelés scalaires.

Exemples : 1. L’ensemble R? est muni d'une loi interne +, mais aussi d’une multiplication
externe (ne pas confondre avec une multiplication interne comme dans la définition ci-
dessus) avec les éléments a € R. Montrons certaines propriétés de ”R-espace vectoriel”.

Faire la méme chose pour R™ (avec n "petit”). On remarquera que tout ev (de
dimension finie) est essentiellement de ce type.

2. L’espace des suites réelles est muni d'une structure d’espace vectoriel sur R.

3. L’espace des matrices réelles a n lignes, m colonnes est un espace vectoriel (c’est
en fait R™™).

4. L’espace E = F(I,R) des fonctions f : I — R est naturellement muni d’une
structure de R-espace vectoriel (on précisera les opérations).

5. L’ensemble R[X| des polynomes a une variable sur R, autrement dit I’ensemble des
expressions formelles du type P(X) = ag+ a1 X +as X?>+---+aqX% ot ag,ay,...,aq € R,
un espace vectoriel en le munissant d’une addition : A(X)+ B(X) est le polynéme obtenu
en additionnant les coefficients des termes en X* de A(X) et de B(X) en considérant que
si un terme X* n’apparait pas dans A ou dans B, on peut considérer le coefficient comme

nul. La multiplication de A(X) par un réel A consiste a multiplier tous les coefficients de
A(X) par A.

Exercice 1.1 R est-il un ev sur R 2 C sur R ¢

Exercice 1.2 a) montrer qu’on peut munir R™ d’une structure d’espace vectoriel sur R.
b) Montrer que C peut étre muni d’une structure de R-espace vectoriel.
c¢) Montrer que 0-v =0 et que (—1) - v = —v.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Dans le plan R?, considéré comme R-espace vectoriel, peut-on trouver des sous-
ensembles F' qui sont stables par addition et multiplication externe ? (autrement dit, tels
que v,v' € F=v+0v € Fet(veEF,a€R)=a-ve F?) Donner des exemples : dans
R?, F = {(0,0}, F ={(z,y);z = 0}, F = {(z,y);x +y =0}, F = {(z,y);z +y = 1},
F={(z,y)2*+y* =0}, F ={(z,y)2” +y* =1},...

Définition 1.2 Un sous-ensemble, non vide, F' d’un R-espace vectoriel E est un sous-
espace vectoriel si

(1) pour tous v,v' € F,v+v € F;

(1) pour tout v € F et tout a € R, a-v € F.

Remarque 1.1 1. Tout espace vectoriel est un sous-espace vectoriel de lui-méme.
2. Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est un espace vectoriel (le
montrer). Les opérations sur F' sont en fait induites par les opérations sur E.



Lemme 1.1 Les conditions (i) et (ii) précédentes sont équivalentes a la conditions (iii)
pour tous a,b € R, et tousv,v' € F,a-v+b-v € F.

La preuve est immédiate.

Exercice 1.3 a) Soient a,b € R, montrer que l'ensemble M = {(z,y) € R*|ax + by = 0}
est un sous-espace vectoriel de R?, appelé “droite”. Faire de méme dans R® pour parler
de “plan”. Qu’est une droite de R3 ?

b) Faire la liste de tous les sous-espaces vectoriels de R.

¢) Dans les sous-ensembles suivants de R3, lesquels sont des sous-espaces vectoriels :
F={(z,y,2);2v+y+2 =0}, G = {(v,y,2);3v—y+2z =3}, H = {(2,y,2); Cv+y+z)* =
0}.

Lemme 1.2 Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Preuve : Démontrons le pour I'intersection de deux sous-espaces vectoriels. Soit donc F, G
deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Soient z,y € FNG et \,u € R.
Alors z,y € F, d’ou, puisque F' est un sev, Ax + uy € F. De maniere analogue, z,y €
G = M+ puy € G. D'ou A\x + py € FNG. D'ou le résultat. Pour un nombre quelconque
de sev, la démonstration est similaire. []

2 Familles de vecteurs génératrices, libres ; bases
Les notions abordées dans cette section sont centrales pour toute ’algebre linéaire.

Ce sont les notions de familles génératrices, de familles libres, et donc de bases, qui donnent
tout son intérét a l'algebre linéaire.

2.1 Parties génératrices

Définition 2.1 Etant donné un ensemble de vecteurs V = {vy,...,v,} d’un espace vecto-
riel B, on appelle combinaison linéaire des vecteurs de V ou des vecteurs vy, ..., v, toute
expression de la forme ajvq + agug + -+ + apv, 0U ay, ..., a, € R (éventuellement nuls).

Exemple 2.1 1. Soient e; = (1,0) et eg = (0,1) dans R*. Tout vecteur v = (a,b)
de R? peut alors s’écrire comme combinaison linéaire de ey et es. En effet, clairement,
v = aey + besy.

2. Considérons I'espace vectoriel R? et les trois vecteurs e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 =
(0,0,1). Alors tout vecteur v = (x,vy, z) de R3 peut s’écrire v = wey +yes + zes. Le vecteur
v est donc combinaison linéaire de ey, ey, e3. Comme c’est le cas pour tout vecteur de R3,
on en conclut que la famille {e1, ez, e3} engendre tout R, on dira que c’est une famille
génératrice de R3.

Exercice 2.1 Montrer que [’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments d’une fa-
mille de vecteurs V = {vy,...,v,} forme un sous-espace vectoriel de E.



On appelle ce sous-espace vectoriel sous-espace vectoriel engendré parV = {vy, ..., v,}.
On le notera Vect(vy, ..., v,). En particulier,

Définition 2.2 Si Vect(vy,...,v,)= E, on dira que V = {vy,...,v,} est une famille
génératrice ou un systeme de générateurs de E.

Exemple 2.2 {1} engendre R ; {(1,0),(0,1)} engendre R%. Qu’en est-il de R™ ou C" ?

Exercice 2.2 1. Montrer que, si A et B sont deux familles de vecteurs telles que A C B,
alors Vect(A) est un sous-espace vectoriel de Vect(B).

2. Montrer que si F' est un sev de E, alors Vect(F )= F.

3. Montrer que, si V. = Vect(vy,...,v,), V est le plus petit sev de E contenant

V1, ..., Un. En déduire que
v= () W

W sev deE
Wovi,...,un

Remarque 2.1 En général, la réunion de 2 sev n’est pas un sev. Soient V et W deux
sev d’'un ev E. Alors, la réunion VU W est un sev de E si et seulement si V-C W ou

W CV (exercice).

Cette remarque conduit a la

Définition 2.3 Soient V., W deux sev d’un ev E. Alors V+W est le sous-espace engendré
par'V et W (autrement dit c’est le plus petit sev qui contient a la fois V et W ).

2.2 Familles liées, familles libres

Définition 2.4 Une famille de vecteurs V = {vy,...,v,} est linéairement dépendante ou
liée s’il existe des nombres réels \i, ..., \,, non tous nuls, tels que
)\17]1 + /\2?]2 + -+ )\nvn =0. (1)

Autrement dit, s’il existe une combinaison linéaire “non triviale” des v; qui est nulle. Une
telle relation est une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs. On dit aussi que
les vecteurs de V sont linéairement dépendants.

Dans le cas ou il n’existe pas de relation de dépendance linéaire, on dit que la famille
V est libre ou linéairement indépendante ou encore que les vecteurs vy, . .., v, forment un
systeme libre. On dit alors aussi que les vecteurs sont linéairement indépendants.

Lemme 2.1 Le famille V = {vy,...,v,} est libre si et seulement si
V()\l,...,)\n)eR”, )\1U1+>\2U2+"'+)\nvn:0:>)\1:)\2:"':)\n:0- (2)

Remarque 2.2 1. Par convention, on dira que la famille vide est libre.
2. On notera aussi que la famille {0} est lice.

Lemme 2.2 La famille V = {vy,...,v,} est liée si et seulement si l'un des vecteurs v;
peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.
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Preuve laissée en exercice.

Lemme 2.3 Si la famille V = {v1,...,v,} est liée, pour tout vecteur w € E, la famille
V' =A{vy,...,v,} U{w} est liée. En particulier, toute famille qui contient le vecteur nul
est liée.

Preuve laissée en exercice.

2.3 Bases

Définition 2.5 Un systéme de vecteur {vy,...,v,} est une base de E s’il est a la fois
libre et générateur de E.

Proposition 2.1 Si un espace vectoriel E est engendré par un systeme de n vecteurs,
alors tout systeme de vecteurs de n + 1 vecteurs de E est lié.

Preuve : la démonstration se fait par récurrence sur n.

Traitons le cas n = 1. Dans ce cas, il existe un vecteur u tel que E = Vect(u).
Soit alors n’importe quel systeme de deux vecteurs {v, w}. Comme v € E, v peut s’écrire
v = au, de méme, w = fu. Sil'un de ces deux vecteurs, v, w était nul, le systeme {v, w}
contenant O serait lié (puisque n’importe quel systéeme contenant le vecteur nul est 1ié).
Auquel cas, le résultat est vrai. On peut donc supposer v # 0 et w # 0, d’ou évidemment
a # 0 et f # 0. Mais clairement

Bv —au = flau) — a(fu) = 0.

D’ott une combinaison linéaire non triviale (o # 0) entre v et w qui est nulle : donc {v, w}
est un systeme lié.

Supposons maintenant (hypothese de récurrence) que, pour tout espace vectoriel £

admettant un systeme de générateurs de n — 1 vecteurs, tout systeme de n vecteurs de
est lié.
Considérons alors F' un espace vectoriel admettant un systeme de générateurs {uy, ..., u,}
de n vecteurs et considérons un systeme de n + 1 vecteurs {vy,...,v,41}. Comme, pour
tout i = 1,...,n+ 1, v; € E, on peut écrire v; = \jjuq + - -+ + A\jpu,. Mais, pour tout
i =2,....,n+ 1, le vecteur w; = A\jp,v1 — A\pv; € Vect(ug, ..., u,—1) car la différence
élimine a chaque fois wu,. Nous avons donc n vecteurs ws, ..., w,; dans I'espace vectoriel
engendré par les n — 1 vecteurs uy, ..., u,_1. Par hypothese de récurrence, il existe donc
une combinaison linéaire non triviale

QoWsg + *++ + Opp1Wpy1 = 0.
En utilisant la définition de w;, on peut réécrire cette relation qui donne :

as(Aa1v1 — Apva) + - -+ Qg1 (Ans1,101 — AipUnt1)

(aoAo1 + -+ + Q11 041,101 — Q2 A1pV2 — =+ — Qi1 AipUpi1 = 0.
Comme on peut supposer que, au moins un des \;, # 0 (sinon tous les vecteurs vy, . .., v, €
Vect(uy, ..., u,—1) et le systeme est déja lié par récurrence) et que les a; ne sont pas tous
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nuls, la relation précédente est une relation de dépendance linéaire. Ce qui finit la preuve.
O

Une conséquence importante est le

Théoreme 2.1 St E admet une base formée de n vecteurs, alors toute base de E sera
composée de n vecteurs.

Preuve : Soient {ei,...,e,} et {f1,..., fm} deux bases de E. Alors, {fi,..., fm} libre
= m < n et de méme dans 'autre sens.

2.4 Dimension; théoreme de la base incomplete

Définition 2.6 On dit qu’un espace vectoriel E # {0} est de dimension finie s’il admet
au moins une famille génératrice finie.

Dans toute la suite, on ne considérera que des espaces vectoriels de dimension finie,
sauf mention expresse du contraire.

Proposition 2.2 Un espace vectoriel de dimension finie admet une base finie.

Preuve : Si E est de dimension finie, alors £ admet une famille génératrice {vq,...,v,}.
Rappelons qu’alors toute famille de n + 1 vecteurs est liée. Construisons un systeme libre
de la maniere suivante.

Soit u; # 0 un vecteur. Le systeme constitué A; = {u;} de ce seul vecteur est libre.
Si Vect(uy) = E, ce systeme est libre et générateur, donc constitue une base de FE.

Si Vect(uy) # E, alors, il existe uy € E tel que le systeme {uy, us} soit libre. Encore
une fois, deux cas se présentent : soit Vect(uy,us) = F, auquel cas ce systéme constitue
une base de E, soit Vect(uq,uz) ; E, auquel cas, il existe un vecteur uz € E tel que le
systeme {uq, us, ug} soit libre. Et on recommence pour construire ainsi uy, us, . . ., u;. Le
processus s’arréte parce que, chaque fois que le systeme libre construit n’engendre pas F,
on peut rajouter un vecteur. Le nombre total de vecteurs qu’on peut ajouter est limité par
n. Si donc, a un moment, on ne peut plus ajouter de vecteur, c’est que, nécessairement, le
premier terme de l'alternative est vrai, c’est-a-dire Vect(uy, ug, ..., us) = E. Ce systeme
constitue alors une base de E. Au passage, on note que s < n. [J

Définition 2.7 La dimension de E est le nombre de vecteurs (ou cardinal) d’une base de
E (rappelons que toutes les bases ont méme nombre d’éléments).

Remarque 2.3 Lorsque l'on parle de familles de vecteurs libres ou liées, 'ordre des vec-
teurs n’a pas d’importance (le montrer). Par contre, s’agissant de bases, on considérera que
deuz systémes constitués des mémes vecteurs, écrits dans un ordre différent, sont deux
bases distinctes. C’est pourquoi, on préférera noter une base sous la forme (vq,...,v,)
plutot que {vy, ..., v,}.



Théoreme 2.2 Soit E un espace vectoriel et B = (eq,...,e,) une base de E. Alors, pour
tout élément u de F, il existe un unique n-uplet de nombres réels \1,...,\, € R tels que

U:)\161+"'+)\n6n.

Les nombres réels A1, ..., \, sont appelés coordonnées de u dans la base B. Pour
tout i, \; est la i-éme coordonnée de u dans B.

Preuve : Le fait que B est une famille génératrice assure l’existence des \;. La seule chose
a montrer est donc l'unicité de ce n-uplet. Pour cela, supposons qu’il y ait deux tels
n-uplets : Ay, ..., A\, d'une part, puq, ..., u, d’autre part.

On peut donc écrire u = \je; + - -+ + A\,e, = 11+ -+ - + pnen, d’ou, en faisant tout
passer dans un membre :

(M —p)er+ -+ Ay — pn)e, =0.

Utilisant maintenant le fait que la famille B est libre, on en déduit que, pour tout ¢ =
1,...,71, )\l:,ul ]

Exemple 2.3 On a dim({0}) = 0; dim(R) = 1 et, plus généralement, dimR?* = 2,
dimR™ = n (le prouver en exhibant une base de chacun de ces espaces).

Le théoreme suivant a, de par ses applications, une importance primordiale :

Théoréme 2.3 de la base incompléte : Supposons E un R-ev de dimension finie n, A’
une partie génératrice finie de E, A une partie libre de EE, A C A’. Alors, il existe une
partie libre et génératrice (base) B de E telle que A C B C A’.

Preuve : (peut étre admis) Soient donc A une partie libre de F et A’ une partie génératrice
de £, AcC A'.

Ecrivons A = {vy, v, ..., v} les vecteurs de A. Evidemment, Vi = 1,...,s, v; € A.

Alors, soit tout vecteur de A’ appartient a Vect(A), auquel cas A" C Vect(A), donc
E = Vect(A’) C Vect(A) C E et c’est fini.

Sinon, il existe un vecteur w; € A’ tel que w;¢Vect(A). Mais cela signifie que le
systeme A U {w;} est libre. Nous avons donc construit un nouveau systeme libre By tel
que A C By C A'.

On réédite alors le processus avec Bj jouant le role de A. Autrement dit, soit
Vect(By) = Vect(A’) = E et, en posant B = By, la question est résolue. Sinon, il existe
un vecteur wy € A’ tel que le systeme By = By U {wy} est libre.

On est str qu’au bout d’'un nombre fini de pas, le processus s’arréte parce que,
s =card(A) S card(By) S card(B;) < dim(E) =n < card(A’). O

Proposition 2.3 Soit ' un espace vectoriel de dimension finie n.
i) Si L est un systéme libre de n vecteurs de E, alors L constitue une base de E.
i1) Si G est un systeme de générateurs de E constitué de n vecteurs, alors il constitue
une base de F.



Preuve : i) Si £ n’était pas une base, on pourrait la prolonger en une base dont le cardinal
serait alors strictement supérieur a n, ce qui contredit le fait que la dimension de E est n.

ii) Si G n’est pas un systéme libre, on peut trouver un vecteur v € G qui est combi-
naison linéaire des autres (pourquoi?), on peut donc le retirer et le systeme G \ {v} est
un systeme générateur de E. Alors, soit le nouveau systeme est libre, soit on peut encore
retirer un vecteur et on poursuit jusqu’a ce que le systeme obtenu soit libre et générateur,
donc une base. Mais, par construction, cette base aura strictement moins de n vecteurs,
ce qui est impossible. []

Remarque 2.4 On peut donc remarquer les équivalences pour un systéme de vecteurs
V =A{v1,...,u,} d’un espace vectoriel de dimension n :
V est un systéme libre <V est une famille génératrice < V est une base de F.

On peut encore noter une facon équivalente de lire ces résultats :

Proposition 2.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n.
(1) Le cardinal d’une famille libre est < n.
(2) le cardinal d’une famille génératrice est > n.

2.5 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Définition 2.8 La dimension d’un sous-espace vectoriel de dimension finie est sa dimen-
ston comme espace vectoriel.

Théoreme 2.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F© C E un sous-espace
vectoriel. Alors dimF < dim FE et dimF =dim FE ssi F'= E.

Preuve : La dimension de I est le nombre d’éléments d’une base de F. Considérons une
telle base B. D’apres le théoreme de la base incomplete, s’agissant d’un systeme libre de
vecteurs de F, on peut la prolonger en une base B’ de F, le nombre de vecteurs de B’ est
donc supérieur au nombre de vecteurs de B, d’ou dim F' < dim F.

Si E' = F, le résultat est clair. Si dim F' = dim E, alors F' admet une base (b, . .., b,),
donc un systeme libre de n vecteurs, mais alors ce systeme de vecteurs, étant un systeme
libre de n vecteurs est aussi une base de E. Donc E = Vect(by,...,b,) = F.

2.6 Rang d’une famille de vecteurs, forme échelonnée

Définition 2.9 Soit F = {vy,...,v,} une famille d’éléments d’un espace vectoriel E. On
appelle rang de F, on note rg(F), la dimension du sous-espace vectoriel engendré par F,

ie. rg(F) = dim Vect(F).

Proposition 2.5 Si F = {vy,...,v,.}, alors rg(F) < r. De plus, rg(F) = r ssi F est
une famille libre.

Preuve : La famille F étant une famille génératrice, tout systeme de plus de r vecteurs
est 1ié, d’ott rg(F) = dim Vect(F) < r (cf. Proposition [2.1)).

Inversement, si F est une famille libre, rg(F) = dim Vect(F) > r = card(F) par
la proposition (1), d’ou I'égalité. S’il y a égalité, le systéme est nécessairement aussi
libre, donc est une base, d’otu le résultat. [



Exemple 2.4 o Le rang du systéme {u} est 0 siu =0 et 1 sinon.

e Le rang du systeme {u,v} est 0 siu =v =0 et 1 si la famille est liée (en effet, dans
ce cas, soit ['un des vecteurs est nul et on se ramene au cas d’un seul vecteur, soit les 2
vecteurs sont colinéaires, d’ot Vect(u,v)= Vect(u) = Vect(v). Enfin siles 2 vecteurs sont
linéairement indépendants, {u,v} forme une base de Vect(u,v), donc dim(Vect(u,v)) = 2.

Proposition 2.6 Soit F = {vy,...,v.} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On ne change pas le sev engendré par F et donc pas rg(F),
- st on remplace un vecteur v; par Av; (A # 0) et en lui ajoutant une combinaison
linéaire des autres vecteurs de F ;
- st on supprime les vecteurs nuls éventuels;
- s1 on intervertit deux vecteurs.

Preuve : Faisons-le pour ¢ = 1 par simplicité (on peut toujours renuméroter pour ce
ramener a ce cas).
Soit alors v} = Avi+) 7, pjv; avec A # 0. Je prétends qu'alors Vect(vy, vy, . .., v,) =

Vect(vy, ..., v,). Comme, par construction, v{ € Vect(vy, ..., v,), Uinclusion Vect(v], va, . ..
. . 5 Ay s o / r ) N
Vect(vy, ..., v,) est claire. Mais, d'un autre c6té, v; = (1/A)v) — D20, pyvj, d’ott vy €
Vect(v!, v, ..., v,), d’ou 'inclusion inverse est vérifiée (au passage, on voit pourquoi on
1> ) ) ) )

doit prendre A # 0).
Par ailleurs, supprimer des vecteurs nuls ne change évidemment rien au sev engendré,
de méme que le fait d’intervertir 2 vecteurs. [

Les opérations de ce type s’appellent opérations élémentaires. En les réitérant,
on peut aboutir a une nouvelle famille, libre, 7' = {v],... v.}, s < r, telle que Vect(F) =
Vect(F') et donc rg(F) = s et (vy,...,vs) est une base de Vect(F). Pour cela, on
élimine successivement chaque vecteur qui peut s’écrire comme combinaison linéaire des
précédents (cf. preuve du (ii) de la proposition [2.3)).

Détermination pratique du rang d’un systeme de vecteurs

Définition 2.10 Soit B = (ey,...,e,) une base de [’espace vectoriel E, de dimension n,
et F ={v1,...,v,} une famille de vecteurs de E. On peut alors écrire chaque vecteurs v;,
de maniere unique, comme combinaison linéaire des e; :

U = A1,4€1 + A€ + -+ Apn

0l @14, ...,0y; sont les coordonnées du vecteur v; dans la base B. La colonne constituée
de ces coordonnées est la représentation matricielle du vecteur v; dans la base B.

Faisant cela pour tous les vecteurs vy, ...,v,, on obtient un tableau qu’on appellera
la matrice représentant la famille F dans la base B. C’est un tableau, constitué de n lignes
et p colonnes :

11 Q12 -~ Qip

Q21 Q22 -+ Q2p
A= . . .

Qp1 Ap2 - Qpp



Notons que les opérations élémentaires sur les vecteurs vy, ..., v, reviennent a faire
des opérations sur les colonnes de la matrice représentant les v; dans la base :

* multiplier une colonne par un réel non nul \;

* ajouter a une colonne une autre colonne multipliée par un réel;

* permuter des colonnes.

on peut transformer une matrice A du type ci-dessus, donc le systeme de vecteurs

v1,...,Vp, pour aboutir a une matrice du type “triangulaire” suivant, en supposant que
le premier élément d’au moins une des colonnes est non nul :
« 0 0 -+ 0 --- 0

La méthode pour y aboutir s’appelle méthode du pivot de Gauss ou élimination
de Gauss-Jordan). On commence par choisir une colonne ou I’élement de la lere ligne
est non nul : cet élément est appelé pivot (en fait, en divisant, on peut toujours ramener
tous les pivots a étre égaux a 1).

En supposant que a;; # 0, on divise toute la lére colonne par a;; (remarquons
qu’on ne change pas le sev engendré par les vecteurs vy, ..., v, puisque 1’on s’est contenté
de remplacer v; par le vecteur v; = TLUl qui est colinéaire & v1). Le nouvel élément (la
premiere coordonnée de v} est maintenant 1. On le choisit comme pivot. On va ensuite
modifier les colonnes 2 a s du tableau de la maniere suivante : pour ¢ = 2,...,s, on rem-
place v; par la combinaison linéaire v, = v; —ay ;v1. Ainsi, on ne change pas le sev engendré
(on a Vect(vy, ..., vs) = Vect(v],...,v,)), mais la premiere coordonnée de chacun des v,
i=2,...,s est 0. autrement dit la premiere ligne du tableau représentant vy, ..., v, dans
la base B est de la forme (1,0,0,...,0).

On a donc remplacé le tableau A de départ par le tableau

1\0...0

*

A
*

Comme toute la premiere ligne de ce tableau est constituée de 0 (en dehors du
premier élément), toute opération élémentaire sur les colonnes 2 & s ne modifiera pas la
premiere ligne et constitue une opération élémentaire sur A’. On recommence alors le
processus avec A" a la place de A et on aboutit a la forme “triangulaire” voulue.

En fait, plus généralement, on aboutit a une matrice dite sous forme échelonnée
colonne ou, par définition, une matrice est sous forme échelonnée colonne lorsque les
colonnes sont rangées par le nombre croissant de zéros en début de colonne, que, dans
toute colonne, le premier élément non nul est 1, cet élément sera appelé pivot, et que,
dans le reste d’une ligne qui contient un pivot, il n’y a a sa droite que des zéros.

On peut aussi introduire une notion plus restrictive, celle de forme échelonnée
réduite. On demande que cette matrice soit sous forme échelonnée colonne et que, dans
toute ligne contenant un pivot, tous les éléments de la ligne sauf le pivot sont nuls.
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A T'inverse de la forme échelonnée, cette derniere est indépendante du procédé uti-
lisé : il y a unicité de la forme échelonnée réduite d’'une matrice donnée. Pour obtenir
cette forme, on poursuit le processus précédent pour n’obtenir que des zéros a gauche du
pivot dans le reste de la ligne.

Le rang est alors donné par le nombre r de colonnes non nulles de la matrice
échelonnée (réduite ou non) obtenue. Les vecteurs v}, ..., v. dont les coordonnées cor-
respondent a ces r premieres colonnes constituent alors une base de Vect(F).

Exemple 2.5 Soit F = {u,v,w} une famille de trois vecteurs de R® ot u = (3,4,1),
v=1(2,3,2), w= (56 —1). Ecrivons la matrice M des coordonnées de ces 3 vecteurs
dans la base canonique de R3.

On met cette matrice sous forme échelonnée colonne par des opérations élémentaires
successives de la maniere suivante :

3 2 5 1 2 5 1 00 1 00
43 6|]~11 3 6]~1 11]~11 120
1 2 -1 -1 2 -1 -1 4 4 -1 4 0

On en conclut que le rang de cette matrice est 2, donc la dimension de P = Vect(F)
est 2. Il s’agit donc d’un plan de R3.

Un plan de R? peut étre donné par un systéme de générateurs, c’est ainsi que nous
l’avons obtenu. On peut en extraire une base en choisissant 2 des vecteurs dont les coor-
données sont les colonnes (non nulles) de la matrice échelonnée, donc u' = (1,1,—1) et
v =(0,1,4).

Majis un plan peut aussi étre donné par une équation. Pour trouver une telle équation,
on poursuit le processus précédent pour arriver a la forme échelonnée réduite. Ainsi

3 2 5 1 00 1 00
43 6| ~11 10)]~10 10
1 2 -1 -1 4 0 -5 4 0
L’équation est obtenue alors en “lisant” la derniére ligne comme z = —bx + 4y Pour

le prouver, il suffit d’écrire qu’un vecteur de coordonnées (x,vy,z) appartient a P si et
seulement s’il est combinaison linéaire des vecteurs u; = (1,0,=5) et v; = v = (0,1,4),
ie. (z,y,2) = A(1,0,—5) + pu(0,1,4).

Ce qui se traduit par le systeme : qui donne une condition pour que le systéme ait
une solution :

x = A
y = H )
z = —=HA+4u

d’ot la condition z = —dx + 4y.
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3 Sous-espaces vectoriels de R"” ; équations linéaires

3.1 Sous-espace de R?

Nous avons déja vu que les sev de R sont {0} et R lui-méme. Listons les sev de R?.

Proposition 3.1 Les sous-espaces vectoriels de R? sont :

e {0}, il est de dimension 0

e [es droites vectorielles, cad. les sev pouvant étre engendrés par un seul vecteur non
nul, Vect(u), ot u # 0; ils sont de dimension 1;

o R? qui est de dimension 2.

Preuve : Les trois types proposés sont bien des sev. Il suffit alors de montrer que si F est
un sev qui contient strictement une droite vectorielle, il est nécessairement R2. Or, si F
contient la droite Vect(u) (u # 0), cela signifie qu’il existe v € F', v&Vect(u). Mais alors
le systeme {u,v} est libre, donc dim Vect(u,v) = 2, donc Vect(u,v) C F C R? et, par
égalité des dimensions, ces trois espaces sont égaux.

3.2 Sous-espaces de R?

Proposition 3.2 Les sous-espaces vectoriels de R? sont :

e {0}, de dimension 0;

e les droites vectorielles, cad. les sev pouvant étre engendrés par un seul élément
non nul non, ils sont de dimension 1;

o les plans vectoriels; ils peuvent étre engendrés par une famille génératrice de 2
vecteurs non colinéaires; la dimension en est 2;

o R3, qui est de dimension 3.

Preuve : les 4 types proposés sont bien des sev.

Tout sev non réduit a {0} admet une base constituée de 1, 2 ou 3 vecteurs (pour-
quoi?). Si F' admet une base constitué de 3 vecteurs, il est de dimension 3, donc égal a
R3. Soit donc F' un sev muni d’une base de 2 vecteurs : il est de dimension 2 et ne peut
étre engendré par un seul vecteur, nous sommes donc dans le cas d’un plan vectoriel. Si F
admet une base constituée d’'un seul vecteur, il est de dimension 1 et nous sommes dans
le cas des droites vectorielles. [

Exercice 3.1 1. Tracer dans R? le sev V engendré par le vecteur v = (1,1), le sev W,
engendré par le vecteur w = (1,3). Quelle est l'intersection VW 2 Quelle est la réunion
VUW ¢ Quelle est la somme V + W ¢

2. On considére les trois vecteurs v = (1,0), v = (1,1), w = (0,1) dans R%
Représenter les droites engendrées par chacun de ces vecteurs. Montrer que ces vecteurs
sont deuz o deux non colinéaires. Le systeme {u,v,w} est-il libre ¢

3. Tracer dans R3, le sev U engendré par v = (1,1,1) et le sev V engendré par
v =(1,0,1). Ces deux vecteurs sont-ils colinéaires ? Considérer le sev P engendré par u
et v. De quelle dimension est-il ?

Soit a présent, Q les sev engendré par les vecteurs u' = (1,—1,1) et v" = (0,0, 1).
Quelle est sa dimension ? Tracer ['intersection PN Q).
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3.3 Equations linéaires

Définition 3.1 On appelle équation linéaire aux variables xy,...,x, une équation de la
forme
a171 + agxy + -+ apr, =0

ol ayi,as, . ..,a, € R.
Une collection de r équations linéaires simultanées dans les variables x1, ..., x,
1% + 12Ty + -+ arr, = 0
(5) :
ar1 %1+ Qoo + -+ Gy = 0
est un systeme de r équations linéaires a n inconnues Ty, ..., Ty,.
Proposition 3.3 Soit E un espace vectoriel et B = (e, ..., e,) une base de E.

i() L’ensemble
F={x=mxe + -+ zne, tq le n-uplet (zq,...,x,) vérifie (S)}

est un sous-espace vectoriel de E.
(11) Réciproquement, tout sous-espace vectoriel de E peut étre défini par un systéme
d’équations linéaires.

Preuve : (i) se vérifie immédiatement pour une équation, puis on utilise le fait qu’une
intersection de sev est un sev.

(ii) C’est une conséquence du théoreme de la base incomplete. En effet, soit Fubset E
un sev et B = (ey,...,e,) une base de F' (ou dim F' = r). On peut alors prolonger B en
une base B de E par (€gt1,---,€n). Si on désigne par zy,...,x, les coordonnées d'un
vecteur v € E, F est 'ensemble

F:{U:xlel‘f"--‘f'xn@n|xk+1='~-:xn:O},

F' est donc bien défini par un systéme linéaire (de n — k équations qui ici sont triviales).

3.4 Résolution des systemes linéaires

On veut résoudre le systeme linéaire (5) d’équations

1121 + a12T2 + -+ a1, = 0

(5)

ar1 %1+ Qoo + -+ Gy = 0

Pour cela, la méthode, dite du pivot de Gauss, ou de I’échelonnement, consiste a
mettre la matrice A = (a;;) sous forme échelonnée ligne.

Une matrice est sous forme échelonnée ligne lorsque, pour toute ligne 7, tous les
éléments de la ligne dont I'indice de colonne est < ¢ sont nuls et si le premier élément non
nul de cette ligne est 1. Cet élément est appelé pivot.
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On peut de méme que pour les colonnes définir une notion de forme échelonnée
réduite ligne en demandant que tous les éléments de la colonne au-dessus d'un pivot
soient nuls.

Commencons par un exemple, puis on montrera que, en général, on ne change pas
I’ensemble des solutions d’un systeme par les opérations, dites opérations élémentaires sur
les lignes, qui permettent d’échelonner la matrice.

Exemple 3.1 On cherche a déterminer le sev de R® satisfaisant au systéme d’équations
linéaires

(L) =4y +t4+u =0

(Ly) o4+y+z+2t+2u = 0

(Ls) 2+y+3z+4t+4u = 0

ou on a noté L1, L2, L3 les lignes.
Remplacons ce systeme par celui obtenu en conservant la premiere ligne et en rem-
placant la deuxiéme par Ly = Ly — Ls et le troisiéme par Ly = L3 — Ly, ce qui donne

(Lh=1Ly) =4y +t+u = 0
(L) z+t+u 0
(L%) 3z + 3t + 3u = 0

La derniére ligne est 3 fois la deuxiéme, on n’a donc pas a la répéter. Le systeme de-
vient alors un systéeme de € équations a 3 inconnues qui a pour solutions (aucune condition

ne limite y,t,u) :
r = —y—t—u
z = —t—u

On obtient alors 3 vecteurs du sev en faisant y = 1,t =u =0, v; = (—1,1,0,0,0),
puisy =u=0,t =1, v = (=1,0—-1,1,0), ety =t =0,u =1, v3 = (—1,0,—1,0,1).
Clairement, ces vecteurs forment une famille génératrice du sev puisque, pour tout vecteur
v du sev, ses coordonnées vérifient

x —1 —1 -1
Y 1 0 0
z | =y 0 +1 1 | +ul| -1 |,
t 0 1 0
U 0 0 1

autrement dit v = yvy + tvy + uvs.

On peut facilement vérifier que ces trois vecteurs forment une base du sev (par
exemple en échelonnent - par colonne - la matrice de leurs coordonnées).

On constate alors que la dimension du sev I est alors dim F' = dimR° — 2 = 3 ou
3 est le nombre d’équations indépendantes (obtenues aprés échelonnement).

Proposition 3.4 On ne change pas Uensemble F' des solutions d’un systéme (S) d’équations

linéaires en lut appliquant les opérations élémentaires sur les lignes :
- multiplier une équation par une constante non nulle
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- ajouter a une équation une autre équation multipliée par un scalaire (ce qui permet
aussi d’éliminer les lignes identiques!)

- permuter deux équations.

Le nombre d’équations non triviales (autrement dit, ne s’écrivant pas 0 = 0) d’un
systéme obtenu apres échelonnement est appelé le rang rg(S) du systéeme. On a dim F' =
dim £ —rg(9).

Preuve : admis (on formalise le constat fait dans l'exemple ci-dessus). En réalité, les
opérations 1 et 3 sont évidentes. Quant a remplacer une ligne par elle-méme a qui on ajoute
un multiple d’une autre ligne, il est bien clair qu'on récupere le méme systeme puisque,
par un procédé inverse on peut revenir au systeme initial. Ces opérations permettent de
ramener la matrice a une matrice échelonnée ligne.

Pour déterminer une base, dans le cas, général, on utilise les k£ équations restantes
du systeme échelonné. Cela permet d’exprimer k variables en fonction des n — k autres
qu’on prend comme parametres (on part du bas et on remonte). La famille obtenue est
nécessairement libre (voir le cas de 'exemple).

Remarque 3.1 Un sev de dimension k dans un ev de dimension n est déterminé par
n — k équations indépendantes. En particulier, un sev déterminé par une seule équation
non triviale est de dimension n — 1.

3.5 Equations d’un sous-espace défini par une famille génératrice

On se pose maintenant la question inverse. On part d’'un sev déterminé par une
famille génératrice et on veut déterminer F' a I’aide d’un systeme d’équations linéaires, ce
qui, on I’a vu plus haut, est toujours possible.

En fait, on peut procéder empiriquement ou de fagon systématique. Empiriquement,
si le sev F' est engendré par la famille F = {vy,..., v}, tout vecteur de F' peut s’écrire

TrK = )\1%11 + -+ )‘sxls
v =M+ AU &
Tp = Alxnl + -+ )\smns

De tels Ay, ..., A\s n'existent pas toujours : pour un vecteur v € E qui n’est pas dans F', il
n’en existe pas. Pour que ceux-ci existent, il faut certaines relations entre les coordonnées
de v qui expriment que v € F. Ces relations sont obtenues en éliminant les \; entre les
coordonnées x1,...,x, de v. Dans le cas ou F' = FE, il n’y a pas de telles conditions entre
les coordonnées de v.

Exemple 3.2 Considérons le sev F' de R? déterminé par les deuz vecteurs vy = (1,2,3),
ve = (0,1,4). On veut déterminer la(es) équation(s) de F'.
FEcrire que v = (z,y, z) appartient a F' se traduit par

r = )\1 )\1 = T
y = 22+ X S A = y—2&
z = 3\ +4\ z = 3v+4(y—2x)=—br+4y



D’ou une condition qui doit étre vérifiée pour que le systeme ait des solutions, [’équation :
br — 4y + z = 0. Remarquons que, pour n’importe quel triplet (x,y,z) qui vérifie cette
condition, A1 et A3 sont déterminés par le triplet.

Dans cet exemple, il s’agit de 2 vecteurs (linéairement indépendants) dans un espace
de dimension 3, on peut donc raisonnablement prévoir qu’il y aura une relation entre les
coordonnées.

Une démarche plus systématique consiste a mettre les vecteurs de la famille F
sous forme échelonnée réduite. Sous une telle forme échelonnée réduite, on peut lire les
équations comme étant les dernieres lignes de la matrice. Voyons la pratique de cette
méthode sur 'exemple ci-dessus :

Exemple 3.3 1. La matrice des coordonnées des vecteurs vy, vy dans la base canonique
de R? est

1
0
-5

B = O
Il
B = O

1
2
3

La derniere ligne “se lit” z = —bx + 4y.

2. Faisons un exemple plus élaboré : on se donne 3 vecteurs vy, vy, vs dans R* (a
priori si les 3 vecteurs étaient indépendants, on obtiendrait une seule relation). On prend
v = (1,1,3,0), v = (1,2,0,1), v3 = (2,3,3,1). On met sous forme échelonnée réduite.
On obtient

11 2 1 0 0
1 23] | 0o 1 0
3031~ 6 —-30
011 -1 1 0

4 Applications linéaires

4.1 Définition et premieéres propriétés

Rappelons qu'une application f : E — F d’un ensemble E vers un ensemble F
associe a tout élément x € F un élément et un seul y € F.

En termes de “structures”, seules sont intéressantes les applications qui, en un sens
a préciser, préservent la structure.

Dans notre cas, si E et F' sont deux espaces vectoriels sur le méme corps R, pour
qu'une application présente un intéreét, il faut que 'image de la somme de 2 éléments soit
la somme de leurs images et que I'image du produit d'un vecteur v € E par un scalaire
a € R soit le produit de a par I'image de v par f. Précisément :

Définition 4.1 Soient E, I deux espaces vectoriels sur R. Une application f : E — F
est linéaire si

(1) pour tous u,v € E, f(u+v) = f(u) + f(v);

(2) pour tout a € R et tout u € E, f(a-u)=a- f(u).
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Remarque : les 2 conditions peuvent étre groupées en une seule (3) pour tous a,b € k et
tous u,v € E, f(au+bv) = af(u)+bf(v).

Propriétés Si f : E — F est linéaire, alors
(i) Vu € E, f(—u) = —f(u);
(i) f(0) = 0;
(111) Vul, ey Up € E, )\1, cey )\n c R, f(Z?:l )\ﬂLl) = Z?:l Azf(ul)

Les preuves sont laissées en exercice.

Exemple 4.1 1) Idg, projections, (x,y) — (y,x) sont des applications linéaires.
2) f:R =R, z+— 2z est linéaire;
3) f:R? = R% (x,y) — (v +y,x—y) est linéaire;
4) f:R =R, x> 2 nest pas linéaire.

Vocabulaire

e Une application linéaire d'un espace vectoriel dans lui-méme est appelé endomor-
phisme.

e Une application linéaire bijective d’un espace vectoriel dans lui-méme est un so-
morphisme. On dit aussi alors que E et F' sont isomorphes.

e Un endomorphisme bijectif s’appelle automorphisme.

e On notera par L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'. Exercice :
montrer qu’on peut munir £(F, F') d’une structure d’espace vectoriel.

Exercice 4.1 a) Trouver toutes les applications linéaires de R dans R, de R dans R?, de
R? dans R?.

b) les applications R — R suivantes sont-elles linéaires ? fi(x) = x, fo(x) = 3z,
f3(x) =22 + x, filx) = |z|, f5(x) =sinz.

b) Les applications R?* — R suivantes sont-elles linéaires ? f((z,y)) =0, g((x,y)) =
1, h((z,y)) = =+ 2y.

d) L’application f : R?> — R? donnée par f(z,y) = (2z + vy, 3y) est-elle linéaire ?

e) Que pensez-vous des applications suivantes : f : R? — R? définie par f(z,y) =
(ax+by, cx+dy), a,b,c,d € R, g : R? — R donnée par g(z,y) = (ax+by, cx+dy, ex+ fy).

Remarque 4.1 L’ensemble L(E, F') de toutes les applications linéaires du R-espace vec-
toriel E vers le R-espace vectoriel F' peut-étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur
R par

e addition : f+g: E — F telle que (f + g)(v) = f(v) + g(v) pour tout v € E;

o multiplication externe : a-f : E — F telle que (a- f)(v) = a- f(v) pour tout a € k
etve k.

Cas particulier de F' = R.
Définition 4.2 Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans son corps de base
R, f: E = R, (R considéré comme espace vectoriel sur lui-méme) est appelée forme

linéaire. L’ensemble L(E,R) est noté E* et appelé espace vectoriel dual de l’espace vec-
toriel E.
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Proposition 4.1 Si B = (ey,...,e,) est une base de E, alors les applications “coor-
données” pr; : E — R définies par pri(zie; + - - + xpe,) = x; sont linéaires.

Le preuve est un exercice facile.

Proposition 4.2 Si B = (ey,...,e,) est une base de E, alors toute forme linéaire sur F,
f: E — R, est définie par les n nombres réels (ou le n-uplet) ay = f(e1),...,a, = f(en).
On traduit ce fait par la phrase : f est déterminée par ses valeurs sur une base.

Preuve : Soit f une forme linéaire et posons, pour tout i = 1,...,n, a; = f(e;). Alors, par
linéarité, pour un vecteur v = xye; + -+ + Tpen, on a f(v) = >0 xif(er) = Do wia,.
Inversement, la donnée de aq,...,a, permet de définir, de maniere unique, une forme

linéaire f : E — R par, pour tout v E, qui s’écrit v = > | zie;, f(v) = >0 @0, O
Plus généralement,

Proposition 4.3 Toute application linéaire est définie par ses valeurs sur une base.

Preuve : qu’est-ce que cela signifie? Considérons f : E — F une application linéaire et

B = (eq,...,e,) une base de E. Je prétends qu’alors il suffit de connaitre les seules images
des éléments de la base pour déterminer entierement f.
En effet, soit * = ", z;¢; un vecteur quelconque de E et soient, pour tout

1 = 1,...,”, bl = f(ez) € F AlOI"S f({E) = f(Z?:l xiei) = Z;L:l .I'Zf<€l> = Z?:l xzbz
Autrement dit, lorsque I'on connait les images b; € F' des e;, on connait I'image par f de
tout vecteur z € E. Et ceci détermine f de maniere unique! [J

Remarque 4.2 Les b; sont des vecteurs de F', par conséquent, en choisissant une base
B = (ej,...,ep,) de I, on peut aussi écrire les b; dans cette base : by = Y 7" ajie}. A f

sont donc ainsi associ€s m X n nombres réels, les a;;, qu’on peut écrire sous forme d’un
tableau a m lignes et n colonnes (une matrice!) en ’écrivant

@11 ... O
AUm1 - O
En fait, on remarque que, pour chaque ¢ =1,....n, la i-eme colonne est constituée

des coordonnées du vecteur f(e;) dans la base B' (ou encore est la représentation de f(e;)
dans cette base). Ce tableau a m lignes et n colonnes détermine f de maniére unique.
Remarquons encore que, en composant, pour tout j = 1,...,m, f avec la j-éme
projection F' — R, y > y;, on obtient une forme linéaire f; : E — F — R qui donne la
j-éme coordonnée de f(x) dans la base B'. La donnée de f génere donc m formes linéaires
f; et inversement, la donnée de m formes linéaires f; permet d’obtenir une application
linéaire f en considérant que les fj(x) sont les coordonnées de f dans une base de F.

Rappelons que si f : E — F et g : F — G sont deux applications, on peut les
composer pour en faire une application, notée g o f de E dans G définie ainsi :

gof: EF — (G
= (gof)(x) =g(f(x)
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Lemme 4.1 La composée go f de deux applications linéaires f : B — F et g: F — G
est une application linéaire de E vers F'.

La preuve est laissée en exercice.

Exemple 4.2 Soit f : R? — R? une application linéaire et soient, pour i = 1,...,q,
les applications p; : R — R qui au g-uplet (yi,...,y,) associe le réel y;. Alors, pour
tout i = 1,...,q, la composée f; = p;of : RP = R qui a (z1,...,7,) associe le réel
(pi(z1,...,2,) est une forme linaire sur RP.

Autrement dit : f définit q formes linéaires fi,..., f, sur RP. Réciproquement, q
formes linaires g1, . .., g, définissent une application linaire g : R — R? par

(1, xp) = (1T, - p), s gy, o, Tp)).

Lemme 4.2 f est linéaire si et seulement si, pour tout i =1,...,q, f; est linéaire.

La preuve immédiate est laissée en exercice.

On peut étendre ce qui précéde a des espaces vectoriels E, F' de dimensions finies
p,q quelconques et f : B — F en ramenant E et F' a des bases, ce qui, comme nous le
verrons plus loin, revient a considérer E et F' comme RP et RY.

Soit toujours E un espace vectoriel. On note Idg : E — E D'application identité
de E qui a tout vecteur x € E associe x lui-méme. C’est évidemment une application
linéaire.

4.2 Noyau - Image. Surjectivité, injectivité

Faisons d’abord quelques rappels.
e une application f d’un ensemble E vers un ensemble F' est injective si Vv, w €
E, f(v) = f(w) =v=w.

Exercice : Faire quelques dessins de “patatoides” pour illustrer ce phénomene.

e une application f d'un ensemble F vers un ensemble F est surjective si tout élément
de F' peut s’écrire comme image d’'un élément de E (ce qu’on traduit généralement par :
pour tout w € F il existe v € E tel que f(v) = w).

Exercice : illustrer la notion par des exemples.

e une application f: E — F' est bijective si elle est, a la fois, injective et surjective.
Exercice : donner des exemples et contre-exemples.

Définition 4.3 Soit f: E — F une application linéaire entre deur espaces vectoriels.
- Pour tout sev G de E, on définit I'image de G par f comme

f(G)={yeF; Jz G avec f(z) = y}.
- Pour tout sev H de F', on définit ’'image réciproque de H par f comme

fTHH) ={z € E; f(x) € H}.
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- Cas particulier : lorsque H = {0}, l'image réciproque est le sous-ensemble, noté

ker(f) = {v € E; f(v) = 0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de f (la notation vient de ’anglais
“kernel”).

Exercice : montrer que tous les sev définis ci-dessus sont des sev de I'espace vectoriel E
ou de F' qui les contient.

Proposition 4.4 (i) Une application linéaire f : E — F est injective si et seulement si

ker(f) = {0}.

(11) Une application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si f(E) = F.

Preuve : (i) Supposons f injective et = € ker(f), alors f(z) = 0 = f(O), d’ou, par

définition = = 0. Inversement, si ker(f) = {0}, supposons que f(z) = f(z'), d’ou 0 =

flz) — f(@') = f(z — 2, cad. x — 2’ € ker(f) = {0}, donc x — 2’ = 0 ou encore x = 2’
(i) clair. O

Notons que pour calculer le noyau d’une application linéaire, on doit résoudre
I'équation f(x) = 0 qui se traduit, lorsque l'on fixe des bases de E et de F par la
résolution d’un systeme d’équations linéaires.

Exemple 4.3 Soit f : R® — R? lapplication définie par v = (z,y,2) — v = (' =
r+2z,y =y+2z,7 =x+2). Rappelons qu’on peut considérer (x,y, z) et (z',y,2") comme
des triplets, mais aussi comme les coordonnées de v et de v' dans la base canonique de
R3.

Question : f est-elle injective, surjective, bijective ¢

On commence par calculer le noyau de f :

On cherche donc l’ensemble des v = (x,y, z) tels que f(v) =0, ce qui se traduit par
le systeme

r+z = 0 r = —z
y+z = 0 < y = —z & (r,y,2)=2z2(-1,—-1,1).
r+z= =0 2= =z

Le noyau est donc engendré par le vecteur (—1,—1,1).

Pour déterminer l’image (soit par des équations, soit par une base), on utilise les vec-
teurs f(e1) = (1,0,1), f(ea) = (0,1,0), f(es) = (1,1,1) qui forment un famille génératrice
de f(R3) et on cherche le rang de cette famille de la fagon habituelle. On en déduit aussi
des équations.

Remarque 4.3 Soit f : E — E une application linéaire d’un ev E dans lui-méme (on
parle d’endomorphisme) et G un sev de E. En général, pour x € G, il n’y a aucune raison
pour que f(x) € G. Mais, si, pour tout x € G, f(x) appartient a G, on dit que G est
stable par f. Quand ceci est vrai, la restriction de f a G devient une application de G
dans lui-méme. On peut se servir de cette remarque pour ramener l’étude de l’espace sur
lequel f agit a l’étude de fq : G — G avec dim G < dim E.
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Proposition 4.5 Si f : E — F est une application linéaire bijective, il existe une appli-
cation linéaire g : F' — E telle que go f = Idg et fog= Idp.

Preuve : voir feuille de TD no 4.

Définition 4.4 L’application g de la proposition ci-dessus est appelée application réciproque
de f et notée f~L.

Note Si f : E — F est une application (linéaire) quelconque, on aura soin de ne pas
confondre la notation ci-dessus avec la notation f~'(H) ou H est un sev de F. Dans le
cas ou f n’est pas bijective, il n’existe pas d’application réciproque a f, mais la notation
f~Y(H) a bien un sens.

4.3 Théoréme du rang

Définition 4.5 Soit f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f, on note
rg(f) la dimension de l'image de f, ie. rg(f) = dim f(E).

Une conséquence immédiate de cette définition est que f est surjective ssi rg(f) =
dim F.

Théoréme 4.1 (th. du rang) Soit f : E — F une application linéaire (E étant
nécessairement de dimension finie!), alors

dimker(f) +rg(f) = dim E.

Preuve : Prenons une base (vy, ..., v,) de ker(f) et prolongeons-la en une base

(U1« oy Uk, Vg1, - - -, V) de E.

Alors la famille { f(vg41), ..., f(v,)} engendre 'image f(F) (facile a vérifier). Je prétends
que le systeme f(vg41),..., f(vy) est libre. En effet : 377 A f(v;) = 0 implique, par
linéarité, que f(>7, . Awi) =0, dott -1, Ajw; € ker(f). Or, nous avons une base de
ker(f) qui est (vi,...,vx); on peut donc écrire Y " | Av; = SO | pw;. En faisant tout
passer dans le premier membre, on obtient Y 7" | Aiv; — Zle wiv; = 0 ce qui implique,
du fait que les v; forment une base de E que tous les p; (et aussi les \;) sont nuls. Le
systeme {f(vky1,-.., f(v,)} est donc libre et générateur, il forme donc une base; d’ou

dim f(E)=n—k=dimE —rg(f). O

Corollaire 4.1 Soit f une application linéaire de E dans F telle que dim F = dim F,
alors f injective < f surjective < f bijective.

Les preuves sont des conséquences immédiates du théoreme. En effet, f injective =
dimker(f) = 0=dimImf = dim F = dim F' = Im(f) = F = f surjective = dimker(f) =
dim £ —dimIm(f) =dim F — dim F = 0. [

Conséquences :
* Deux espaces vectoriels (de dimension finies) isomorphes ont méme dimension.
*Si f: E — F est une application linéaire injective, alors dim £ < dim F'.
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*Si f: E — F est une application linéaire surjective, alors dim £ > dim F.

Enoncons encore un théoreme qui dit essentiellement que tout espace vectoriel F
de dimension n sur R (ou C) “est” R™ (ou C"). En fait, “est” signifie ici que E est en
bijection linéaire avec R™ (ou C").

Théoreme 4.2 Tout R-espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe a R™.

Preuve : Si E est de dimension n, cela signifie qu’il existe une base {vy,...,v,} de E. Soit
alors v : £ — R" I'application qui a v; associe le i-ieme vecteur e; de la base canonique de
R™ (une telle application linéaire en vertu du résultat qui dit qu’une application linéaire
est définie par ses valeurs sur une base).

Il est facile de voir que cette application est bijective. En effet, tout y € k™ peut
s’écrire y = aner+- - -+ape, = aqu(vy)+- - -+anu(v,) =(par linéarité)u(avy +- - - a,v,) €
S(u) ; donc u est surjective. D'un autre c6té, montrons que le noyau de u est réduit a {0}
ie. ker(u) = {0}. Soit donc = € ker(u) cad. u(xz) = 0. Mais = peut s’écrire x = Y\ | B,
Qo 0 = u(z) = >, fiu(v;) = > 1| fie;. Mais le systeme de vecteurs {ey, ..., e,} étant
une base est, en particulier, libre, d’ou tous les g; = 0, donc x = 0. [

Exemple 4.4 Soient E, F' deuz espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et m.
Montrer que, aprés choiz d’une base A de E et d’une base B de F', L(E, F') est isomorphe
a R™*™,

4.4 Applications : formes linéaires, homothéties, projections,
symétries

Rappelons qu’une forme linéaire est une application Linéaire d’un espace vectoriel £
dans R. L’ensemble des formes linéaires de F dans R, L(F,R), noté E* est appelé espace
dual de E.

Remarquons que d’apres le dernier exemple du §précédent, il est de dimension n
aussi.

Un sous-espace vectoriel de E de dimension dim E' — 1 est appelé hyperplan de E.
Dans R3, un hyperplan est bien stir un plan; dans R2, il s’agit de droites.

Proposition 4.6 A toute forme linéaire non nulle f € E* sur un espace vectoriel E, de
dimension > 2, on peut faire correspondre un hyperplan de E : a f on fait correspondre
Uhyperplan ker(f).

Preuve : Nécessairement ker(f) # {0}. Sinon f est injective, d’otu dim £ < dimR =1, ce
qui contredit 'hypothese dim £ > 2.

Mais, I'image Im(f), étant un sev de R est ou {0} ou R, donc, comme f # 0,
Im(f) = R (f est donc surjective), d’ou par le théoreme du rang, dim(ker(f)) = dim £—1;
autrement dit ker(f) est un hyperplan de E. [

Par ailleurs, soient f,g € E*, non nulles, et supposons ker(f) = ker(g). Soit alors
e € E, edker(f) un vecteur. Alors f et g sont entierement déterminés par les valeurs
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a = f(e) et b = g(e) respectivement. Soit ¢ = a/b (nécessairement b # 0). Alors, on a
f =cg € E*. Autrement dit, comme vecteurs de E*, f et g sont colinéaires.

On peut aussi spécifier une base £ = (eq,...,e,) de E. Alors, une forme linéaire
[ € E* est déterminée par les n valeurs a; = f(ey), ..., a, = f(ey) et ker(f) est déterminé
par 1’équation linaire a;x1 + - - - +a,x,, = 0 ol on note par 1, ..., z, les coordonnées d'un

vecteur de E dans la base &, ie.
ker(f) ={x =x1e1 + -+ xpe, ; a1z + -+ - + apzr, =0},

Exercice 4.2 Soit E un espace vectoriel de dimension n et € = (ey,...,e,) une base
de E. Considérons les n formes linéaires fi,..., f, définies par f;(e;) = d;;, symbole de
Kronecker (ie. 0;; = O sii# j et §;; =1 sii = j). Montrer que f1,..., f, forme une base
de E*, qu’on appellera base duale de la base &.

Quels liens y a-t-il entre les coordonnées d’un vecteur x dans cette base et les f; ¢
Inversement, lien avec les coordonnées d’une forme linaire dans la base duale ? (On re-

marquera que st x =y . xie;, on a x; = fi(x) et si g =" . yifi, on ay; = g(e;)).

L’homothétie de rapport k € R d'un espace vectoriel E est 'endomorphisme qui
a tout vecteur x € F fait correspondre le vecteur kz. C’est clairement, pour k£ # 0 un
isomorphisme. Quel est son inverse ?

Soit E un espace vectoriel et I’ un sous-espace vectoriel de E. Considérons une base
B ={ai,...,a,} de F. On peut donc la prolonger en une base {ay,...,ar,ap11,...,a,}
de E.

L’application linéaire qui a tout vecteur x = A\ja; + - -- + \,a, associe le vecteur
y € F défini par y = \ja; + - - - + A\, est une projection (de E sur F).

En fait, on peut présenter cela différemment de maniere plus intrinseque, cad. sans
faire référence a une base. Etant donné F', il existe un sous-espace G de E tel que :

1.E=F+G,;

2. FNG = {0}.
(Exercice : le démontrer : pour cela, on peut prendre une base F de F et la prolonger en
une base de E, le sev GG est alors le sous-espace engendré par les vecteurs qui prolongent
F; on remarque ainsi que G n’est pas uniquement déterminé par F'!!)

On dit alors que E est la somme directe de F' et G. On dit aussi que les sous-
espaces F' et GG sont supplémentaires.

Exercice 4.3 Montrer que tout vecteur x € E peut s’écrire, de maniére unique v =
y+zouy€eFetzed.

Montrer que la projection définie précédemment n’est autre que l'application qui a
x associe l'unique y € F tel que x =y + 2.

On dira que cette application est la projection de E sur F parallélement a G.

Pour ce qui est des différentes symétries possibles, réfléchir comment les déterminer
en terme d’applications linéaires.
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5 Matrices

5.1 Définitions

Définition 5.1 Une matrice a m lignes et n colonnes est un tableau

@11 Q12 - Qin

Q21 Q22 -+ Q2n
M =

Am1 Am2  * - Amn

ou les a;; sont des éléments de k. On notera souvent M = (a;;). Les a;; sont appelés
coefficients de la matrice.

On note M,, , 'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes.

Cas particuliers si m = 1, on parle de matrice ligne, si n = 1, on parle de matrice
colonne.

On munit M,, ,, d'une structure de R-espace vectoriel en définissant :

- une addition : étant données deux matrices de M, ,, M = (a;;) et N = (b;;), on
définit M + N € Mm,n par M+ N = ((lij + sz)

- une multiplication de la matrice M par un élément A € R par AM € M,,, ou
AM = (Aagj).

On vérifie immédiatement que ces 2 opérations ont les 8 propriétés requises pour
munir M,, ,, d'une structure d’espace vectoriel sur R.

Remarque 5.1 On remarque que, en tant qu’espaces vectoriels, R™" et M, ,, sont iso-
morphes. Pour le faire, il suffit de montrer que les matrices A;j ou tous les éléments sont
nuls, sauf celui de la ligne i et de la colonne 7 qui vaut 1 forment un systeme libre et
générateur de Mat,,,, (le vérifier). En conséquence, M, , est de dimension mn.

Un cas particulier : sim =n =1, M1 = R. Ce qui, dans lécriture, “distingue” le
réel a de la matrice (a) est la seule présence de parentheéses.

On peut aussi définir une multiplication entre deux matrices, a condition que le
nombre de colonnes de la premiere soit égal au nombre de lignes de la deuxieme.

Définition 5.2 Soit M = (aij)

N = (bge) k=1... € My, une matrice a p lignes et n colonnes, alors on définit le produit
=1 X

=1,...,n

i=1..m € My, , une matrice a m lignes et p colonnes et
j=1

-----

M x N comme étant la matrice M x N = (¢t5) € Mo la matrice a m lignes et n colonnes
dont les termes sont donnés par, pourt=1,....m,s=1,...,n,

p
Cts = atlbls + at2b28 + -+ atrbrs + -+ a'tpbps = Z a'sjbjt~
j=1
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Exemple 5.1 Considérons la matrice ligne A = (a b ¢) et la matrice a 3 lignes et 2

a/ a//
colonnes B= | b V" | et faisons leur produit :
C/ C//
a/ a//
(@abe)| O b | =(ad + b0 + cc aa” + b + ).
C/ CI/

Exercice 5.1 Calculer ( a b ) ( . )
c d Y

1
De meéme, calculer le produit < b23 ) 0
0

15 6 (matrice unité).

O = O
—_ o O

Cas particulier Si M, N sont deux matrices carrées, alors M x N est encore une matrice
carrée de méme taille. Attention : En général, M x N # N x M. En donner un exemple.

Premieéres propriétés

Proposition 5.1 i) Soient M une m X g-matrice, N une q X r-matrice et P une r X p-
matrice. Alors (MN)P = M(NP);

i1) Soient M, N deux m X p matrices et P une p x q matrice, alors (M + N)P =
MP+ NP ;

iii) Soient M une m X p matrice et N, P deux p X q matrices, alors M(N + P) =
MN + MP.

Preuves : La preuve est calculatoire et fastidieuse et les calculs sont assez longs dans le
premier cas.

Définition 5.3 La matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf ceux de la diago-
nale qui valent tous 1, est appelée matrice unité et notée I,, (ou, s’il n’y a pas de confusion
possible, simplement I ).

La matrice identité a la propriété que toute matrice M, de taille convenable, multi-
pliée & gauche ou a droite par I est égale a M (ie. [ x M = M ou N x [ = N).

5.2 Représentations vectorielles

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base B = (ey,...,e,). Rappelons (cf.
qu’on peut associer au vecteur v = xye; +- - - +x,€, la matrice colonne de ses coordonnées
écrites en colonne, soit

L1
Mat(v, B) =

T

Cette matrice est la représentation matricielle du vecteur v dans la base B.
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Remarque 5.2 La représentation matricielle d’un vecteur v € E dépend évidemment de
la base choisie.
Prenons par exemple le vecteur v = (1,1,1) € R3. Sa matrice dans la base canonique

1
de R® est | 1 |. Considérons la base V = (v; = (1,1,0),v2 = (—=1,1,0),v3 = (0,0,1)). La
1
1 0
matrice de v dans V est | 0 |. Et dans la base (vy, vy, v3), c’est |1
1 1

Exemple 5.2 Soit v = (1,2) € R? et € la base canonique de R*. Alors

Mat(v, &) = < ; )

De méme, soit v = (1,2,3,4) € R* et £ la base canonique de R*, alors

Mat(v, &) =

=W DN

Exercice 5.2 Dans le premier exemple ci-dessus, montrer que V = (v; = (1,1),vy =
(1,—1)) est une base de R?. Trouver la matrice de v dans cette base.
De méme, montrer que dans R*, le systéme de vecteurs

v =(1,1,1,1), 09 = (1,—1,0,1), 03 = (2,2,2,0),vs = (—4,3,-2,1)

est une base de R*. Trouver la matrice de w = (1,8,3,5) dans la base canonique, puis
dans cette nouvelle base.

Définition 5.4 Si S = {vy,..., v} est un ensemble de k vecteurs de E, on appelle
matrice du systéme S dans la base £, on note Mat(S,E), la matrice

T11 Ti2 - Tk
7 _ To1 T2 - T2k
Tn1 Tp2 ... Tk
oU V; = X161 + Toiea + -+ + Tpiey, pour tout i =1,... k.

5.3 Représentation d’une application linéaire

Soient une application linéaire f : £ — F, une base A = (ay,...,a,) de E et une
base B = (by,...,b,) de F.
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Définition 5.5 La représentation matricielle de 'application linéaire f dans les bases
A et B est la matrice a q lignes et p colonnes dont les colonnes sont les représentants
matriciels des vecteurs f(ay),..., f(a,) dans la base B = (b, ..., b,).

Autrement dit, c’est la matrice (attention : les notations en dehors et au-dessus de
la matrice elle-méme ne sont la que pour montrer ce qui est représenté par la matrice;
la ligne au-dessus et la colonne a gauche hors parenthéses ne font pas partie de la
maitrice)

flar) - flay)

b1 mi ... My

bq Mgr .. Mgp

Remarque 5.3 Souvent, lorsqu’il s’agit d’une endomorphisme, on prend la méme base
au départ et a larrivée.

Evidemment, comme la représentation des vecteurs est attachée a une base, la repré-
sentation d’une application linéaire est attachée au choix d’une base dans [’espace de
départ et d’une base dans [’espace d’arrivée. Si on change ['une ou 'autre ou les deux, la
représentation de [’application change !

Exemple 5.3 Soit u : R*> — R3 définie par u((z,y)) = (z +y,x — y,2x). Notons €& =
{e1,ea} et F ={f1, f2, f3} les bases canoniques de R? et R?® respectivement.
a. Montrer que u est linéaire.
. Calculer Mat(u,&,F).
. Calculer u(v) pour un vecteur v € R?.
. Calculer ker(u).
. Calculer Im(u) et en donner une base.

o o0 o

Exercice 5.3 1. Mémes questions pour u : R® — R?® définie paru(e;) = (1,1,1),u(es) =
(1,1,0),u(e3) = (1,0,0), puis pour u((z,y, z) = (x+y—+z,x—2y+3z,br—3y+2z)
ot & = {ey, eq,e3} désigne la base canonique de R3.
2. Idem pour f(z,y,z) = 2x +y — z,x +y,by + 22,2 — 2).
3. On se donne un espace E de dimension 3 et u une application linéaire de E dans

lui-méme qui envoie tout vecteur v sur —v. Quelle est sa matrice dans une (?)
base quelconque de E.

4. Dans R?, considérons la rotation d’angle 6 de centre O. Est-ce une application

linéaire ? Peut-on écrire sa matrice dans une (?) base de R2. Et, dans l’espace
R3 ?

Dans tous ces exemples, nous avons mis en évidence le résultat déja prouvé que toute
application linéaire est déterminée par ses valeurs sur une base. En termes de matrices,
ce résultat conduit a la

Proposition 5.2 Il y a un isomorphisme ¢ : L(E,F) — M, entre l’'ensemble des
applications linéaires de E de dimension m dans F' de dimension n et l'ensemble des
matrices a n lignes et m colonnes.
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Preuve : Choisissons une base £ de E et une base F de F. Alors on définit ¢(u) =
Mat(u, €, F). Le résultat rappelé ci-dessus montre que ¢ est bijective.
Comme

o(Au+ pv) = AMat(u, £, F) + pMat(v, €, F),

I’application ¢ est linéaire, donc est un isomorphisme.

Clairement, 'application réciproque associe a une matrice de M, ,, I'application
linéaire dont les images des vecteurs de la base £ sont ceux dont les coordonnés dans la
base F sont les colonnes respectives de la matrice. [

Corollaire 5.1 Soient E, F des espaces vectoriels de dimensions m et n respectivement.
Alors la dimension de l'espace vectoriel L(E, F') est m X n.

Preuve : Nous avons vu que la dimension de Mat,, ,, est m x n (car isomorphe a R™");
I’isomorphisme donné par le théoreme induit alors le résultat. [J

Théoreme 5.1 Soient E, F, G trois espaces vectoriels, A = (a1, ..., ay), B= (by,...,b,),
C = (c1,...,¢p) des bases respectivement de E, F,G. Soient f : E - F, g: F — G deuz
applications linéaires. Alors

Mat(g o f, A,C) = Mat(g, B,C) x Mat(f, A,B).

Preuve : Notons M = (m;;) la matrice Mat(f, A, B), N la matrice Mat(g, B,C) et P la
matrice Mat(g o f, A,C).
Il suffit de calculer les coordonnées de (g o f)(a;) pour avoir la j-éme colonne de P.
Or, f(a;) = myby + - - 4+ my;b, = >, meibe. D’olt

g(f(az)) = g mube) = meg(be) = > me (O nweck) = > O mujnge)ck.

k=1 (=1

Comme le terme de la ligne k et de la colonne j du produit N M est Z?:l MMMy, ON €N
déduit le résultat. [J

5.4 Opérations élémentaires sur les matrices

En traitant un certain nombre d’exemples, on se rend compte que le fait d’échanger
des lignes (ou des colonnes), de multiplier une ligne (ou une colonne), d’ajouter une ligne
(ou colonne) & une autre, revient au méme que de multiplier & gauche (ou a droite) par
un certain type de matrice.

Nous pouvons en faire la démonstration. Faisons-le par exemple pour 'ajout de la
colonne 7 multipliée par le réel A a la colonne k. Si on effectue le calcul du produit de
la matrice a m ligne et p colonnes M = (m;;) par la matrice carrée A d’ordre p dont les
éléments sont nuls sauf ceux de la diagonale qui valent 1 et I’élément de la j-eme ligne et
k-ieéme colonne qui vaut A, on obtient la matrice B = M A, a m lignes et p colonnes dont
la colonne k est remplacée par la somme de la colonne k et de la colonne j multipliée par

A
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On constate de méme que échanger les colonnes j et k de la matrice M revient a
multiplier M par la matrice A déduite de la matrice identité d’ordre p en échangeant les
colonnes j et k. La matrice B = M A est la transformée de M par ’échange des colonnes
jetk.

Pour opérer sur les lignes, on utilise le méme type de matrices par lesquelles on
multiplie a gauche.

Définition 5.6 Une opération sur une matrice d’un des types précédents s appelle ma-
nipulation élémentaire sur les lignes ou les colonnes (selon le cas).

On a vu ainsi que toute manipulation élémentaire revient a multiplier a gauche ou a droite
par une matrice.

Proposition 5.3 Pour toute matrice A d’un des types précédents, il existe une matrice
B telle que AB= BA=1.

Preuve : Remarquons d’abord que les matrices de ce type étant carrées, cela a bien un
sens. On se contentera de traiter le cas de I'ajout d’une ligne a une autre.

Considérons la matrice, carrée d’ordre p, A qui réalise ’ajout de la ligne j a la ligne
k (rappelons qu’il faut alors multiplier a gauche). Il s’agit de la matrice A dont tous les
termes non diagonaux sont nuls, sauf a;; = 1 et tous les termes diagonaux sont égaux a
1.

Prenons pour B la matrice dont tous les termes non diagonaux sont nuls, sauf
ag; = —1 et tous les termes diagonaux sont égaux a 1. Alors, le produit BA consiste a
ajouter a la ligne j de A, qui est de la forme

col.j col.k
o ...0 1 0 ...0 1 0 ...0

(en supposant j < k) la ligne k qui est de la forme

col.j col.k
O ...o o0 o0 ...0 -1 0 ...0

On obtient donc bien la matrice identité p x p. Comme A et B jouent des roles quasi-
symétriques, on montre de méme que AB = I.

On procede de fagon analogue pour les autres cas d’opération sur les lignes. Comme
il s’agit des mémes matrices pour les opérations sur les colonnes, sauf qu’il s’agit de
multiplications a droite, il n’y a rien de plus a démontrer. [

On peut encore remarquer que pour la matrice qui correspond a un échange de lignes
(ou de colonnes) : B = A.

En résumé

1. Remplacer dans une matrice M a m lignes et n colonnes la colonne C; par la
somme C; + ACj, A € R revient a multiplier a droite la matrice M par la matrice
A = (a;;) déduite de la matrice I,, par le remplacement du zéro de la place (k, j) par A,
autrement dit :

a;; = 0, pour tout couple (4,7),7 # j,a; = 1, pour tout i =1,...,n,ag; = A\
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De maniere analogue, remplacer dans M la ligne L; par la somme L; + ALj, revient
a multiplier a gauche la matrice M par la matrice A déduite de la matrice I, par le
remplacement du zéro de la place (j, k) par A, autrement dit

a;; = 0, pour tout couple (4, 7),7 # j,a; = 1, pour tout i =1,...,n,aj, = A

2. Echanger dans une matrice M les colonnes C; et Cj, revient a multiplier a droite
la matrice M par la matrice A = (a;;) déduite de la matrice I, en intervertissant les
colonnes j et k.

De méme, échanger dans une matrice M les lignes L; et Lj revient a multiplier &
gauche la matrice M par la matrice A = (a;;) déduite de la matrice I, en intervertissant
les lignes j et k.

5.5 Rang d’une matrice

Proposition 5.4 Par des manipulations élémentaires sur les lignes et les colonnes, on
peut ramener toute matrice m X n a une matrice du type suivant

(59)

ou I, est la matrice unité et les O sont des matrices de 0. Le nombre r ainsi obtenu
s’appelle le rang de la matrice.

Preuve : Si la matrice M est nulle, il n’y a rien a faire. On peut donc supposer que la
matrice M est non nulle. On procede alors par récurrence sur le nombre m de lignes.

Lorsque M a une une seule ligne, on se ramene, par des manipulations élémentaires
sur les colonnes a la forme ou le premier élément est 1, et tous les autres sont nuls. C’est
la forme cherchée avec r = 1.

Supposons alors que le résultat soit vrai pour toute matrice avec moins de m lignes.
Par des opérations sur les colonnes, on peut mettre la premiere ligne sous la forme
1,0,...,0. Puis, par des opérations sur les lignes, on se ramene a une premiere colonne
avec des zéros partout sauf a la premiere place qui vaut 1. La matrice obtenue en barrant
alors la lere ligne et la lere colonne est alors une matrice avec seulement m — 1 lignes.
On peut donc lui appliquer I’hypothese de récurrence et en conclure que, par des mani-
pulations élémentaires sur les lignes et les colonnes, elle peut se ramener a la forme d’un
premier bloc en haut a gauche constitué d’une matrice unité. Il faut noter que ces mani-
pulations, étendues a tout M, ne changent rien a la premiere ligne et premiere colonne de
la matrice M. On obtient donc par ce procédé une matrice sous la forme voulue. [

2 -3 -1

. . 3 1 5
Exercice 5.4 Soit M = 10 1 . Calculer le rang de M.

0o 2 4

Remarque 5.4 Relation avec les formes échelonnées
En n’autorisant de transformations élémentaires que sur les lignes ou que sur les

colonnes, on peut, comme on l’a vu plus haut, ramener toute matrice a sa forme échelonnée
réduite ligne (FERL) ou forme échelonnée réduite colonne (FERC).
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Corollaire 5.2 Le rang d’une matrice A est égal au nombre de lignes non nulles dans
une forme échelonnée ligne de A et aussi au nombre de colonnes non nulles dans une
forme échelonnée colonne de A.

Preuve : Par construction de la forme échelonnée réduite ligne de A a partir d’une forme
échelonné ligne, le nombre de lignes non nulles de la forme échelonnée et de la FERL(A)
est le méme.

A partir de cette derniere, on obtient la forme de la proposition ci-dessus en ap-
pliquant des opérations élémentaires sur les colonnes. On commence par placer tous les
pivots sur la diagonale principale par des permutations sur les colonnes. Pour finir, on fait
apparaitre des zéros partout en dehors de la diagonale, d’abord sur la premiere ligne, en
retranchant a x C; a la colonne C5 si a est le premier terme de Cs, puis, b X C; a C3 si b
le premier terme de Cj, etc.

Puis on recommence 1'opération pour tous les pivots et on obtient clairement une
matrice qui commence par un bloc matrice identité r x r en haut a gauche. Comme aucun
pivot n’a disparu, le nombre de lignes nulles est précisément r.

On procéderait de méme en partant d’une forme échelonnée colonne. []

On peut alors énoncer les résultats suivants qui se déduisent immédiatement de ce
qui précede et des définitions :

Corollaire 5.3 Le rang d’un systeme de vecteur de E est le rang de la matrice qui le
représente dans (n’importe quelle) une base de E.

Corollaire 5.4 Le rang d’une application linéaire f : E — F est le rang de la matrice
de f dans des bases de E et de F respectives.

1
Exemple 5.4 Soit M = 2 . Ramener a la forme échelonnée réduite ligne.
3

quo.m—n
[ TS

1
1
2
De méme, trouver la FERC de la méme matrice.

5.6 Matrice d’un systeme d’équations linéaires

Nous avons défini dans le § ce qu’est un systeme de k équations linéaires dans
les variables x1,...,x, :

1% + a1 T2 + -+ ar, = 0
(5) :
ka1 + Qp2Za + o+ Gk = 0
est un systeme de r équations linéaires a n inconnues x1, ..., Z,.

Il apparait clairement dans cette écriture une matrice a r lignes et n colonnes, a
savoir :
a1,1 Q12 - Ain

)

M(S) =

a1 Qg2 -+ Qkn
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Définition 5.7 Cette matrice M(S) est la matrice du systéme (S).

Par les corollaires de la fin du paragraphe précédent, le rang de (5) est le rang de
la matrice associée.

Remarque 5.5 Soit u : R® — R* application linaire dont la matrice dans les bases
canoniques de R™ et R* respectivement est M(S).
Alors Uespace des solutions de (S) n’est autre que le noyau de w.

5.7 Matrices inversibles

Définition 5.8 Une matrice, carrée d’ordre p, A est inversible s’il existe une matrice
carrée B telle que AB = BA =1 ou I est la matrice identité d’ordre p.

Bien str, B est donc aussi carrée d’ordre p.

Exemple 5.5 Nous avons déja vu des exemples de matrices inversibles. D’une part, la
matrice identité (de n’importe quel ordre) est une matrice inversible. Par ailleurs, toutes
les matrices correspondant a des opérations élémentaires sur les matrices sont des matrices
wnversibles.

Théoreme 5.2 La matrice d’une application linéaire bijective f : E — F dans des bases
quelconques de E et de Fest inversible.

Preuve : Soient A = (ay,...,a,) une base de E et B = (by,...,b,) une base de F' (E et
F ont bien str méme dimension). Soit A = Mat(f, A, B).

Comme f est un isomorphisme, il existe une application réciproque f~': F — E.
Ona fof'=Idget f~lof =1Idp. Soit B = Mat(f!, B, A). La matrice de la composée
go f dans la base A est le produit BA, mais puisque go f = Idg, c’est aussi I,,, autrement
dit BA=1.

De maniere analogue, on voit que AB = [. [J

Définition 5.9 Si & et U sont deuz bases de l’espace vectoriel E, on appelle matrice de
changement de base de € vers U (ou encore matrice de passage de £ a U) la matrice P
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de U dans la base € (les coordonnées
de la “nouvelle” base dans I’ “ancienne” base).

Corollaire 5.5 Une matrice de passage d’une base a une autre est inversible. Si P est la
matrice de passage de £ a U, alors P~ est la matrice de passage de U a E.

Preuve : Considérons la matrice représentant la base U = {uq,...,u,} dans la base
E = {e1,...,e,}. 1l suffit alors de remarquer que cette matrice n’est rien d’autre que
la matrice de I'application identité Idg dans la base U = {uy,...,u,} au départ et £ a
Iarrivée. [

Proposition 5.5 Soit C' la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur v € E dans
lau base € = (ey,...,e,) et soit P la matrice de passage de £ a U = (uy, ..., uy,). Alors,
la matrice D des coordonnées de v dans la base U est D = P71C.
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Preuve : P est la matrice dont la j-eme colonne est constituée des coordonnées de u; dans
la base &, ie. u; = pyje; + - -+ + ppje,. Mais

v =dyuy + -+ dpu, = di( me@k Zpknek
k=1
= () pudier +- anede )en,
=1

d’ott C = PD et inversement, D = P~1C. [

Proposition 5.6 Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rang est mazi-
mal.

Preuve : En remarquant que tout matrice carrée inversible peut étre considérée comme
représentant une base dans une autre, le rang est nécessairement maximal. [

Calcul pratique de ’inverse d’une matrice

e On peut inverser une matrice A en la considérant comme la matrice du systeme
linéaire AX =Y et en résolvant ce systéme par A~'Y = A7'AX = X,

Exemple 5.6 Calculer le rang de la matrice

A:

[ )
[ s R
O DN =

En déduire que A est inversible. Calculer A1,
Il s’agit donc de résoudre le systéme

Ta+2x3 = Y1 1 = (=21 + y2 + 2u3)
Ti+215 = Yo S T2 = %(2y1—y2+y3)
T1+T2 = Y3 3 = 3(y1+y2—y3)
D’ou
1 -2 1 2
At=-[2 -1 1
3\t 1 1

e On peut aussi inverser une matrice A en agissant sur les lignes OU sur les colonnes
pour arriver a la matrice identité I de méme ordre que A(pourquoi cela est-il possible ?) et
en appliquant, parallelement, les mémes transformations a la matrice identité, on aboutit
a AL
Attention le choix entre lignes ou colonnes doit étre fait une fois pour toutes au début
du calcul!!
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Exemple 5.7 Appliquer cette méthode au calcul de l'inverse de la matrice A de l’exemple

précédent.
Cect donne
011 1 01 1 0 O 10 0 100 1 00
10 2]~(012|~(01 2 |~(01 O0]~[01O0|~(010
110 110 11 -1 01 -3 1 11 0 01
et avec les mémes opérations sur I
100 010 01 0 01 =2 01 %
01 0l~1100)~|1T0-1]~f10-1]~1|10 3
0 01 0 01 0 0 1 00 1 OO—%
_2 1 2
3 3 3
~ 2 _1 1
3 3 3
1 1 _1
3 3 3
Evidemment, on trouve le méme résultat!

Justification : nous avons vu qu’une opération sur les lignes (les colonnes) de A revient
a multiplier a gauche (a droite) par une matrice (inversible). En réalisant I’ensemble des
transformations sur A qui ont abouti a I, ¢’est comme si on avait multiplié A, a gauche
(a droite), par la matrice produit P de toutes les transformations élémentaires. En fait on
a réalisé, dans le cas de lignes, I = PA. On en déduit donc, par multiplication a droite
par A~! (un produit de matrices inversibles est inversible) que P = PAA™' = [A™!
autrement dit A~! = P. Et, comme on effectué, en parallele des transformations sur A,
le calcul PI on obtient bien A~1.

e Il y a encore une autre méthode dont nous parlerons plus loin.

5.8 Matrices équivalentes

Définition 5.10 Deux matrices A et B de méme taille (ie. le nombre p de lignes de A
est égal au nombre de lignes de B et le nombre q de colonnes de A est égal au nombre de
colonnes de B) sont dites équivalents, on note A ~ B, s’il existe une matrice carrée p X p
P et une matrice carrée q x q Q) telles que B = PAQ.

Théoreme 5.3 Deux matrices représentant une méme application linéaire f : E — F
dans des bases différentes sont équivalentes.

Preuve : Notons A, A’ I ancienne et la nouvelle base de F et B, B’ I’ ancienne et la
nouvelle base de F', M la matrice de f dans les anciennes bases, N sa matrice dans les
nouvelles bases. Notons encore P la matrice de passage de A a A" et () la matrice de
passage de B a B'.

Nous voulons calculer f(a}) dans la base B. Or

f(a;) =/ (Zpkjak> = Zpkjf(ak) = Zpkj (Z mgkbg> =
k=1 k=1 k=1 =1
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ce qui signifie que le ¢-ieme terme de la j-eme colonne de cette matrice est le terme £j de
la matrice M P.
Autrement dit, la matrice

Mat(f, A',B) = MP.

Pour avoir les coordonnées d’un vecteur dans la base B, connaissant ses coordonnées
dans la base B, il faut multiplier, a gauche, la matrice des coordonnées dans B par la
matrice Q1. Dot :

Mat(f,A',B)=Q 'MP.

O

Corollaire 5.6 Soit f : E — F une application linéaire. Soient A, A" deux bases de E
et B,B' deux bases de F'. Alors

Mat(f, A',B") = Q""Mat(f, A, B)P (3)
ot P est la matrice de passage de A a A" et Q la matrice de passage de B, B'.
Preuve : il n’y a rien de neuf a prouver, c’est le contenu de la preuve du théoreme.

Corollaire 5.7 Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles représentant la
meéme application linéaire dans des bases différentes.

Preuve : La partie “si” est le résultat précédent. Prenons alors deux matrices, a ¢ lignes,
p colonnes, A et B équivalentes. Alors il existe une matrice carrée, p X p, R et une matrice
carrée, g X ¢, inversibles, S telles que B = SAR.

A représente 'application linéaire u de RP dans R? dans les bases canoniques.
Considérons alors la base A de RP dont les vecteurs sont les vecteurs de coordonnées
les colonnes de R dans la base canonique de RP. De méme, soit la base B de R? dont les
vecteurs sont les vecteurs de coordonnées les colonnes de S~! dans la base canonique de
RY. Alors, B représente u dans les bases A et B. [J

5.9 Transposition - Trace

Définition 5.11 Etant donnée une matrice A a p lignes et q colonnes, on appelle trans-
posée de A, on note A ou 'A la matrice obtenue de A en intervertissant les lignes et les
colonnes. Autrement dit : si A = (a;;), alors A = (b;j) ot bjj = aj;, pour tousi=1,...,p
etj=1,....q.

2 1 2 ~ 2
Exemple 5.8 Si A = L alors A= |1
3 2 4 9

A~ N W
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Proposition 5.7 Pour toutes matrices, A, B et tout nombre réel o, on a :
(i) "("A) = A;
(ii) '(A+ B) =t A+' B;
(1i1) "(aA) = a'A ;
(w) '(AB) =! B'A :
(v) Si A est inversible, alors *A lest et (*A)~1 =t (A~1.

Preuve : toutes les propriétés sont immédiates, sauf peut-étre les deux dernieres. La (iv)

résulte simplement du calcul d’un produit de matrices. La propriété suivante découle alors
du fait que AA™! =1, dou {(AA™) =t (A YA =T =1, donc (*A)t =t (A71). O

Définition 5.12 Pour toute matrice carrée A = (a;;), sa trace est la somme des éléments
diagonauz, ie. Tr(A) =37 aj.

Proposition 5.8 L’application de M« dans R qui a une matrice associe sa trace est
une forme linéaire qui vérifie Tr(AB) =Tr(BA).

Preuve : On vérifie immédiatement que l'application est linéaire. Par ailleurs, Tr(AB) =
o i o AB = (¢;;). Or, par définition du produit, ¢; = > _; aixbg; D’ott

Tr(AB) = i iaikbki =Tr(BA). O

=1 k=1
6 Déterminants

6.1 Définition

Définition 6.1 Soit E un espace vectoriel et f : E" = FE X E x --- X E — E une
application (vi,...,v,) — f(v1,...,0,).
o [ est dite multilinéaire si elle est linéaire par rapport a chacun des termes, ie. si,
pour tout i = 1,...,n, pour tous A\, u € R et
pour tous n-uplets (Ui, ..., Vi—1, Vi, Vitly -y Un)y (V1y ooy Vim1, Uy Vi1, .o, 0n) € BT,
on a

for, o v, A+ ], Vi, vn) = A (U1, 0) F i f (V1 Vi, U Vig, - V).

o [ est dite alternée si, pour touti,j € {1,...,n},i # j, et tout n-uplet (vq,...,v,) €
E", on a
for, oo 0 vy, ) = —f(U1, 005, U U).
Remarque 6.1 On vérifie facilement que la condition d’étre alternée est équivalente a
la condition suivante : pour touti,j € {1,...,n}, i # j, et tout n-uplet (vy,...,v,) € E",
on a
v =v; = f(vr,...,0,...,05,...,0,) =0.

On admettra le théoreme suivant :
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Théoreme 6.1 FEtant donné un espace vectoriel E de dimension finie n, muni d’une
base B = (e1,...,ey,), il existe une unique forme multilinéaire alternée u sur E™ telle que
u(er, ..., en) = 1.

En fait, il suffit de remarquer que, a l'instar de ce qui se passe pour les formes
linéaires, une forme multilinéaire est déterminée par ses valeurs sur une base.

Définition 6.2 L’ unique forme multilinéaire alternée du théoréme précédent est appelée
déterminant dans la base B et notée detg. On a donc detg(ey, ..., e,) = 1.

Listons quelques propriétés immédiates :

Proposition 6.1 (i) Si dans le systéme de vecteurs vy, ..., v,, l'un des vecteurs v; = 0,
alors le déterminant du systeme est nul.
(11) Si dans le systéme de vecteurs vy, ...,v,, deur vecteurs sont égauz, alors le

déterminant du systeme est nul.
(11i) On ne change pas le déterminant d’un systéme de n vecteurs en ajoutant a un
des vecteurs une combinaison linéaire de tous les autres.

Preuve : (i) par linéarité; si 0 est en position j, on utilise la linéarité par rapport au j-éme
facteur.

(ii) provient du fait que le déterminant est une forme alternée.

(iii) Supposons par exemple que I'on remplace v, par v, + Z;:ll Aiv;. Alors

n—1

n—1
detlg(vl, e, Up + Z /\ﬂ)z> = detg(vl, c. ,Un> + Z )\idetg(vl, B VA ,UZ'),
=1 =1

ou tous les termes de la somme sont nuls & cause de (ii). O

Proposition 6.2 Soit F une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel & de dimensionn
et B une base quelconque de E. Alors la famille F est libre si et seulement si detg(F) # 0.

Preuve : La partie directe de ce résultat provient du fait que si le systeme est lié, alors
I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres et la nullité résulte alors du (ii) de
la proposition précédente.

Nous admettrons la réciproque qui sera une conséquence du fait que le déterminant
d’un produit de matrices est le produit des déterminants, ce qui implique qu'une matrice
inversible a un déterminant non nul. [

Remarque 6.2 Attention : le résultat précédent n’est valable que pour un nombre de
vecteurs égal a la dimension de [’espace.

Définition 6.3 Si A est une matrice carrée, le déterminant de A est le déterminant des
vecteurs colonnes de A dans la base canonique. On note souvent det(A) = |A|.
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6.2 Calculs pratiques en dimension 2 ou 3

Le calcul du déterminant d’une matrice en dimensions 2 ou 3 est simple.

e en dimension 2 : si v; = (a,¢), vy = (b, d) sont deux vecteurs de R?, leur matrice

: b
dans la base canonique £ = (ey, e2) est A = “ d
Le déterminant detg(vy, vq) = Z J1= ad — be. On vérifie en effet immédiatement
qu’il s’agit d’une forme 2-linaire en vy, vy, alternée et telle que detg(eq,e2) = 1.
. , . . , b
On retient donc que le déterminant de la matrice carrée A = (CL d est ad — be.

e en dimension 3 : Regle de Sarrus.
Soient vy = (aq1,a91,a31), vo2 = (a12,aze,ass), vs = (a3, as3, ass) trois vecteurs de
R3. Le déterminant dans la base canonique de R? de ces vecteurs est

aix G2 13
det(vi,vo,v3) = | a1 a2 as
az1 a3z 0az3

= (11022033 + Q12023031 + (21032013 — A13022031 — A21A12033 — 23032011 -

La encore, on vérifie que c’est bien une forme 3-linéaire alternée qui vaut 1 sur la
base canonique.

La regle consiste a additionner les produits des éléments des 3 diagonales “princi-
pales” et a retrancher les produits des éléments des 3 diagonales secondaires.

6.3 Deéveloppement suivant une ligne ou une colonne

Définition 6.4 Soit A une matrice carrée n x n. Le déterminant de la matrice (n — 1) X
(n — 1) obtenue en retranchant la i-éme ligne et la j-éme colonne de la matrice A, noté
M;;, s’appelle mineur de place (i,7). Ce mineur, multiplié par le coefficient (—1)", est
appelé cofacteur de place (i,7) de A et noté A;;. On a donc A;; = (—1)" M,;.

Notons qu’on n’a pas, en général, besoin de calculer (—1)“*7 puisqu’il suffit de partir
de la premiere position de la matrice dont le signe correspondant est + puisque (—1)'*! =
1 et pour les autres signes, on alterne les + et les —.

Proposition 6.3 Le déterminant de la matrice A peut étre calculé de la maniére sui-

vante :
n

det(A) = Z(—l)”jaiinj
i=1
qui est le développement par rapport a la j-eme colonne.
Ce déterminant est aussi €gal a

n

det(A) =) (—1)"a;Ay

J=1

qui est le développement par rapport a la i-éme ligne.
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Preuve : cette proposition est admise. On pourrait, de méme que précédemment, invoquer
la n-linéarité, I’alternance et le fait que sur la matrice identité (base canonique) la valeur
est 1.

Exemple 6.1 Développons selon la 2e ligne pour calculer le déterminant suivant :

1 (1) 1 (1) 1 11 1 11
— |31 1|40l =|1 3 1|[+0]-|
L3 040 1 00
1 0 4 0
11 11
e O B P B R R R

Proposition 6.4 Si A est une matrice carrée triangulaire, c’est-a-dire dont tous les
éléments au-dessus de la diagonale (triangulaire inférieure) ou tous les éléments au-
dessous de la diagonale (triangulaire supérieure) sont nuls, alors le déterminant de A
est égal au produit des termes diagonaux.

Preuve : On procede par itération. On développe selon la premiere ligne pour une matrice
triangulaire inférieure et on recommence le processus avec une matrice de dimension
diminuée de 1. Pour une triangulaire supérieure, on précéderait de méme en développant
par rapport a la premiere colonne. []

Corollaire 6.1 S5i A est une matrice diagonale, ie. tous les termes en dehors de la dia-
gonale sont nuls, on note A = diag(ay,...,a,) ot ay,...,a, sont les termes diagonauz,
alors det(A) = ay - - ay,.

6.4 Deéterminants et opérations sur les matrices

Proposition 6.5 On a les résultats suivants :

(1) det(I,) =1;

(i1) pour toute matrice A € M,,,, et tout A € R, det(AA) = A" det(A) ;

(1) le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit de leurs déterminants :
det(AB) = det(A) det(B) ;

(iv) pour toute matrice A € M,,,,, A est inversible si et seulement si det(A) # 0;
dans ce cas, det(A™') =1/ det(A) ;

(v) pour toute matrice A € M,, ., det(*A) = det(A).

Preuve : (i) I, est diagonale, d’ou le résultat. (ii) résulte de la multilinéarité. On admettra
le point (iii). Le point (iv) résulte alors de (iii) : en effet, A est inversible si et seulement
§'il existe une matrice A™! telle que AA™! = I,. Comme det(A) det(A™1) = det([,,) = 1,
on en déduit le résultat. On admettra le dernier point. [J
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6.5 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

On ne change pas la valeur du déterminant d’une matrice A en ajoutant a une
ligne une combinaison linéaire des autres (opération élémentaire). En effet, comme nous
I'avons vu, une opération élémentaire de ce type sur les lignes (resp. colonnes) revient a
multiplier & gauche (resp. a droite) par une matrice inversible @) dont le déterminant est
1 (vérification aisée). Alors det(QA) = det(A). Pour la méme raison, échanger 2 lignes
ou 2 colonnes revient a changer le signe du déterminant car pour ce type d’opération
det(Q)) = —1. Bien sur, en multipliant une ligne (ou une colonne) par un scalaire k, on
multiplie le déterminant par k.

Conséquence : pour calculer un déterminant, on peut agir sur les lignes et les colonnes
par des opérations élémentaires pour faire apparaitre un maximum de 0, ce qui facilite le
calcul, en utilisant I'une des méthodes énumérées ci-dessus, en particulier d’agissant du
développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Exemple 6.2

2111 0O 0 0 1 11 0 0 1 0

1211 |-1 1 01__10 ' 1_—11__5
1121 |-1 0 1 1__3 1 _1_ 4 _1_—4 -1 '
111 2 -3 -1 -1 2

Exemple 6.3 Un déterminant remarquable est le déterminant suivant, appelé déterminant
de Van der Monde :

1z 23 7t
V(.’L’1, . 7xn) =
1z, 22 ... z'!

Le calcul nous donne

V(zy,...,x,) = H (x; — xj).

1<i<j<n

En particulier, V(x1,...,x,) # 0 si et seulement si les x; sont distincts deux a deut.

6.6 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 6.6 Soit f € L(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Alors le
déterminant de la matrice de f dans n’importe quelle base de E est le méme. On appelle
det(f) le déterminant de nimporte laquelle de ces matrices.

Preuve : on a vu, d’une part, que le déterminant d’un produit est le produit des déterminants,

d’autre part, que
Mat(f,B) = P"'Mat(f,B)P (4)

ou B, B’ sont deux bases de E et P la matrice de passage de B a B’. D’ou

det(Mat(f, B)) ﬁ(P) det(Mat(f, B)) det(P),

d’ou le résultat. [
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Remarque 6.3 La formule n’est autre que la formule @ ou, comme on prend la
meéme base B au départ et a l’arrivée, on change simultanément, et avec la méme matrice
de passage P de B a B', par une méme base B’ au départ et a l'arrivée.

Listons les propriétés analogues a celles pour les matrices :

Proposition 6.7 Les résultats suivants sont vrais :

(1) det(Idg) = 1;

(i1) pour tout f € L(E) et tout A € R, det(Af) = A" det(f);

(111) pour tous f,g € L(E), det(f og) = det(f) - det(g) ;

(iv) pour tout f € L(E), [ est bijective si et seulement si det(f) # 0; dans ce cas,
det(f~) = (det(f) .

Notons que, pour voir si un endomorphisme f est bijectif, il suffit de calculer le
déterminant de sa matrice dans n’importe quelle base. S’il est non nul, et seulement dans
ce cas, f est bijective.

Exemple 6.4 Considérons ’application f : R> — R3 définie par (x,y,2) — (—x +y +
z,x —y+z,x+y— z). Est-elle bijective ? Pour cela, on calcule le déterminant

-1 1 1
\Mat(f,€)]=|1 -1 1|=4+#£0,
1 1 -1

ot & est la base canonique de R®. Dot f est bijective.

6.7 Application aux systemes linéaires

On considére un systeme linéaire (S) & n équations et n inconnues (Attention :
autant d’équations que d’inconnues!) :

1T+ a19T0 + -+ a1, = by

(5)

Qr 121 + Qr 222 +-+ Arnlp = bn

On peut I'écrire sous la forme matricielle suivante AX = B ot A = (a;;)1<ij<n €st

4o by

. , N ) b2

la matrice (carrée) du systeme, X = | | et B=] |
Tn by,

Si la matrice A est inversible, ie. det(A) # 0, on dit que le systéeme est de Cramer.
Dans ce cas, AX = B < X = A~ B obtenant ainsi une solution unique.
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Proposition 6.8 Un systeme d’équations linéaires de Cramer, de matrice A, AX = B

admet une unique solution donnée par les formules de Cramer : pour tout k € {1,... ,n},
1 a1 .. Q1k—1 by A1k+1 .-+ QA1pn

l‘ — . . . 5

"7 det(A) 5)
ap1 ... QApk—1 bn Ank+1 --- Qnn

On a donc remplacé dans la matrice A la colonne k par la colonne B.

Preuve : Comme la matrice A est inversible, il y a bien une unique solution. Il suffit donc

de voir que le vecteur (xy,...,x,) ainsi défini est une solution. Or, notant Ci,...,C,
les vecteurs colonnes de A, le systeme permet d’écrire le vecteur B comme combinaison
linéaire de C4,...,C,, B = x1C7 + -+ + x,C,. Par conséquent, par multilinéarité, le
déterminant

det(Cy, ..., Chor, B, Crpr, ..., Co) = Y _aydet(Ch,...,Cho1, Cp, Chsa, . .., Cr) =z det A
/=1

puisque tous les déterminants de cette somme, sauf le k-ieme, ayant 2 colonnes identiques
sont nuls. D’ou le résultat. [

Remarque 6.4 On remarque qu’un systeme de Cramer ou B = 0, on parle d’un systéme
homogéne, admet la seule solution nulle X = O.

Exemple 6.5 On considere le systéme

—r+y+z = 1

r—y+z =1
r+y—z =1
-1 1 1
On a alors A = 1 -1 1 dont le déterminant vaut 4 (calcul effectué plus
11 -1
haut). La solution v = (z,y, z) est donnée par
1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
xzzl -1 1]|=1, y=7 1 1 1]=1, e=7 1 -1 1]=1
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1

Remarque 6.5 Sile systéeme est trop grand (n > 3 ou 4), ces formules n’ont pas d’intérét
pratique (elles sont d’un grand intérét théorique cependant).

Lorsque le systeme n’est pas un systeme de Cramer.

- S’il y a plus d’équations indépendantes que d’inconnues (ie. le rang du systeme
est plus grand que le nombre d’inconnues), le systeme n’a pas de solution en général sauf
lorsque les termes de B satisfont des conditions de compatibilité données par les lignes
du systeme échelonné d’indices supérieurs au rang.
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- Si, au contraire, il y a plus d’inconnues n que le rang du systeme r, alors la
dimension de l'espace S des solutions du systéme homogéne (ie. le systéme de méme
matrice tel que B = 0) est dim S = n — r > 1. On choisit alors  inconnues principales,

ay; ... Qip
par exemple, x1,...,x, telles que le déterminant correspondant | : D | #0et
Ar1 ... Qpp
n —r inconnues comme parametres, par exemple x,.1, ..., z,. Les solutions sont alors les
solutions d’un systeme de Cramer du type
+arpxe+ -+ a,r, = Vi(x )
a11Ty 1,222 1,rLr 1\ Trg1ye 0y T,
() : : :
_ /
A1 @1+ AroZo + -+ Qrpxy = U (Trg1,...,7)

6.8 Application au calcul de ’inverse d’une matrice

Définition 6.5 Pour une matrice carrée A, on appelle comatrice de A et on note Com(A)
la matrice de ses cofacteurs ie. le terme de la ligne © et de la colonne j de cette matrice
est (—1)"IM;; avec les notations de la définition[6.4)

Proposition 6.9 Si A est une matrice (carrée) inversible, alors

1 I
A7 = —— Com(A).

Idée de preuve : il suffit d’effectuer le calcul du produit A x* Com(A); on s’apercoit que
le terme de la ligne i et colonne j de ce produit est nul si ¢ # j et égal a det A sinon.

- ad—bc —C a

Exemple 6.6 Si A = <CCL Z), alors A=! = L (d _b>.

Remarque 6.6 Cette méthode de calcul n’est pas pratique lorsque n > 3.

43



	Espaces vectoriels sur R
	Généralités
	Sous-espaces vectoriels

	Familles de vecteurs génératrices, libres; bases
	Parties génératrices
	Familles liées, familles libres
	Bases
	Dimension; théorème de la base incomplète
	Dimension d'un sous-espace vectoriel
	Rang d'une famille de vecteurs, forme échelonnée

	Sous-espaces vectoriels de Rn; équations linéaires
	Sous-espace de R2
	Sous-espaces de R3
	Equations linéaires
	Résolution des systèmes linéaires
	Equations d'un sous-espace défini par une famille génératrice

	Applications linéaires
	Définition et premières propriétés
	Noyau - Image. Surjectivité, injectivité
	Théorème du rang
	Applications : formes linéaires, homothéties, projections, symétries

	Matrices
	Définitions
	Représentations vectorielles
	Représentation d'une application linéaire
	Opérations élémentaires sur les matrices
	Rang d'une matrice
	Matrice d'un système d'équations linéaires
	Matrices inversibles
	Matrices équivalentes
	Transposition - Trace

	Déterminants
	Définition
	Calculs pratiques en dimension 2 ou 3
	Développement suivant une ligne ou une colonne
	Déterminants et opérations sur les matrices
	Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
	Déterminant d'un endomorphisme
	Application aux systèmes linéaires
	Application au calcul de l'inverse d'une matrice


