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Prolégomenes

1) Théoreme de Pitman

Soit {b:, t > 0} un brownien réel standard
Un théoreme de Pitman (1975) :

{b: — 2infs<; bs,t > 0} est un processus de Bessel de dimension 3



Prolégomenes

Pf

Figure — Transformation de Pitman Pf(t) = f(t) — 2infs<, f(s)



Prolégomenes

Semi-groupe :
ge(x,y) = h(x pt(x y), x,y€RL,t>0, h(x)=x,

pe(x,y) = pe(x,y) — pe(x, —y) = pe(x,y) + det(so) pe(x, s0(y))

R,, domaine fondamental pour {sy, 53 = I} = (so).



Prolégomenes

2) Brownien dans [0, 1]
Semi-groupe :
sin 7 2
Gt (x.y) = mre'™ Ppl(x,y),  x,y €(0,1),t >0,

sin T

ptI(X7.y) = ZkEZ(Pt(X,y + 2k) - pf(X> -y + 2k))

[0, 1], domaine fondamental pour (sy, s1)



| - Introduction

Le début de I'histoire...



Il - Bessel 3 et SU(2)

1) Quelques diagrammes commutatifs

Mesure unif. sur
une sphere

Brownien sur R? Conditionnement / norme (¢ > 0)

L . i norme
projection sur june direction

Doob
Brow r R Brownien sur Ry

~_

Pitman

Figure — Bessel 3



Il - Bessel 3 et SU(2)

SU(2) = {M € My(C) : MM* = I, det(M) = I}

su(2) = {M € My(C) : M+ M* = 0,tr(M) = 0},

=Rx® Ry &Rz

(5 )0 %)



Il - Bessel 3 et SU(2)

Ad(g)M = gMg™!, g € SU(2), M € su(2)

(M|N) = LTe(MN*), M, N € su(2)

ivat+ b2+ c? 0
M:"X“’y*“”( 0 —MW)’



Il - Bessel 3 et SU(2)

Ad(g)M = gMg™!, g € SU(2), M € su(2)

(M|N) = LTe(MN*), M, N € su(2)

ivat+ b2+ c? 0
M:"X“’y*“”( 0 —MW)’

Partie radiale :

\/a2+b2+C226{<g 70”) r>0} =R,z



Il - Bessel 3 et SU(2)

Mesure unif. sur
une Ad-orbite

Brownien sur su(2) Conditionnement / partie radiale (¢ > 0)

partie radiale

projection sur Rz

Doob

Pitman

Figure — Bessel 3 et SU(2)

Remarque : E(e®/%)| rad(B;) = \) = =Y



Il - Bessel 3 et SU(2)

2) Représentations complexes de su(2) et Bessel 3 discret

5l(C) = su(2) @ isu(2) = Ce ® Cf ® Ch



Il - Bessel 3 et SU(2)

Représentations irréductibles :

AeN, V, = VeCt{Vo, e V>\},

pa(h)vi = (A = 2i)v;,
pra(e)vi=(A—i+1)v_q,
pa(f)vi = (i +1)vip

I'G{O,...,A}, v_1 = vay1 = 0.

Poids et plus haut poids P =7, et P* =N



Il - Bessel 3 et SU(2)

Caractere
o A+1_—(A+1) .
ch(VA)(p) = Xito P = B2 — = si(p), A EN

p—p~

Marche aléatoire
z .. +1
w(z) = L=, ze {A—2i,i€{0,...,A}}, m(£l)= pi?

sap)’

1, loi des accroissements d'une marche aléatoire (X,)n>0 a valeurs dans Z.



Il - Bessel 3 et SU(2)

Produit de caractéres, A € N, p > 0,

sx(p)si(p) = sx-1(p) + sat1(p),  s-1(p) =0

_ sx—1(p) sx+1(p)
1= S@am 1 e

Chaine de Markov (Y}),>o0 de noyau de transition

sz(p)
QN B) = smam lir-s=1, ABEN

= %1‘)\,B|:1, pour p =1.



Il - Bessel 3 et SU(2)

Quand n — oo

{\%X[,,t], t > 0} — Brownien réel

{\%Y[nt], t >0} — Bessel 3



Il - Le cas affine

1) Algebre affine A
E(EIQ(C)) = L(sz(C)) & Cc, 2(5[2((:))* — £(sb(C))* & Cho.

L(s(C)) = {f:0 € S* — f(0) € sL(C)}.



Il - Le cas affine

2) La base du diagramme
Une sous algebre de Cartan H = Cc @ Ch, H* = CAo & CF
P={nho +x%, n,x € Z}

Pr={nho+xF,0<x<n}NP



Il - Le cas affine

A
. . .
. . .
. . .
041/2 ° ° °
o i}
. . . .
. . . .

Figure — Poids et plus hauts poids



Il - Le cas affine

Représentations irréductibles de plus haut poids Vi, A € P;.



Il - Le cas affine

Marches et chaines sur P et P, :

Une mesure de proba sur les poids de V), : loi des accroissements de
{X, : n> 0} a valeurs dans P

Une mesure de proba sur les plus hauts poids des composantes isotypiques
de Vi, ® V\ : noyau markovien de {Y, : n > 0} a valeurs dans P,

Remarques :
Xo=nNo+ ...
Yo=nNo+ ...

Renormalisation en 1/n.



Il - Le cas affine

Convergence des processus, n — o0,
{%X[,,t] it > 0} — {t/\o + thé1/2 it > O}
n—oo
{2V} : t >0} — {tho+arca/2:t >0}
n— oo

(t,ar) eC={(t,x) e R xR:0< x <t}



Il - Le cas affine

Figure — Base du diagramme



Il - Le cas affine

3) Le sommet du diagramme

Dans le cas de su(2) :

mesure de probabilité uniforme sur une orbite coadjointe

Loi de (.|x) conditionnellement a la partie radiale de x,

ol x est une gaussienne sur su(2).



Il - Le cas affine

Dans le cas de £(su(2)) ® Rc

mesure de probabilité sur une orbite coadjointe

Loi de fol(.|dxs) + Ao conditionnellement a sa partie radiale,

ol {xs : s > 0} est un brownien sur su(2).



Il - Le cas affine

Le sommet du diagramme :
1
{/ (|dxS) + tho : t > 0}
0
oll {x{,s > 0} est un drap brownien sur su(2), i.e. un processus gaussien tel que

Cov(xstll,xstj) = t1 A tp Cov(xs;, Xs, )5

S1, S, t, b > 0.



Il - Le cas affine

Mesure unif. sur
une Ad*-orbite

{tAo + f()l(|dLi)f >0} Conditionnement / partie radiale (¢ > 0)

partie radiale

projection sur H*

Doob
) + bt % 0} {tAo + a2 )}

~_




IV - Brownien dans [0, 1]

Vi>0,0<f(t)<t & Vt>0,0<tf(3)<1

{ta(1/t) : t > 0} < Brownien dans [0, 1]



V - Un théoréme de Pitman

1) Céne C dans I'espace-temps R, x R

Hy

/2

Ao S0 Ho

Figure — Cone C



V - Un théoréme de Pitman

2) Les transformations de Pitman

Pon(t) = (t, f(t) — 2infoce f(5)) Pun(t) = (¢, £(t) +2infoze(s — £(5))) |

0(t) = (L F(0).1 >0 P

H,

Hy

PoPin P1PoPin




V - Un théoréme de Pitman

3) Théoréme de représentation a la Pitman
B(t) = (t, b:),t >0

lim, Pn...PoB(t)? avec Poy1 = P1, Pak = Po,



V - Un théoréme de Pitman

Po... PoB(t) = B(t) + 237 (~1) Ai(t)

liMnsoo0 An(t) = 2.



V - Un théoréme de Pitman

Po... PoB(t) = B(t) + 237 o(—1) Ai(t)
liMn—s o0 An(t) = 2.

n— oo
Z,-n:o(*l)'- + %(71)'”rl converge. . .



V - Un théoréme de Pitman

Po... PoB(t) = B(t) + 23" (—1) Ai(t)
limn o0 An(t) = 2.

n— oo
Z,-n:o(*l)'- + %(71)'”rl converge. . .

B(t) + 237 o(—1)'Ai(t) + (1) Appa(t) — (t,2:)



V - Un théoréme de Pitman

Lon(t) = (¢, f(t) — infs<: £(s)),

Lin(t) = (¢, £(t) +infs<e(s — f(s)))

lim £,Po1...PoB(t) = lim L,Po1...P1B(t)

n— oo n—o00

(t7 at)



VI - Diagramme complet

Mesure unif. sur
une Ad*-orbite

{tAo + fnl(.\dzi),t >0} Conditionnement / partie radiale (t > 0)

projection shr H* partie radiale

Doob

~_ 7

Transformations de Pitman




Et maintenant ?

Théoreme de Pitman général

Diagramme esmmutatif affine nen esmmutatif

Fusien, medsle diserst; inversien dy terps et transfermatiens de Pitman



