UNIVERSITE PARIS DESCARTES — UFR MATH-INFO ANNEE 2011-2012
MASTER 1ERE ANNEE SPECIALITES MA ET IM ANALYSE DE FOURIER
page web du cours : http://www.mi.parisdescartes.fr/~moisan/fourier/

Exercices 27 a 35 (Transformée de Fourier IT)

Exercice 27 (transformée de Fourier des fractions rationnelles).

1. Montrer que si f € L' et f € L?, alors ]-"f = 27f, ou f est définie (presque partout)
par

Ve eR, f(a)= f(-a).
2. Rappeler la transformée de Fourier de la fonction z — e 1y ().
3. En déduire la transformée de Fourier des fonctions suivantes :

X —
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Exercice 28. On considere la fonction f: R — R définie par

1

1. Ecrire la décomposition de f en éléments simples (on pourra remarquer que
4 _ 2 2
*+4=24+axr +27)(2 — ax + z°)
pour un réel a & préciser).

2. En déduire l'expression explicite de f (utiliser les résultats de Iexercice 27).

Exercice 29 (fonction artangente). On considere 2 réels a et b tels que 0 < a < b, et on
définit la fonction f : R — R par

Vo € R, f(x) = arctan(bz) — arctan(ax).

1. Montrer que
Ve >0,  [f(2)| < (b-a)hy(a),

ou h, est la fonction définie par

vVt € R, hy(t) = arctan(tx).

2. En déduire que f € L?(R).



3. Montrer que pour toute fonction g € L?(R), on a, pour presque tout réel &,

F(g)(§) = lim g(x)e ¢ dx,

n—+400 Atp(n)

1 1
ou A, = [—n, —] U [, n} et ¢ est une injection croissante de N dans N.
n n

4. Montrer que f' € L'(R) et, & 'aide de la question précédente, que
1

A0, FNE = IO

5. En déduire que

VEAO F(DQ) =T (e - e,

6. A-t-on f € LY(R) ?

Exercice 30 (convolutions involutives).
1. Résoudre dans L!(R) 'équation f % f = f.

2. Montrer que si f et g sont éléments de L?(R), alors f x g est définie partout, et est
élément de L>=(R).

3. Montrer que si f et g sont éléments de L?(R), alors f-g € L' et
f-9=FfxFg
(indication: utiliser la densité de S dans L?).

4. Résoudre dans L?(R) I’équation f x f = f.

Exercice 31 (une transformée de Fourier “exotique”). On considere la fonction
f: R — R définie par

1/v/x si O<z <,
Ve ER, flz)= { O/W sinon.

1. Montrer que f € L'(R).
2. Montrer que f & L*(R).
3. Montrer que f & L*(R).
4. Montrer qu’il n’existe pas de fonction h continue sur R telle que f —h € L?(R).

5. En déduire que f ¢ LY(R) + L?(R), c’est-a-dire que l’on ne peut pas trouver deux
fonctions g1 et go avec g1 € L' et go € L? telles que f = g1 + g2 presque partout.



Exercice 32 (théoréme de I’échantillonnage). Soit f: R — R un élément de S (espace
de Schwartz réel) vérifiant

v£¢]_ﬂ-v7—r[7 f(§)=0

On note F' la fonction définie sur R, 27w-périodique, qui coincide avec f sur [—m, 7.

1. Montrer que
Ve eR,  F(z)=)Y_ f(z+ 2km),
keZ

et en déduire que F' est de classe C*° sur R.

E Cnelnx

le développement en série de Fourier de F'. Montrer que cette série converge vers F' et
préciser le type de convergence.

2. On note

3. Montrer que
1 T .
Vr € R, f@:/F@W%

2 J_ .

4. En déduire que
1 (" ,
Vr € R, f(z) = Z (27‘( /_7r Cn eiEtn)g df) .
5. Montrer que
Vn € Z, cn = f(—=n).

6. Déduire des deux questions précédentes que

Vz € R, f(z) = Z f(n)sinc (7r(37 — n)) ,

nez

ou sinc est le prolongement continu sur R de la fonction = — (sinx)/z.




Exercice 33 (image de L! par la transformation de Fourier). On note E l'image de
L'(R) par la transformation de Fourier, c’est-a-dire

:{f;f:R%C,feLl}.

. Montrer que § C E, ou S est I'espace de Schwartz.

En déduire que E est dense dans 08 (espace vectoriel des fonctions continues sur R de
limite nulle en —oo et +00, muni de la norme infinie).

Soit f une fonction impaire de L'(R). Montrer que

b f oo [T
Ya >0, Vb > 0, / f(f)dfz —2@/ £(t) (/t“i“c@ dt.
a 0 at

En déduire que X
e [
2 d = —im f(t)
I

Iintégrale de gauche étant considérée au sens de Riemann généralisé. On rappelle que

T ginw T
du = —.
0 u 2

On consideére la fonction g : R — R, impaire, nulle en 0, vérifiant

1

Montrer que g € CJ), puis que g € E.

Exercice 34 (convolution mixte). Dans cet exercice, on considere deux fonctions f et
g, avec f € LY(R) et g € L*(R).

—

[\)

. Montrer que f - F(g) € L*(R).

. Montrer que

Vz € R, |f*g(@)] < VIf1*g2(@) - V[ fllh

Indication: on pourra utiliser Uégalité |f(t)g(z —t)| = /|f(t)] - g(z — )2 - /| f(t)

En déduire que f * g est bien définie et
1S *gllz < [1£111 - llgll2-

En utilisant la densité de S, montrer que

F(fxg)=f-Flg).



Exercice 35. Dans cet exercice, on considere les fonctions gy et go définies sur R par

10.

Vr € R, g1(z) = e_w2/2, g2(x) = (:U2 -1) e~ /2,

. Rappeler 'expression de g;.

Calculer gf, puis en déduire l'expression de gs.
Trouver (sous une forme explicite) une fonction hy € L'(R) telle que hy x hy = g;.

Montrer que les seules fonctions f € L'(R) telles que fxf = gy sont f = hy et f = —hy
(h1 étant la fonction trouvée a la question précédente).

Trouver (sous une forme explicite) une fonction he € L'(R) telle que ha x ha = go.

Montrer qu’il existe une fonction hz € L?(R), distincte de ho et de —ha, telle que
hs € C’g et hg x hg = g2. On donnera l'expression de hs(x) sous forme d’une intégrale.

On considere, pour tout réel o > 0, la fonction

sin(ax)

Sa(z) =

T

(prolongée sur R tout entier par continuité), et I’on note, pour toute fonction f € L?(R),

fa=[f—2f*S,.
Calculer S,, et en déduire que f - S, € L*(R).

Montrer que si deux fonctions F, G € L?(R) vérifient -G € L?(R), alors FxG € L*(R)
et FxG=F-G (on pourra faire une preuve par densité, en précisant bien les résultats
du cours utilisés dans la démonstration).

Déduire de ce qui précede que f, € L?(R), puis 'expression explicite de la transformée
de Fourier de f, en fonction de celle de f.

En déduire que I'équation hxh = gy est vérifiée pour une infinité de fonctions h € L?(R).




