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Exercices 11 a 15 (projection sur un convexe)

Exercice 11. Soit C' un convexe fermé non vide de £ =R", et y € E.

a) Montrer que T = 7o (y) (projection de y sur C) vérifie
VeeC, <zx—z,0—y>=0. (1)
b) Montrer réciproquement que si un point Z de C' vérifie (1), alors nécessairement

T =mc(y).

Indication: introduire le point z = T + t(xz — &) pour t €]0,1].

Exercice 12. Soit C' un convexe fermé non vide de £ = R”, muni de sa structure
euclidienne usuelle.

a) Montrer que pour tous z et y de F,

0 < lly=me@I*~llz—mc(2)|*-2 < z—mc(x), y—2 > < |ly—z|*~[lmc(y)—mc (@)

b) En déduire que Papplication f : E — R définie par f(z) = ||z — mc(x)|* est

différentiable en tout point, et exprimer sa différentielle.

¢) Pour r > 0, on définit le r-dilaté de C' par C, = {z € E, f(z) < r*}. Montrer
que f est convexe, puis en déduire que pour tout r» > 0, C,. est convexe.

Exercice 13. On considere dans R3 1’ensemble
C = {(z1,29,73) € R® 22 + 23 < 1}.
a) Quel est la forme géométrique de C' 7 Montrer que C' est convexe.

b) Expliciter la projection sur C, i.e. Papplication mc qui a un vecteur y de R?
associe I'unique vecteur x de C' tel que ||y — z|| soit minimal.

c) Ecrire une fonction Scilab x=projection(y), qui prend en entrée un vecteur colonne
y de R3, et renvoie dans le vecteur x (de méme taille que y) la projection de y sur

C.



Exercice 14 (projection sur un triangle).

a)

Soit A = (ay,as) et B = (by,be) deux points distincts de R?. Décrire un al-
gorithme permettant de calculer la projection X d’un point Y = (y;,v,) de R?
sur la droite (AB), sous la forme X = (1 — A\)A + AB avec A € R. Ecrire la
fonction scilab lambda=projection_droite(y,a,b) correspondante (y,a,b étant trois
vecteurs-colonne de dimension 2).

Décrire un algorithme permettant de calculer la projection (notée map(Y)) d'un
point Y de R? sur le segment [AB] a partir de sa projection Z = (1 — A\)A + A\B
sur (AB). Ecrire la fonction scilab x=projection_segment(y,a,b) correspondante
(cette fonction pourra faire appel a la fonction projection_droite).

On consideére un troisitme point C' = (cy, ¢c2) de R?, distinct de A et B. Pour
tout point Y de R?, on note o45(Y) l'aire algébrique du triangle ABY', définie
par

1
0ap(Y) = 5 det(A Y, B~Y),

oll det est le déterminant usuel d'un couple de vecteurs de R%. Montrer que Y
est a l'intérieur du triangle ABC' si et seulement si les trois nombres ga5(Y),
opc(Y) et 0ca(Y) sont de méme signe (les fonctions opc et o4 étant définies
comme o). Ecrire une fonction scilab t=interieur_triangle(y,a,b,c) qui renvoie
un booléen t égal a vrai (%T) siy est intérieur au triangle abc, faux (%F) sinon.

Montrer que si X € R? est la projection d’'un point Y de R? sur le triangle (plein)
ABC, alors

X e {Y,W[AB](Y),W[BC](Y),W[AC]<Y)}.
En déduire un algorithme pour calculer X, puis écrire la fonction scilab cor-

respondante x=projection_triangle(y,a,b,c) (cette fonction pourra faire appel aux
fonctions projection_segment et interieur_triangle précédemment écrites).

Exercice 15. Soit A € M,,(R) symétrique définie positive. On définit

a)

b)

C={reR" 2Az < 1}.

Montrer que C' est convexe. Si A est une homothétie (i.e. A = AI), que représente
géométriquement 1’ensemble C' 7

Montrer que pour une base orthonormée (e;)1<;<n, convenable, il existe des coef-
ficients strictement positifs (a;)1<i<n tels que

Que représente géométriquement ’ensemble C' 7



c) Montrer que pour tout vecteur z = Z x;e; de R™\ C il existe un unique A € R

i=1
(noté par la suite A(z)) tel que
n 2
T4
N ——)
Z @ (1 + )\051)2

i=1

d) Montrer que la projection de = sur C' est définie par

n

o(x) = Z H)\—éx)aiei.

i=1

e) Ecrire en scilab une fonction lambda=Ilambda_proj(alpha,x), qui prend en entrée
deux vecteurs colonne alpha= (a;) et x= (z;) tels que > a;z? > 1, et renvoie dans
lambda une approximation du A(x) associé. Cette approximation sera calculée

par dichotomie, avec un nombre d’itération assurant une précision relative de
10710,

f) Ecrire en scilab une fonction x=projection(A,y) qui prend en entrée une matrice
A de taille n x n symétrique définie positive et un vecteur colonne y de taille n,

et renvoie dans x la projection de y sur C' (on pourra utiliser la fonction scilab
bdiag).




