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Résumé

La reconnaissance de formes planes partiellement masquées ne peut se faire que localement
en calculant des points caractéristiques (extremas de courbure, points d’inflexions,...), et ce cal-
cul requiert un procédé de lissage des formes. Si 'on veut effectuer cette reconnaissance modulo
toutes les déformations affines du plan, alors ce procédé est unique : c’est le scale space affine,
découvert en 1993, qui peut étre décrit par une équation d’évolution. Dans la premiere partie
de cette these, nous montrons comment résoudre cette équation numériquement avec précision,
en itérant un opérateur continu, géométrique, global et exactement calculable. Des propriétés
de consistance forte et de convergence sont établies et validées par de nombreuses expériences
numériques. Ce procédé offre des performances bien supérieures aux schémas classiques aux dif-
férences finies, qui ne peuvent vérifier rigoureusement I’'invariance affine et le principe d’inclusion.

Dans une deuxieme partie, nous étudions 'un des problemes fondamentaux de la robotique,
la reconstruction du relief a partir d’une séquence d’images. Il s’avere que lorsque le mouvement
de Dobservateur peut étre déterminé, il n’existe fondamentalement qu’une seule maniere de
filtrer la séquence d’images tout en préservant le relief sous-jacent. Ce filtrage, obtenu grace
a une démarche axiomatique, se formule par une équation aux dérivées partielles non linéaire
du second ordre, parabolique dégénérée, qui présente une singularité tres forte inhérente au
probleme de reconstruction. Nous établissons des résultats d’existence et d’unicité pour cette
équation, puis mettons en évidence certaines propriétés mathématiques qui se prétent facilement
a une interprétation physique. Enfin, nous décrivons un schéma numérique adapté, et réalisons
des expériences qui montrent que ce filtrage, par la cohérence qu’il induit, ramene le procédé de
reconstruction a un calcul élémentaire et fiable.

Abstract

The recognition of partially occluded planar shapes necessarily involves a local computation
of characteristic points (curvature extrema, inflexion points,...), and this computation requires
a shape smoothing process. If the recognition is considered up to all affine transformations of
the plane, then this process is unique : this is the affine scale space, discovered in 1993, which
can be described by an evolution equation. In the first part of this study, we show how this
equation can be solved numerically with a high accuracy, by iterating a continuous, geometric
and global operator which can be exactly computed. Full consistency and convergence results
are provided, as well as conclusive numerical experiments. This method goes beyond classical
finite differences schemes that never manage to satisfy rigorously the affine invariance and the
inclusion principle.

In a second part, we study a fundamental problem of robotics : the depth recovery from a
sequence of images. We prove that when the camera motion can be controlled, there fundamen-
tally exists only one way to process the image sequence and preserve the underlying depth in the
same time. This process, obtained from an axiomatic formulation, can be described by a non-
linear second-order degenerate parabolic partial differential equation, which presents a strong
singularity inherent to the depth recovery problem. We establish existence and uniqueness re-
sults for this equation, and we highlight several properties which can be easily interpreted from
a physical point of view. Last, we describe a numerical scheme, and show on experiments how
the filtering process, thanks to the coherence it induces, brings back the depth recovery to an
elementary and robust computation.
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Chapter 1

Introduction

Le traitement d’images a fait son apparition dans les années 1970, lorsque le développe-
ment des ordinateurs a rendu possibles les premiers calculs numériques sur des images digitales.
Pendant longtemps, il fut un domaine presque exclusivement réservé a des équipes d’ingénieurs
motivés par des applications immédiates ; ce n’est que depuis quelques années qu’il a fait 'objet
d’une étude mathématique plus rigoureuse, qui a permis de classifier bon nombre de techniques

antérieures, et d’en expliquer le succes ou I’échec.

1.1 Problemes et Enjeux du traitement d’images

Aujourd’hui encore, le traitement d’images (et de films) pose essentiellement trois grands pro-
blemes : celui de I’analyse (comment obtenir des informations concernant les “objets” présents
sur une image donnée 7), celui de la restauration (comment améliorer la qualité d’une image,
la rendre plus nette 7) et celui de la compression (comment coder une image sous la forme
la plus compacte possible 7). Nous ne parlerons pas ici de la synthese d’images, qui ne reléve
pas a proprement parler du traitement d’images, méme si elle lui est souvent complémentaire.
L’analyse d’images est un maillon essentiel de la robotique, puisqu’elle doit définir les mécanismes
de perception visuelle des robots. Elle a aussi beaucoup d’autres applications : reconnaissance
de formes, cartographie aérienne, controle de qualité sur une chaine de production, etc... La
restauration d’images, quant a elle, est un outil tres appréciable pour corriger des défauts qui
apparaissent lors de la production d’une image : flou de focalisation ou flou de bougé, présence
de “bruit”, etc... Enfin, la compression d’images est un domaine relativement nouveau, devenu
indispensable avec le développement massif des moyens de communication ; le débit de trans-
mission d’un canal (hertzien ou filaire) étant toujours limité par des contraintes physiques, la
compression apparalt comme un moyen simple d’augmenter le débit d’information. Malgré les
apparences, ces trois probléemes ne sont pas indépendants : par exemple, le débruitage (suppres-
sion d’artefacts créés lors de I’acquisition) est une forme de restauration quasiment indispensable

pour I'analyse. De méme, le processus de simplification induit par I’analyse d’une image est une

13



14 CHAPTER 1. INTRODUCTION

étape préliminaire a certains algorithmes de compression. Enfin, certains algorithmes de com-
pression avec perte d’information (cas de la norme JPEG par exemple) justifient une étape de
restauration visant a corriger les défauts induits par la boucle compression-décompression. Dans
toute cette étude, notre point de vue sera celui de I’analyse des images, méme si nous aurons

I’occasion d’illustrer quelques applications de ces procédés a la restauration.

1.2 Analyse des images : la notion de scale space

Quelles informations peut-on extraire d’une image donnée ¢ Cette question trés générale
est le point de départ de 'analyse d’images, qui précede souvent une phase d’interprétation.
Par exemple, le fait que deux objets se déplacent & des vitesses différentes dans une séquence
d’images est une information objective ; mais si on sait que ces deux objets sont en réalité
fixes et que leur mouvement apparent est di au déplacement de la caméra, on peut alors en
déduire que 'objet qui se déplace le plus vite est plus proche de la caméra que 'autre, et méme

quantifier la distance de chaque objet au plan focal de la caméra.

Historique. Dans les années 1970, Bela Julesz mit en évidence I’existence de mécanismes
réflexes dans la vision humaine. Il montra notamment que cette vision “bas niveau”, opérée dans
les premieres millisecondes du processus de vision, permet & I’homme de percevoir le relief et
de discriminer des textures. Ses conclusions amenerent les scientifiques a conjecturer I'existence
d’un modeéle mathématique simple de la vision préattentive. C’est ainsi que David Marr [53]
formula quelques années plus tard le concept de “raw primal sketch”, ou pyramide visuelle. Selon
lui, I"analyse visuelle résulte d’une représentation de I'image a des échelles différentes, allant
d’une description tres fine a I’échelle 0 vers une description de plus en plus globale et simplifiée a
mesure que ’échelle augmente. Ainsi, une image brute est en réalité “vue” comme une collection
d’images indexées par un parametre d’échelle correspondant au degré de simplification opéré par
rapport a I'image brute (échelle 0). Ce parametre d’échelle peut d’ailleurs étre identifié au temps
d’analyse dans le systeme visuel humain. Cette représentation multiéchelle d’une image, qui fait
donc intervenir une variable d’espace et une variable d’échelle, est appelée scale space [80] : son
adéquation a modéliser la vision humaine préattentive a été bien vérifiée depuis, tant d’un point
de vue psychophysique que biologique.

Le premier exemple de scale space, basé sur un filtrage linéaire, a rapidement montré ses
limites. En effet, alors que la structure des appareils d’acquisition d’images rend, par la présence
de filtres passe-bas, les théories linéaires bien adaptées a la compression (cf. la compression par
ondelettes : [56], [28]), voire a la restauration (pour le déflouage par exemple), en revanche
la nature “occlusive” des images a des échelles supérieures rend ces théories peu adaptées a

’analyse. En fait, le processus de formation d’une image naturelle! (un paysage, une scéne

1 N . . .. .. . . . e ,
c’est-a-dire issue d’un processus de vision, par opposition a une image scientifique utilisée pour représenter

des données abstraites.
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urbaine, ...) résulte d’un principe d’occlusion : lorsqu’un objet (non transparent) en cache un
autre, seul le premier est visible, et I’on n’observe pas une espece de superposition des images
des deux objets. Cette constatation condamne immédiatement la généralisation hative des
techniques linéaires employées en traitement du signal, pour ’analyse de la parole notamment,

ou il est clair que la nature méme des ondes sonores implique un principe de superposition.

Le principe morphologique. Une alternative aux scale spaces linéaires apparut lors du
développement de la Morphologie Mathématique ([70], [54]). Poussé a I'extréme, le principe
morphologique s’énonce de la maniéere suivante : “Dans une tmage, seul compte le fait qu’un
point est plus clair ou plus foncé qu’un autre ; la valeur absolue de l'intensité n'est pas une
information en soi.” Cette hypothese est d’ailleurs légitimée par 'exemple de la vision humaine :
on ne voit pas différemment a travers une vitre teintée ! Concretement, si ’on représente une
image par une fonction u : R? — R qui mesure en chaque point du plan I'intensité lumineuse
regue (le niveau de gris), ce principe dit que I’analyse de I'image u et d’une image de type g(u)
(avec ¢ : R — R monotone) doit étre la méme. De tels changements de contraste g, qui opérent
une redistribution des niveaux de gris, sont de toute facon présents dans la chaine d’acquisition.
En pratique, le principe morphologique implique que le scale space opere indépendamment sur
les lignes de niveau uw = cte : lanalyse d’images se ramene donc & une analyse purement

géométrique.

Une classification axiomatique. Peu a peu, de nouveaux modeles morphologiques sont
apparus, et c’est en 1993 qu’une démarche axiomatique rigoureuse (cf. [4]) a permis de classifier
completement les théories existantes. Dans cette approche, chaque scale space est caractérisé

en fonction de ses propriétés :

e Comment le scale space opere-t-il sur les niveaux de gris d’une image : est-il linéaire,

morphologique, ... 7

e Avec quel groupe de transformations du plan le scale space commute-t-il : translations,

rotations, symétries, affinités 7

D’autres propriétés, notamment le principe de comparaison (ou principe du maximum) qui
assure qu’un scale space est un processus de simplification, avaient déja été identifiées comme
des propriétés fondamentales. De cette classification axiomatique, qui permit de regrouper
au sein d’un méme formalisme de nombreuses théories existantes, a alors émergé un nouveau
modele, baptisé Affine Morphological Scale Space. Ce scale space morphologique possede le

- . , , . .
groupe d’invariance le plus gros (en I'occurence le groupe affine) que 'on puisse obtenir pour
simplifier des images. La démarche axiomatique a aussi été appliquée en dimension supérieure,

par exemple pour obtenir le premier scale space de films ([40]).
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1.3 Plan de ’exposé.

Cette these est divisée en deux parties indépendantes. La premiere est consacrée a la re-
connaissance de formes : nous élaborons et étudions un algorithme géométrique permettant de
calculer avec précision le scale space affine d’une courbe plane. Dans la deuxieme partie, nous
rappelons comment, a partir d’un film, il est possible — en théorie — de retrouver le relief des
objets apparaissant sur chaque image. Nous montrons ensuite comment le film doit étre analysé

pour qu’une telle opération soit effectivement réalisable.

La reconnaissance de formes. Le probleme de la reconnaissance de formes peut étre
posé comme suit : “Ftant donné une base de formes de référence, comment reconnaitre une
nouvelle forme (ou la rejeter si elle n'est pas référencée dans la base), sachant qu’elle peut avoir
été déformée et altérée 27 Dans ce qui suit, nous entendrons par forme une région du plan
délimitée par un nombre fini de courbes de Jordan. D’un point de vue pratique, I’approche mor-
phologique permet d’extraire naturellement des formes d’une image en considérant simplement

ses ensembles de niveau

(u) = {z e R, u(z) > A}

Grace a cette décomposition, il devient alors équivalent de traiter une forme (c’est-a-dire un
ensemble de courbes) et une image. Nous devons bien siir préciser sous quelles conditions nous
considérons deux formes comme semblables : par exemple, il semble naturel que la reconnais-
sance d’une forme ne dépende pas de sa position dans I'image. Mathématiquement, cela se
traduit par l'identification d’un groupe de transformations du plan (contenant les translations

d’apres ce que nous venons de voir) qui induira une classe d’équivalence sur les formes.

Lorsque la reconnaissance est globale, un processus de normalisation peut étre effectué : on
choisit un représentant canonique dans la classe d’équivalence de chaque forme connue, et la re-
connaissance se ramene alors & une comparaison entre deux représentants. Mais si [’on suppose
que des masquages partiels peuvent intervenir, c’est a dire que les formes & reconnaitre ne sont
pas nécessairement “entieres”, une telle normalisation devient impossible, a cause de la perte
d’information induite par le masquage. Il faut alors tenter une reconnaissance locale, générale-
ment basée sur un calcul de points caractéristiques (extremas de courbure, points d’inflexion, cf.
[26]). Ces points caractéristiques, définis localement, impliquent souvent ’estimation de dérivées
le long de la courbe, ce qui n’a en général pas de sens sur une courbe brute, dont le contour peut
avoit été rendu tres irrégulier par la présence de bruit dans "image originale. Ainsi, un lissage
préalable est nécessaire, et s’exprime naturellement sous la forme d’un scale space géométrique.
Pour qu’un scale space géométrique soit effectivement un procédé de simplification, il faut qu’il
satisfasse ce que l'on appelle le principe d’inclusion locale (cf. figure 1.1) : “Si une forme est
localement contenue dans une autre, alors cette inclusion doit persister localement pour une

échelle d’analyse suffisamment petite.” Ce principe est fondamental : il garantit notamment la



1.3. PLAN DE L’EXPOSE. 17

stabilité des algorithmes qui le vérifient. Formulé en termes d’images, il est alors équivalent au

principe du maximum.

Ok

D
N 4
-

Al

échelle O échellet

Bl |

Figure 1.1: Hlustration du principe d’inclusion locale.

Une analyse multiéchelle vérifie le principe d’inclusion locale lorsque la condition suivante est
vérifiée : “si une forme A est localement contenue dans une forme B (i.e AN D C BN D pour
un certain voisinage D), alors cette propriété reste vraie pour les formes analysées a une échelle
suffisamment petite”. Ce principe garantit qu’une telle analyse multiéchelle est un processus de
stmplification, et assure la stabilité des algorithmes qui le vérifient.

Moyennant une hypothese supplémentaire de régularité relevant plus d’un artifice mathé-
matique que d’une hypothese physique, on obtient alors un unique modele de scale space “max-
imal”, c’est & dire commutant avec le plus gros groupe possible de transformations du plan, en
I'occurence le groupe affine, engendré par les translations et les applications linéaires inversibles.
Ce scale space affine, que nous avons évoqué précedemment, fut découvert simultanément deux
équipes de chercheurs : L.Alvarez, F.Guichard, P.-L.Lions et J.-M.Morel [4] en termes d’analyse
d’images, et par G.Sapiro et A.Tannenbaum dans sa version géométrique. Pour ’analyse de
courbes, c’est cette derniére formulation qui est la plus adaptée : une courbe initiale s — C(s,0)

évolue selon 1’équation

%—f(s,t) = (s, )3 N(s,1), (1.1)
ou ¥(s,t) et N(s,t) représentent respectivement la courbure et la normale au point C(s,t) a
la courbe s — C(s,t). La variable ¢ représente le parametre d’échelle que nous avons évoqué
précédemment. Ainsi, la reconnaissance locale et affine-invariante de formes peut étre effectuée
de la maniere suivante : on calcule le scale space affine a différentes échelles de la forme a
reconnaltre, puis on calcule des points caractéristiques sur la courbe obtenue a partir d’invariants
affines locaux (la courbure affine par exemple) ou semi-locaux (cf. [26]). Enfin, on compare ces

points caractéristiques avec ceux des formes de référence, ceci d’'une maniere affine invariante.

D’un point de vue numérique, la difficulté majeure qui intervient dans ce procédé est le calcul
du scale space affine de la forme initiale. En effet, il n’existait jusqu’a présent qu’une maniere

raisonnable de calculer le scale space affine d’une forme, la méthode étant due a S.Osher et



18 CHAPTER 1. INTRODUCTION

J.A.Sethian. L’idée était de considérer I'image “fonction-distance” associée & la forme S C R? :

(2,0) = —dist(z,05) si z€ S,
st = +dist(z,09) si z ¢S,

et de lui appliquer un schéma aux différences finies pour calculer son scale space morphologique
affine (u(+,¢))¢s0. Grace au principe morphologique, I'analyse de la forme S & I’échelle ¢ était
alors donnée par {z € R?, u(z,t) <0}.

Pourquoi le seul schéma “raisonnable” de scale space affine semblait-il nécessiter une for-
mulation en termes d’images 7 Simplement parce qu’un schéma géométrique aux différences
finies basé sur une évolution de points est condamné a €chouer : un tel schéma ne peut pas
vérifier le principle d’inclusion, pourtant crucial pour assurer la stabilité de l'algorithme et sa
consistance avec le scale space affine. En termes d’évolution d’images, le principe correspondant
au principe d’inclusion (principe de comparaison, ou principe du maximum) est beaucoup plus
facile a garantir numériquement, ce qui explique I'intérét de la méthode d’Osher-Sethian. En
revanche, I'invariance affine devient quelque peu illusoire, ne serait-ce qu’a cause de la grille fixe
sur laquelle se placent les pixels de I'image. De plus, outre une certaine lourdeur, ce procédé est

limité dans la précision de ses résultats a cause du pas de la grille sous-jacente.

Dans la premiere partie de cette these, nous proposons une alternative géométrique a la
méthode d’Osher-Sethian pour calculer numériquement le scale space affine d’une courbe. Le
schéma que nous décrivons est basé sur 'itération d’un opérateur géométrique et non-local
(cf. figure 1.2), qui vérifie le principe d’inclusion et I'invariance affine, et qui peut étre calculé
facilement pour des courbes polygonales. L’algorithme obtenu est rapide, stable et tres précis,

comme l’illustrent les nombreuses expériences que nous effectuons.

Figure 1.2: “Erosion affine” d’une courbe convexe.

Représentée en pointillés, [’érosion affine de paramétre o de la courbe convexe C est obtenue en
éliminant de Uintérieur de C toutes les régions d’aire o délimitées par un arc de courbe et une
corde de C. Cela revient en général a considérer 'enveloppe (ou encore les milieux) de telles
cordes. En itérant un tel opérateur, on obtient alors une approximation fine et numériquement
stable du scale space affine de C.
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La détermination du relief. Comme nous ’avons évoqué auparavant, I'un des enjeux
majeurs de la robotique est de résoudre le probleme de la perception. Lorsqu’un robot se
déplace dans un environnement connu ou inconnu, il lui est nécessaire de pouvoir se repérer,
voire d’établir une carte tridimensionnelle du monde qui I’entoure. Ce genre d’opération est
effectué en permanence par le systeme visuel humain, qui utilise conjointement differents types
d’informations. Par exemple, la quantité de lumiere réfléchie en chaque point d’une surface
donne en général une information sur la direction de la normale & cette surface : c’est le shape
from shading. L’utilisation de la stéréovision, basée sur ’analyse des petites différences entre les
images recues par chaque oeil, permet aussi de déterminer le relief. Mais méme lorsque I'on ferme
un oeil, notre systeme visuel reconstruit sans probleme le relief observé pour peu que ’on se
déplace un peu : le mouvement apparent des objets nous renseigne sur leur distance effective, les
objets les plus pres étant animés d’un mouvement apparent plus rapide, alors que les objets tres
éloignés restent quasiment fixes. D’autres informations, relevant de connaissances a priori, sont
aussi couramment utilisées par le systéeme visuel humain : connaissant la taille approximative
d’une voiture, nous pouvons facilement déduire de sa taille apparente la distance a laquelle elle
se trouve. Ce type de perception du relief est cependant beaucoup plus complexe, et ne résulte

pas d’un processus de vision préattentive, contrairement a la stéréovision par exemple.

Les premiers essais de reconstruction automatique du relief furent basés en toute logique sur
le procédé de stéréovision. A partir de deux images obtenues grace a deux caméras légerement
décalées, il semblait possible de reconstruire entierement le relief de la scene observée. Bien
que correcte d’un point de vue théorique, cette méthode se heurta assez rapidement a deux
problemes majeurs. Le premier, structurel, fut mis en évidence par un calcul simple montrant
I'impossibilité d’obtenir a la fois un algorithme robuste (la comparaison des deux images est
d’autant plus facile que les deux caméras sont proches) et une bonne estimation du relief (cet
estimation est d’autant plus précise que les deux caméras sont éloignées). Le deuxieme probleme
majeur survint a cause des techniques développées pour comparer les deux images : généralement
basée sur 'extraction de contours rectilignes fortement contrastés, la comparaison n’est vraiment
efficace que pour des sceénes artificielles (batiments, routes, machines, ...), et ses performances
chutent completement dans le cas de scenes naturelles ou des textures apparaissent plutot que

des arétes vives (champs, herbe, feuillage, ...).

Ainsi, il était naturel de se tourner vers un procédé plus robuste, le shape from motion.
L’idée est de considérer non plus deux images mais une séquence de plusieurs dizaines d’images,
et d’analyser le déplacement apparent des objets entre chaque couple d’images successives, sous
I’hypothese que les objets sont en réalité fixes et que leur mouvement apparent n’est du qu’au
déplacement de la caméra. Une telle approche est en quelque sorte une généralisation du principe
de stéréovision, et l'on devine que la redondance de l'information disponible (théoriquement,
chaque couple d’images de la séquence produit une interprétation du relief d’apres le principe

de stéréovision) doit permettre de vaincre les problemes de robustesse et de précision inhérents
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au procédé de stéréovision. Si une telle approche semble en effet beaucoup plus fiable, de
nouveaux problemes apparaissent néanmoins. Dans I’approche continue généralement adoptée
pour représenter la séquence d’images obtenue, la reconstruction du relief implique le calcul d’un
rapport de dérivées, qui s’avere étre tres instable a cause de l'irrégularité spatiale des images et
de leur trop rapide évolution temporelle tout au long de la séquence. D’autre part, la redondance
de I'information contenue dans la séquence ne peut étre pleinement exploitée que par une analyse

globale de la séquence, et non par le calcul de dérivées a un instant donné.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous montrons comment, sous I'hypothese que le
mouvement de la caméra est donné, le probleme de ’analyse du relief peut étre résolu a I’aide
d’un filtrage adéquat de la séquence d’images, qui permet d’induire une cohérence temporelle
globale entre toutes les images de la séquence, ramenant ainsi ’analyse globale du relief & un
calcul local. Ce processus de filtrage — un scale space faisant intervenir le temps, 'espace et
I’échelle — est méme unique, caractérisé par un ensemble de propriétés imposées par la géométrie
du probleme de la détermination du relief. Si le mouvement est donné par la variable spatiale
z, 'analyse d’un film u(z,y, 8,0) (0 représentant le temps et la derniére coordonnée ’échelle )

est décrit par I’équation d’évolution?

2
Up = Ugg — Q%Uex + (ﬁ) Uy - (1.2)
U U

xr xr

Cette équation aux dérivées partielles non linéaire du second ordre, parabolique dégénérée,
présente une singularité tres forte lorsque la dérivée u, s’annule, ce qui 'empéche de relever de
la théorie classique des solutions de viscosité (cf. [27]), seule théorie de solutions faibles a priori
adaptée a ce type d’équation. Néanmoins, nous établissons des résultats d’existence et d’unicité
pour (1.2), et mettons en évidence certaines de ses propriétés qui se prétent facilement a une
interprétation physique. En particulier, il apparalt que ce scale space est vraiment compatible
avec la reconstruction du relief, puisqu’il préserve tout film idéal, c’est-a-dire possédant déja
une interprétation cohérente en termes de relief observé et de mouvement de la caméra. Nous
décrivons ensuite un schéma numérique pour résoudre (1.2), basé sur l'itération d’opérateurs
morphologiques de type inf-sup. Enfin, par quelques expériences, nous confirmons numérique-
ment les effets de cet équation : I’établissement d’une cohérence globale entre toutes les images

du film qui ramene le calcul du relief & un processus simple et fiable.

2Selon la convention habituelle, les indices désignent des dérivées partielles.
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