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Feuille de TD n°® 3 :
Limite - Continuité

Exercice 1

1) Déterminer le domaine de définition naturel des fonctions définies par les formules suivantes

flx) = nggz, g(x) = Va2 — 2z — 5z, h(zx) =1n(4x + 3)

2) Pour chacune des fonctions suivantes, décrire le domaine D de définition naturel, puis détailler les
décompositions et opérations algébriques en jeu pour affirmer la continuité de la fonction sur D.

a) f(z) =+va3 —3;b) g(x) = ln{(x -1)? (a:—|—2)4}; ¢) h(z) =In (Va2 +1-2).
Exercice 2 Déterminer les limites suivantes quand elles existent.
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Exercice 3
1) a - En utilisant la définition de la dérivée en 0 de la fonction f(y) = In(1 + y), montrer que

lim In(1+y)
y—0 Yy

=1

b - En déduire lim,_, 4 (1 + %)"K
2) a - Déterminer la limite suivante lim,_,¢

sin o

b - En déduire lim,_,q (L) e—sing

sin x

sinx
P

Exercice 4 Déterminer les limites suivantes quand elles existent.
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a)

fr R - Z
x = |z
On rappelle que pour tout réel x, la partie entiere de x est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

Exercice 5 Soit f la fonction partie entiere :

1) Tracer la courbe de f. En quels points est-elle continue? Parmi ses points de discontinuité, en quels points
est-elle continue & gauche? continue a droite?

R — R

2) Etudier la continuité de la fonction
) — 2+ @ |a))?

Exercice 6 On rappelle que tout réel est limite d’une suite de rationnels, c¢’est-a-dire que pour tout x € R, il
existe une suite (x,) d’éléments de Q telle que lim,,_, 4 x, = x. Soient f et g deux fonctions continues sur R.
1) Montrer que si f est nulle sur Q, alors f est identiquement nulle.
2) Si f et g sont égales sur R, que peut-on dire de f et g?

Exercice 7 Montrer que la somme de deux fonctions croissantes est croissante.

Exercice 8 Soit P(z) = 23 — 222 + 2.



1) Calculer P(—1) et P(1). En déduire que P posséde au moins une racine dans [—1,1].
2) P possede-t-il une racine dans [0, 1]?

Exercice 9  Soit f : [a,b] — [a,b] une application continue. Montrer que f admet au moins un point fixe.
(indication : regarder 'application g définie sur [a,b] par g(z) = f(x) — x).

: R — R
f + sinz une fonction.
r o= B
1) Etudier la continuité de f sur son intervalle de définition.

Exercice 10 Soit

2) Prolonger f par continuité sur R;.

Exercice 11
1) Etudier les limites suivantes:
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2) Etudier les limites suivantes en fonction des valeurs du parametre A € R.
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1) Etudier la continuité de f sur son intervalle de définition.

Exercice 12 Soit une fonction.

2) f peut-elle étre prolongée par continuité en 07
Exercice 13  Vrai ou faux?

1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. Si f(a) = 0, il existe ¢ € [a, b] tel que f soit croissante
sur [a, cl.

2) Une fonction continue et croissante sur un segment est injective.

3) Soit f : R — R continue telle que lim, , o f(z) = limy 1o f(2) = 400, alors f atteint sa borne
inférieure sur R.

4) Soit f: R — R continue et bornée, alors f(R) est un segment.

5) Soit f[a,b] — R continue, alors f est bornée.

Exercice 14  Soit f:[0,5] — [0, 5] telle que |f(x) — f(y)| < |* — y| pour tout z,y € [0,5], © # y.
1) Montrer que f est continue sur [0, 5].
2) Montrer que I’équation f(z) = « admet une unique solution sur [0, 5].

Exercice 15 Montrer que les équations suivantes ont au moins une racine dans l'intervalle I:
Da"—22+1=0, I=[-2, 0]
2) Vad+6x+1—-3z=2, I=R.
3) tanz = 3z, I=]%, I
On pourra donner une valeur approchée de I'une de ces racines en utilisant la méthode de dichotomie (&
laide d’une méthode de calcul de son choix).
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Exercice 16  On considere la fonction f(z) = sin ; sur |0, +oo|, et les suites u, = 5— et v, = T
x)?

définies sur N*. Calculer les limites de wy,, vy, f(un) et f(v,). Que peut-on dire de lim,_,o+ f(



