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1 n
f(x)=—— et P,,(x):1+x+x2+...+X”:ZXp
1-x =
1 1_Xn+1 Xn+1
f(x) = P,(x) = - _
()= PalX) = 7 = =

Au voisinage de 0, si x =0, 1 (par exemple) :

f(0,1) — Pg(0, 1 (10_17<10
(0,1) =Pe(0, 1) = =3
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Les coefficients de P,(x) :

fx) = (1=-x)" f0) = 1

fix) = (1-x)2 Ffoy = 1

'(x) = 21-x)"° /0y = 2

f7(x) = 2x31-x)"" ”0) = 2x3
fY(x) = 2x3x 4(1 x) - fY(0) = 2x3x4
%) = 2x- (1 x)"D Mgy =
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Les coefficients de P,(x) :

1

f) = (1-x)° f0) = 1
Fix) = (1-x7" 7o) - 1
f//(X) = 2(1—X)_3 f”(o) _ 2
F7x) = 2x31-x7" "0) = 2x3
P00 = 2x3x4(1-x7 0 = 2x3x4
f(”)(x) — 2x. (1 X) —(n+1) f(n)(o) _ n
f’ f’ £ iv (n)
P =10+ (IO)X+ 2(IO)X2Jr 3(|0) 3+f4(|0)x4+”.+f n(IO)x"
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un intervalle / de R et a el.
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Définitions : Soit n un entier. Soit f une fonction définie sur
un intervalle / de R et a el.

On suppose que f est (n — 1)-fois dérivable sur | et que f(”)(a)
existe.
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Développements limités Le polynéme de Taylor

Définitions : Soit n un entier. Soit f une fonction définie sur
un intervalle / de R et a el.

On suppose que f est (n — 1)-fois dérivable sur | et que f(”)(a)
existe.

On appelle polynéme de Taylor d’ordre n en a de f, le
polynéme :

/ ’7 (n)
Pn(x):f(a)+¥(x—a)+ fz(f)(x—a)2+---+ ' n(!a)

(x—a)"
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Développements limités Le polynéme de Taylor

Définitions : Soit n un entier. Soit f une fonction définie sur
un intervalle / de R et a el.

On suppose que f est (n — 1)-fois dérivable sur | et que f(”)(a)
existe.

On appelle polynéme de Taylor d’ordre n en a de f, le
polynéme :
f'(a) MOV @

Pn(x):f(a)+T(x—a)+ o (x=—a)" +---+ Y (x —a)

On appelle reste de Taylor d’ordre n de f en a, la fonction R,,,
définie par:
Rn(X) = f(X) = Pn(x)
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Définition 1 : Soit a € R, on appelle voisinage de a un
intervalle ouvert qui contient a.

H PARIS DESCARTES



Développements limités Voisinages

Définition 1 : Soit a € R, on appelle voisinage de a un
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Définition 1 : Soit a € R, on appelle voisinage de a un
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On note : V, un voisinage de a.
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Définition 1 : Soit a € R, on appelle voisinage de a un
intervalle ouvert qui contient a.

On note : V, un voisinage de a.

Définition 2 : On appelle voisinage pointé de a, un voisinage
de a privé du point a.

On note V. un voisinage pointé de a.
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Développements limités Voisinages

Définition 1 : Soit a € R, on appelle voisinage de a un
intervalle ouvert qui contient a.

On note : V, un voisinage de a.

Définition 2 : On appelle voisinage pointé de a, un voisinage
de a privé du point a.

On note V. un voisinage pointé de a.
Ona:V, =V,\{a}.
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Développements limités Fonctions négligeables

Définition : Soit f et g deux fonctions définies sur un
voisinage pointé de a, a e R.

On dit que f est négligeable devant g si :

Ve>0, VxeV, : |f(x)| <&lg(x)]
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Définition : Soit f et g deux fonctions définies sur un
voisinage pointé de a, a e R.

On dit que f est négligeable devant g si :
Ve>0, VxeV, : |f(x)| <&lg(x)]

On note : f(x) =o(9)
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Développements limités Fonctions négligeables

Définition : Soit f et g deux fonctions définies sur un
voisinage pointé de a, a e R.

On dit que f est négligeable devant g si :
Ve>0, VxeV, : |f(x)| <&lg(x)]
On note : f(x) =o(9)

Si g ne s’annule pas sur Va* :
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Définition : Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un
voisinage pointé de a e R.
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Définition : Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un
voisinage pointé de a e R.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a,
s'il existe un polynéme P,,, de degré n, tel que le reste :

R, (x) = f(x) — P,(x) soit négligeable devant (x — a)".
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Définition : Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un
voisinage pointé de a e R.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a,
s'il existe un polynéme P,,, de degré n, tel que le reste :

R, (x) = f(x) — P,(x) soit négligeable devant (x — a)".

Rn(x) = f(x) = Pa(x) = o((x —a)")
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Définition : Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un
voisinage pointé de a e R.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a,
s'il existe un polynéme P,,, de degré n, tel que le reste :

R, (x) = f(x) — P,(x) soit négligeable devant (x — a)".

Rn(x) = f(x) = Pa(x) = o((x —a)")

Remarque : Sion pose: x=a-+hetg(h)=f(a+h)

f(x) =Pp(x)+o((x=a)") & g(h)=Ff(a+h)="Py(@a+h)+o(h)’
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Définition : Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un
voisinage pointé de a € R.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a,
s'il existe un polynéme P,,, de degré n, tel que le reste :

R, (x) = f(x) — P,(x) soit négligeable devant (x — a)".

Rn(x) = f(x) = Pa(x) = o((x —a)")

Remarque : Sion pose: x=a-+hetg(h)=f(a+h)
f(x)=Pp(X)+o((x=a)") & g(h)=Ff(a+h)=Py(a+h)+e(h)’
L'étude des développements limités en 0 est suffisante

E PARIS DESCARTES



Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.
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Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.

Supposons : f(x) = Pn(x) + o(x") = Qp(X) + o(x")
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Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.

Supposons : f(x) = Pn(x) + o(x") = Qp(X) + o(x")
. Pn(X) - Qn(X)
Alors : lim ———— =

x—0 X

0
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Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.

Supposons : f(x) = Pn(x) + o(x") = Qp(X) + o(x")
. Pn(X) - Qn(X)
Alors : lim e ——
x—0 X

Ve>0,3a>0 |x|<a, |P,(x)—QuX)| = elx"|

0
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Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.

Supposons : f(x) = Pn(x) + o(x") = Qp(X) + o(x")
. Pn(X) - Qn(X)
Alors : lim e ——
x—0 X

Ve>0,3a>0 [x|<a, [Py(x)=Qu(X) <elX”] = P,(0)—0Qn(0)=0

0
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Développements limités Unicité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage
pointé de 0, admet un développement limité d'ordre n en 0,
ce développement est unique.

Supposons : f(x) = Pn(x) + o(x") = Qp(X) + o(x")
. Pn(X) - Qn(X)
Alors : lim ———— =

x—0 X

Ve>0,3a>0 [x|<a, [Py(x)=Qu(X) <elX”] = P,(0)—0Qn(0)=0

0

Par récurrence, tous les coefficients de P, — Q, sont nuls et P, = Q,,.
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Théoreme : Soit n un entier et V, un voisinage de 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur V dont la dérivée
n-ieme existe en 0.
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Fonctions n-fois dérivables

Théoreme : Soit n un entier et V, un voisinage de 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur V dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Le reste de Taylorde fen O :

F0)  f(0) , ) ,
X"
1! 2! n!

est négligeable devant x”

E PARIS DESCARTES
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Fonctions n-fois dérivables

Théoreme : Soit n un entier et V, un voisinage de 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur V dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Le reste de Taylorde fen O :
f(0) £’ (0
R.(x) (0) 0) » (0) n

11 21 Y x')

E PARIS DESCARTES
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Par récurrence :
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Rappel
f(xo +h) —f(xo)
Pour h € R, on pose : ath) = - h = —F'(xo)
a0) = 0

f(xg+h)="(xq)+ hf’(xo) + ha(h)

Donc : si f est dérivable en xg, il existe une fonction a,
continue en 0, telle que :
f(xo+h) = f(xo)+hf (xo)+ha(h)

Et : lima(h) = O
h—0
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Par récurrence :

1. Pourn=1:

Paris Descartes

f) - f(0) -
m

x—0

Fonctions n-fois dérivables

xf’(0)

X

2012 — 2013
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Par récurrence :

1. Pourn=1:
f(x) — f(0) — xf'(0)
m

x—0 X

Soit :

H PARIS DESCARTES



Développements limités Fonctions n-fois dérivables

2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
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2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
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2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
Si f vérifie les hypotheses a I'ordre n
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2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
Si f vérifie les hypotheses a I'ordre n

(Soit n un entier et Vy un voisinage de 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur V, dont la dérivée
n-iéme existe en 0.)
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2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
Si f vérifie les hypotheses a I'ordre n

Alors f’ vérifie les hypotbéses alordren—1etle
polyndéme de Taylor de f* est la dérivée du polyndme de

Taylor de f :
’ ’ (n) 7, (n=1) _
(f(0)+ f{?)X+ fz(!O)Xz feee g f m(O)X”) (0)+ ( ) X+ (f) ( )X Feeet (f ()n—l)!(O)Xn 1
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2. Supposons que le résultat est vrai a I'ordre n — 1 (H.R.)
Si f vérifie les hypotheses a I'ordre n

Alors f’ vérifie les hypotbéses alordren—1etle
polyndéme de Taylor de f* est la dérivée du polyndme de

Taylor de f :
’ ’ (n) 7, (n=1) _
(f(0)+ f{?)X+ fz(!O)X2+"'+ f m(O)X”) (0)+ ( ) X+ (f) ( )X Feeet (f()n—l)!(O)Xn 1
H.R.:
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4 4

. Rp(x) n(X)
3.lim—==0 & Ve>0,30>0, |x|<a=|—=]|<¢
x—=0 y1-1 n—1
X X
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R/ (x R’ (x
3. lim n ):0 & Ve>0,3a>0, |x|<a=| n )\_s
X—0 Xn—l Xn—l
Soit x €]0, a], le T.A.F. sur [0, x] appliqué a R,(x) :
R, (x
Ac €]0, x| n(%) —R/(C)
X
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4 4

Rnh(x Rnh(x
3. lim ”(_1):0 & Ve>0,3a>0, |x|<a=| n(_l)\_s
x=0 x"
Soit x €]0, a], le TA.F. sur [0, x] appliqué a R,(x) :
Rn(x
Ac €]0, x| nl ):R;,(c)
X
Rn(X), _ (Rn(9), _ Rn(C), _
Pl 1 < <
X
ﬁ PARIS DESCARTES
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R (X)

n-1

R (x)

3. lim | <€
X

x—0 X

=0 & Ve>0,30>0, |x|<a=|

Soit x €]0, a], le TA.F. sur [0, x] appliqué a R,(x) :

R,(x
dc €0, x| =R,(0)
X

Rn Rn
a5 se o R0 -0
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R (X)

n-1

R (x)

3. lim | <€
X

x—0 X

=0 & Ve>0,30>0, |x|<a=|

Soit x €]0, a], le TA.F. sur [0, x] appliqué a R,(x) :

R,(x
dc €0, x| =R,(0)
X

Rn Rn
a5 se o R0 -0

Le raisonnement est le méme si x € [-a, O].
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Fonctions n-fois dérivables

Théoreme : Soit n un entier et V, un voisinage de 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur V dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Le reste de Taylorde fen O :
f(0) £’ (0
R.(x) (0) 0) » (0) n

11 21 Y x')
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Corollaire : Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un
voisinage V de 0.
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Développements limités Fonctions ¢

Corollaire : Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un
voisinage V de 0.

Pour tout n €N, f admet un développement limité d'ordre n
en 0.
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Développements limités Fonctions équivalentes

Définition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage
V, d’un point a.

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si, et
seulement si: f — g est négligeable devant g.
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Développements limités Fonctions équivalentes

Définition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage
V, d’un point a.

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si, et
seulement si: f — g est négligeable devant g.

Notation : f ~9
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Développements limités Fonctions équivalentes

Définition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage
V, d’un point a.

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si, et
seulement si: f — g est négligeable devant g.

Notation : ff;g
f~g & f-g=9(9)
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f

Proposition : Si la fonction — est définie dans un voisinage
g

pointé de a et si g ne s’annule pas sur V,, alors f»; g si, et

seulement si :

lim——=1
X=a g(x)
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Développements limités Fonctions équivalentes

Proposition : Soit f une fonction admettant un
développement limité d’ordre n au voisinage de 0 :

f(x) = apx” + é7p+1Xp+1 +--tapx” +o(x") aveca, #£0

Alors : f(x) ~ apx”
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

> f)=(1-x""
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

b FX)=(1=X) T =14x+X 4+ x"+0o(x")
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

vl

sy

/ 0
1

T = 1+x+x2+x3+x4+x5+0(x5)
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

> F)=(1=X) " =14 x+x +-+x"+o(x")
> F(x) = (1+x)°
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Développements limités des fonctions usuelles

b FX)=(1=X) T =14x+X 4+ x"+0o(x")

> () = (1+x)°

F(x)=a(l+x)""
f/

‘)= a(a—1)(1+x)"?

FM(x) = a(a = 1)+ (@=n+1)(1 +x)*

Paris Descartes

-n

2012 — 2013

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

b FX)=(1=X) T =14x+X 4+ x"+0o(x")

> () = (1+x)°
a(or 1) 2 a(a—=1)--(a—n+1)

=l+ox+ =5="X +--+ i X" +o(x")
F(x)=a(l+x)°" £(0)= a
7 (x) = a(a — 1)(1 +x)* 2 ’(0) = a(or — 1)

a-—-n

f(”)(x):a(a— 1)---(a—=n+1)(1+x)
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

> F)=(1=X) " =14 x+x +-+x"+o(x")
> F(x) = (1+x)°

—1+GX+O{(O{ 1) 2 a(a—=1)--(a—n+1)

X"t =

x" +o(x )
» f(x)=
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

b FX)=(1=X) " =14x+x+-+ X" +o(x)
> Fx) = (1+x)"

—1+GX+O{(O{ 1) 2 a(a—=1)--(a—n+1)

X"t =

x" +o(x )
> f(x):

/ X

fx)=e* = fMx)=¢e* = vn fP0)=1
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

b FX)=(1=X) T =14x+X 4+ x"+0o(x")

> Fx) = (1+x)"
a(or 1) 2 a(a—1)--(a—n+1)

=l4+ax+="F5=X +---+ - x" —|-o(x)
> f(x)=€" :1+x+ﬁ+---+%+o(x”)

/ X

fx)=e* = fMx)=¢e* = vn fP0)=1

H PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

o
sY
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

o
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

o
sY
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

o
sY

2
1+X+ %5
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

o
sY

2 3
l+Xx+35+3
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

sY

o

3 4

2
l+X+5+5+7
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

YA
exp(z)
1
0 T
X XX
1+x+ TR TR T e
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

exp(z)

sY

o

4

2 3 5
5
exp(X) =1+X+ 3+ 5 + 37 + 5 +o(x")
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

» f(x) =sinx
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

» f(x) =sinx

./ N . N

SIN X =C0SX SIh X=-—SIhX SIN X =—C0SX
. (4 .

sm( )x:smx
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

» f(x) =sinx

. ! .1 . N4
sin"x=cosx sin” x=-—sinx sin" x=—cosx
. (4 .

sin® x = sinx

La période de dérivation du sinus est donc 4
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

2n+1

» f(x)=sinx = x——+’é_+ o (=1)" 2n+1)|+0(x2n+1)

. ! .1 . N4
sin"x=cosx sin” x=-—sinx sin" x=—cosx
. (4 .

sin® x = sinx

La période de dérivation du sinus est donc 4

0 si n=4k

1 si n=4k+1

0 si n=4k+2
-1 si n=4k+3

sin(n)(O) =
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

AN

N

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

N N
D2

/
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

RN SN
N N

/
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

AN
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

Y
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

X
X-y—i—

Y

w
u1|><
— wn

|
| o
+
L9|><\,c>
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Développements limités

/

Développements limités des fonctions usuelles

Y

X
I
|
I
|
©o|x
»—\‘X
=
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Développements limités

/

Développements limités des fonctions usuelles

X
) 30 0 K 11
SinX)=X—3+5 -+ -1 t°X ")
S5 bARis De<caTes
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

2n+1

»f( )—smx X——+’é—+...+( 1) 2n+1)|+°(X2n+1)

» f(x) =cosx
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

2n+1
» f(x)=sinx = x——+’é_+ o (=1)" 2n+1)|+0(x2n+1)
> f(x) = cosx

4 . 144 177 .
COS X=—SiNX COS X=—CO0SX COS X =sinx
4 .
cosWx=—sinx .-
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

2n+1
» f(x)=sinx = x——+’é_+ o (=1)" 2n+1)|+0(x2n+1)
> f(x) = cosx

cos’' x=—sinx cos ' x=—cosx cos’ x=sinx
4 ,

cosx=—sinx .-

La période de dérivation du cosinus est donc 4
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

2n+1

3 5
> f(X):sinx:x—%+%+ (- 1) 2n+1)|+o(x2”+1)

2n

2 4
> f(x)=cosx=1=%+ 5+ +(=1)" Gy +o(x™")

cos’' x=—sinx cos ' x=—cosx cos’ x=sinx
4 ,

cos™ x = —sinx

La période de dérivation du cosinus est donc 4

1 si n=4k
M/ 0 si n=4k+1
cos™(0) = -1 si n=4k+2
0 si n=4k+3

ﬁ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

N AN /.
N

§
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

KY

N N
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles
YA

N N

KY
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Développements limités des fonctions usuelles

Développements limités

YA

%
\

N ya
N

=
I
N[>
+
'Elx.;;
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Développements limités des fonctions usuelles

Développements limités

YA

)
N
%
A\

=
|
N|><
—_ N
+
Elx.j;
|
o[>,
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Développements limités des fonctions usuelles

Développements limités
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

)
N
%

A\

2 4 6 8 10
1-% | X _X | X _X_
2! 41 6! 8! 10!
UNIVERSITE
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles

YA

SE
+
B[

cos(x)=1-—

o]
+
o]
|

-

=)
_l_

o
x
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les
developpements limités
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d'ordre nen 0 :

f(X) =Pp(x)+o(X")  g(x) = Qpn(x) +o(x")
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Développements limités

Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d'ordre nen 0 :

f(X) =Pp(x)+o(X")  g(x) = Qpn(x) +o(x")

Somme : f+ g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polyndme de Taylor est le somme de ceux de f et g.

E PARIS DESCARTES

Mathématiques et calcul 1



Développements limités Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d'ordre nen 0 :

n n
f(X)=Pp(x) +o(X")  g(X)=Qn(X)+o(x")
Somme : f+ g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polyndme de Taylor est le somme de ceux de f et g.

Produit : fg admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
égaux a n dans le produit P,Q,.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d'ordre nen 0 :

f(X) =Pp(x)+o(X")  g(x) = Qpn(x) +o(x")

Somme : f+ g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polyndme de Taylor est le somme de ceux de f et g.

Produit : fg admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
égaux a n dans le produit P,Q,.

Composition : si g(0) =0, fog admet un développement limité en 0, dont
le polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
égaux a n dans le polyndme composé P, 0 Q,,.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Somme :
. FX)=Pp(X)+9(X) = Qn(x) = f(X)=Ppr(x) = 9(X)—0Qn(X)
lim 5 = lim A +lim ———F——=0
X—0 X x—0 X x—0 X
ﬁ PARIS DESCARTES



Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Somme :
i f(X)=Pp(X)+9(x) = Qn(x) . f(X)=Pp(x) = g(x)—0Qnp(x)
im - = lim A +lim ———F——=0
x—0 X x—0 X x—0 X

Donc :

F(X) + G(X) = Py(X) + Qp(x) +o(x")
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.

> gbornée au voisinagede 0 3IM,Vxel>0 |p(x)|<M
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.

> gbornée au voisinagede 0 3IM,Vxel>0 |p(x)|<M

X
> ¢ négligeable devant x” en 0 lim ‘P(n) =0
X— X
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.

> gbornée au voisinagede 0 3IM,Vxel>0 |p(x)|<M

- n - Y(x)
> ¢ négligeable devantx en0 lim — =0
x—0 x
e
X7
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.

> gbornée au voisinagede 0 3IM,Vxel>0 |p(x)|<M

X
> ¢ négligeable devant x” en 0 lim ‘P(n) =0
X— X

> 1000U0)] < py 000

n
x| X"

E PARIS DESCARTES



Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :

Proposition : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et ¢ une
fonction négligeable devant x" en 0, la fonction produit : ¢ est négligeable
devant x" en 0.

> gbornée au voisinagede 0 3IM,Vxel>0 |p(x)|<M

X
> ¢ négligeable devant x” en 0 lim ‘P(n) =0
X— X

» 100000l < 0L, g 65 x s 0

n
x| X"
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

ﬁ PARIS DESCARTES



Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))

P,(x) + Qp(x) est borné au voisinage de 0 :
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))

Pn(X) + Qn(x) est borné au voisinage de 0:  (Pn(x) + Qp(x)) (o (x")) = o(x")

ﬁ PARIS DESCARTES



Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))
Pn(X) + Qn(x) est borné au voisinage de 0:  (Pn(x) + Qp(x)) (o (x")) = o(x")

d’(Pa(x)Qn(x)) =2n =  Pp(x)Qp(X) = Hn(x) + X" (@nsq + o+ +agx™™ ")
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))

Pn(X) + Qn(x) est borné au voisinage de 0:  (Pn(x) + Qp(x)) (o (x")) = o(x")

d’(Pa(x)Qn(x)) =2n =  Pp(x)Qp(X) = Hn(x) + X" (@nsq + o+ +agx™™ ")
lim X s ttang ™
x—0 Xn
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))

Pn(X) + Qn(x) est borné au voisinage de 0:  (Pn(x) + Qp(x)) (o (x")) = o(x")

d’(Pa(x)Qn(x)) =2n =  Pp(x)Qp(X) = Hn(x) + X" (@nsq + o+ +agx™™ ")

Xn“(an+1+"'+32n><2n_n_1) n+1 2n-n-1 n
- =0 = X "(ap1+-ctapx )=o(x")

lim
x—0 X
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(x)=Pp(x)+o(x")  g(x)=0Qpn(x)+0o(x")

F(x)g(x) = (Pp(x) +o(x")) (Qn(x) + o(x"))
=Pp(x)Qn(X) + (Pa(¥) +Qn(x)) (o (")) + (o (x")) (e (x"))

Pn(X) + Qn(x) est borné au voisinage de 0:  (Pn(x) + Qp(x)) (o (x")) = o(x")

& (Pa(x)0n(x)) =20 = P(x)Qn(X) = Hp(X) + X" (@p i1+ +apex™" ")
n+1 2n-n-1

“n?)x (an+1+");n+32nx ) _ 0 = Xn+1(a,~,+1 NI aanZn—n—l) = o(xn)

X—

Donc : N

f(X)g(X) = Hn(X) +o(x")
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d'ordre nen 0 :

f(X) =Pp(x)+o(X")  g(x) = Qpn(x) +o(x")

Somme : f+ g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polyndme de Taylor est le somme de ceux de f et g.

Produit : fg admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
égaux a n dans le produit P,Q,.

Composition : si g(0) =0, fog admet un développement limité en 0, dont
le polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
égaux a n dans le polyndme composé P, 0 Q,,.
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

» ch(x) = e
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

» ch(x) = ete™

N
w
>

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite

> ch(x) = £t~

n
X X X n
e :1+X+j+§+"'+ m-i—O(X)
2 3 n.n
- X X (-1) x n
e :1_X+i_§+'”+T+°(X)
S5 bARis De<caTes
Paris Descart 2012 — 2013
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

- 2 2n
€+e 2n
> ch(x) = S5 — =1+ Z7 + -+ + gy +ox7)
X X X x" n
e =1+ x + 5 + 3 + = + = to(x)
— 2 3 —1)"x"
e =1 - x + 5 - 5 + o 4 82X Lok
ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

X -X 2 2n 2
> Ch(X):%:l‘f‘%‘i‘"'ﬁ-(;n)!-|-o(X n)
> sh(x) = 52—
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

- 2 2n

e +e X X 2n

- ch() = 5 1 e o)
eX_e—X

> sh(x) = =—

X x2 x3 X" n

e =1+ x + 5 + 3 + = + = +o(x)

- 2 3 _1nn

e =1 - x + 5 - 5 + o 4 82X Lok

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - suite...

2n

x 2

e +e 2n
>Ch(X):T:1+%+”'+ﬁ+°(X )

e 3 2n+1 2n+1
» sh(x) =% 2e :X+%+“.+m+ (x )
X X2 e X" n
e =1+ x + 5 + 353 + - + X 4o(x")
- 2 3 _a\n N
e’ =1 - x + %5 - % + - 4 % o (x")

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Opération sur les développements limités - suite...

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur / et dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Soit P, le polynbme de Taylor de f en 0 et R,, son reste.
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Développements limités Opération sur les développements limités - suite...

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur / et dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Soit P, le polynbme de Taylor de f en 0 et R,, son reste.

Toute primitive de f admet un développement limité d’'ordre
n+1 en 0 dont le polynbme de Taylor est une primitive de
celui de f.
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Développements limités Opération sur les développements limités - suite...

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.

Soit f une fonction n — 1-fois dérivable sur / et dont la dérivée
n-ieme existe en 0.

Soit P, le polynbme de Taylor de f en 0 et R,, son reste.

Toute primitive de f admet un développement limité d’'ordre
n+1 en 0 dont le polynbme de Taylor est une primitive de
celui de f.

Admis sans démonstration.
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

> In(l-x)=—[ =

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

> In(l-x)=—[ =

L=x)""=1ax+x°+-+x"+0o(x")

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1

1 n+1
In(l-x)=-[15=-x-5 -5 - = Z5+0(x"")

L=x)""=1ax+x°+-+x"+0o(x")

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1

1 n+1
In(l-x)=-[15=-x-5 -5 - = Z5+0(x"")

> In(1+x) = [ 7%

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1 1
S In(1-x)= = [T = x =5 -5 - S o™
> In(1+x) = [ 7%
-1 2 n n
(1=X) "=14Xx+Xx" 44X +0o(x)
ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1
1 n+1
»IN(l-X)=—-[15="Xx-%5-%5—-- T e )
1
> |n(1 +X)_ Tix
1-x) ' =1lax+ x>+ +x"+o(x")
(Lrx) P =1=xt+x" 4+ (=1)"x" +o(x")
ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités

Paris Descartes

2012 — 2013

Développements limités des fonctions usuelles - fin

n+1
)

n+1 n+1
)

+o(x

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1
1 X X X n+1
>»IN(l-X)=— ] 55 =—X—-F -3~ — T He(x )
| 1 * X nx"? n+1
>INl+x)=[ T =x=5 + 5+t (-1 g Hex" )
> arctanx = [ 1; 5
X
ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1 1
»In(l-x)=-[s5=-x-5-%—-. - T o(x")
2 3 n+1 1
> IN(l+x)=[gr=x=5+%5++(-1)"5g +o(x"")
1
» arctanx =
arcta f1+x2
(LX) =loxt x4t (=1)"X" +o(x")
ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1 1
»In(l-x)=-[s5=-x-5-%—-. - T o(x")
| 1 * X nx"? n+1
>INl+x)=[ T =x=5 + 5+t (-1 g Hex" )
> arctanx = [ 1: 5
X

(LX) =loxt x4t (=1)"X" +o(x")

L+x) 7 =1 =X+ x oo (=1%o (x*")

H PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1 1
»|n(1—x):—f1—1X:—x—"7—% ----- T o(x")
n 1
s In(14x) = [ 1 =x X +X teet (1) o)
2+ 2 1
> arctanx = f 2_x——+ . vt (1) 5 +o(xTT)
(LX) =loxt x4t (=1)"X" +o(x")
L+x) 7 =1 =X+ x oo (=1%o (x*")
H PARIS DESCARTES



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

AP SO S S
> In(1+X)=f%(=X—X22+X;+...+(_1)”)r(7+1 +o(x n+1)
arctanx = [ Ty =x =54 e (21 g 400"
> arcsin = | 1 -
1-x
S5 Anis DescanTes



Développements limités Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1
X X X n+1
» In(1 X__flx__X_T_? ..... n+1+°(X )
2 3
1 X X nx"* n+1
>|n(1+x):fm:x_2+?+...+(_1) n+1+ (x )
X 2n+1 2n+1
> arctanx = f = _%+%+...+(_1)”)2<n+1+ o(x?" 1)
> arcsin = | 1 .
1-x
(1+0)% =1+ ax+ A&y L alazlyelaznil)en o0
ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités

Développements limités des fonctions usuelles - fin

2 3 n+1
_ _ X X X n+1
» In(1—-x _flx —X—% =T n+1+°(X )
2 3
1 X X nx"* n+1
> In(l+x) =[x =x=F+ 5+ o+ (-1 g o)
3 5 2n+1
n 2n+1
> arctanx = f o= X e (C1) " o)
> arcsin = [ 1 .
1-x
2 —1)er(0—
(1+x)%=1+ax+ (“ 1)X oeet 2O 1)n(!or M 4o (x")
1
-5 1x3 2 1x3x5 3 n1x3x--x(2n-=1) _n
(14X) 77 = 1= 53X+ 530X = gamgaq X+ + (= 1) sk +o(x)
ﬂ PARIS DESCARTES
2012 — 2013 Mathématiques et calcul 1



Développements limités

Développements limités des fonctions usuelles - fin

S R T
> In(1+x):f%(:x—x;+’§+...+(_1)n>r<7+1Jr o(x™1)
arctanx = [ Ly =x =55 4 (21 g o™
> arcsin = | v -
1-x
1+x)%=1+ax+ (“ l)x +"'+WX”+0(X”)
(L2078 =1 b g — 85 g (1) XD o)
:1-%X+%§2x2 DR 4o (—1) BRI o)
ﬂ PARIS DESCARTES
2012 — 2013 Mathématiques et calcul 1



Développements limités

Développements limités des fonctions usuelles - fin

»In(l—x):—fl—ix——x—x;_% ..... ji:_i_o(xn+1)
> In(l+x)= [ g5 =x- ’§+’§+---+(—1)”’,§n: +o(x™h
> arctanx = [ ?1)(2 =Xx— X—; + é oot (—1)”’2‘2:1 +o(x*"
> arcsin = [ ———
1-x
1+ =14 ax+ &N, 4 AE@DHaziL), N o ")
(1+X)_% =1-3x+ 2>}2X>§2!X2 - 2&53;33!)(3+"'+(_1)n%’(n+°(xn)
=1- 30+ 2967 - PR 4 (1) BEEEDL 1 o(x)
(=37 =10 1+ B+ P00 4+ DROI AT o)

Paris Descartes

2012 — 2013

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités

2 3 n+1
_ 1 X X X n+1
>Inl-x)=-[i5=-x-5 -5 - mr o)
2 3 n+1
1 X X nx n+1
> In(l+x) =[x =x=F+ 5+ o+ (-1 g o)
3 5 2n+1
o 1 X X nx 2n+1
> arctanx_f—HX2 =X= %+t (1) g e
> arcsin = [ ———
1_X3 2n+1
_ 1x 1x3x--x(2n-1) x°"* 2n+1
=X+35 + "+ “Zxaxoxanwma ToX )
_ 2 —1)ee(o—
(1+X)a:1+ax+or(ozr! l)X +._.+or(a l)n(!or n+1)Xn+°(Xn)
1
-5 1 1x3 2 1x3x5 3 n1x3x--x(2n=1)_n n
(14072 = 1= 30+ 558 — gzmem X+ + (-1 S5 G5mex o ()
1 1x3,2 1x3x5.3 Nn1x3x--x(2n=1) _n n
=13+ 27— 2R e (1) 2R 4 o(x)
2,-3 1.2, 1x3.4 , 1x3x5 6 1x3x--x(2n=1) _2n 2n
(1-x7) 2 =1+3x +ﬁx +2§4§6X et 2x4x--$x2n Jx +o(x)
E PARIS DESCARTES
Paris Descartes 2012 — 2013 Mathématiques et calcul 1

Développements limités des fonctions usuelles - fin




Développements limités Quelques exemples

Quelques exemples
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In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")
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In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

NI

1
(1+x)2 =1+ 35x

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

2

Nl
=

(1+x) 1+%x—§x

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

Nl
=

2 1.3

(1+x) 1+%x—§x + 15X

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(140" =14 ax+ H&D,Z L doel)@nil) )0y (")
1 3 4
(1+x)2:1+%x—%x + 15X —25—7x

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

3 2 3 4 4
(1+x)2:1+%x éx +116x —25—7x +o(x")

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(1-|-X) _]__|_ax_|_ (O{ 1)X2+...+wxn+o(x”)

n!

1 2 3 4 4
(1+x)2 = % —%x +1—16x —25—7x +0o(x")
1
5 1,
(1-x)?=1-5x

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

3
(14—x)2 1+%x—éx +16x —257x +o(X)

(1- x)2 zl—ix—%xz

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 —1)eer (0 —
(1-|-X) —1+ax+ (O{ 1)X +...+wxn+o(xn)
4 4
(14—x)2 1+%x—éx +i6 —25—7x +0o(x")
1.2 1 .3
(1- x)zzl—ix—gx - 16X

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

1 3 4
(1+x)2—1+%x—éx +16x —257x +o(X)

1.2 1.3 5 4
— 2 — — oY — = . —
1-x)2=1 x gX 76X 27x

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(or 1) 2 a(a—1)-(a—n+1) n

(1+x) =l4oax+=5—Xx +---+ i X +0(x")

1 3 4
(1+x)2—1+%x—éx +16x —257x +o(X)

(1—x)2 :1——x—%x2 - 1—16X3— 257X4+°(X )

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(1-|-X) _]__|_ax_|_ (O{ 1)X2+...+wxn+o(x”)

n!

1 3 4
(1+x)2—1+%x—éx +16x —257x +o(X)

(1—x)2 :1——x—%x2 - 1—16X3— 257X4+°(X )

1
(14x)7+(1-x)7 =2 - Ix% - 25—6x4+o(x4)

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

(1-|-X) —1+ax+ a(a— 1)x2+---+w{7+0(xn)
L 2 3 4
(1+x)2 = 1+%x—%x +1—16x —%x +0o(x")
1 2 3 4 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%X +o(x")
1 1
1 1 4
(1+x)2 +(1-x)2 :2—%x2—25—6x4+o(x )
1 1
IN((14x)7 +(1-x)2) =1n (2= 1x* = Sx* +o(x")

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

1 2 3 4
(1+x)2:1+%x—%x +1—16x —25—7X +o(x")
1 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%x +o(x")
L B 2 4
(14+x)? +(1-x)2 =2 7x —25—6x +o(x")
: 2 4
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In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

1 2 3 4
(1+x)2:1+%x—%x +1—16x —25—7X +o(x")
1 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%x +o(x")
L B 2 4
(14+x)? +(1-x)2 =2 7x —25—6x +o(x")
: 2 4

—In (21 - 3x° - 2%x4 +o(x"))

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

L 2 3 4
(1+x)2:1+%x—%x +1—16x —25—7X +o(x")
L 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%x +o(x")
L B 2 4
(14+x)? +(1-x)2 =2 7x —25—6x +o(x")
: 2 4 4

In((1+x) +(1—x)%) =In(2-7x" - 25—6x +o(x"))
=In(2(1- 1% - %x‘l + o(X4)))

—In(2)+In(1-3x% - %x4 +o(x™)
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In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u—-5+5 - +o(u")

L 2 3 4
(1+x)2:1+%x—%x +1—16x —25—7X +o(x")
L 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%x +o(x")
L B 2 4
(14+x)? +(1-x)2 =2 7x —25—6x +o(x")
: 2 4 4

In((1+x) +(1—x)%) =In(2-7x" - 25—6x +o(x"))
=In(2(1- 1% - %x‘l + o(X4)))

—In(2)+In(1-3x" - %x4 +o(x™)

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3 4 4
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

3 4
(1+x)2 1+%x—éx +16x —25—7x +o(X)

=

(1- x)zzl—ix—gxz—%x3—%x4+°(x)
1
5 2
(1+x)2+(1—x)2:2—1x —25—6x +o(x™h)

1

In((1 +x)7 4 (1 ~x)2)=In(2-3x* - 25—6x4 +o(x™))

=In(2(1- %xz - %x‘l + o(X4)))

—In(2)+In(1-3x% - %x4 +o(x™)

(5% =)
In(2) + (- ;x2—§x4)— Y
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In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3 4 4
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

3 4
(1+x)2 1+%x—éx +16x —25—7x +o(X)

=

(1- x)zzl—ix—gxz—%x3—%x4+°(x)
1
5 2
(1+x)2+(1—x)2:2—1x —25—6x +o(x™h)

1

In((1 +x)7 4 (1 ~x)2)=In(2-3x* - 25—6x4 +o(x™))

=In(2(1- %xz - %x‘l + o(X4)))

—In(2)+In(1-3x% - %x4 +o(x™)

(5% =)
In(2) + (- ;x2—§x4)— Y

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

ookl 4

In(1+u):u—7+?—7+0(u)

: 2 3 4 4
(1+x)2:1+%x—%x +116x 25—7x +o(x)

3 2 3 4 4
(1-x)2 = —%x—%x —%x —%x +o(x )

1 1 2 4
(1+x)2+(1-x)2 =2—3x —25—6x +o(x")

1 1
IN((14+x)2 +(1-x)2) =In(2-2x* = 3x* +o(x))
2 4 4
=In(2(1- gx —z%x +o(x")))

—In(2)+In (1-%x° %x“ +o(x™)
L2 5 4 (_éX2_2%X4)2
:In(2)+(—§x - 2—7x ) 5 +o(x)

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

1
3 1 1.2 1.3 5 4
(1+x)2 =1+ 35x— 35X + 35X - X +0o(x")
L 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%X +o(x")
1 1
(14X)? +(1-x)2 :2—%x2—25—6x +o(x™)

In((1+x)% +(1—x)%) =In(2- %xz— 25—6x +o(x™) )
4

In(2(1- 2x° - Z%X +o(x*))

—In(2)+In(1-3x% - %x4 +o(x™)
1.2\2
:In(2)+(—%x2—2% B E) o xt

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

1
3 1 1.2 1.3 5 4
(1+x)2 =1+ 35x— 35X + 35X - X +0o(x")
L 2 3 4
(1—x)2:1—%x—%x —%x —%X +o(x")
1 1
(14X)? +(1-x)2 :2—%x2—25—6x +o(x™)

In((1+x)% +(1—x)%) =In(2- %xz— 25—6x +o(x™) )
4

In(2(1- 2x° - Z%X +o(x*))

—In(2)+In(1-3x% - %x4 +o(x™)
1,2y

—In(2)+ (-3x* - 2 B Lo

=1In(2)+ (-ix° - %x“) L oix™h

ﬂ PARIS DESCARTES



In (vI+x+ v1—X) ordre 4 au voisinage de 0

2 3
INl+u)=u-5+5 - +o(u")

3 1, 12,13 5 4
(1+x)j:1+§x—§x + 15X - X +0o(x")

3 1 1.2 1.3 5 4
(1—x)j:1—§xl—§x — 16X — X +o(x")
(1+x)2 +(1—x)5:2—%x2—25—6x +o(x™)

1 1
IN((1+x)7 +(1-x)2) =1n (2= 2x" = 3x* 4 o(x")

ﬂ PARIS DESCARTES



Quelques exemples
v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0

)

3

N[

2 3
:1+%x—1x +1—16x +o(x

(1+x) 8

ﬂ PARIS DESCARTES



Quelques exemples

Développements limités

v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0
3 1, 1.2 3
(1+x)?2=1+35x—35X +16x +o(x7)
i 1
tanx= 8% = (x= % +o0)
2

ﬂ PARIS DESCARTES
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Quelques exemples
v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0

1
5 1 1.2 3

(1+x)?=1+5x- 83x +16x +o(x7)
sinx X 1

tanx:cosx_(x_g—i_o )) 2

1-% +o(x%)

(1—x)_1 = 1+x+x2+---+xn+o(xn)

ﬂ PARIS DESCARTES



Quelques exemples
v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0

1 2 3 3
(1+x)2:1+%x—%x +1—16x +o(x7)
tanx = Si”X—(X—X—3 o(x°)) —t——

~ cosx 6 ( )) 2 2

— (x— %3 + o(X3)) (1 + X; +°(X2))

(1—x)_1 = 1+x+x2+---+xn+o(xn)

ﬂ PARIS DESCARTES



Développements limités Quelques exemples

v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0
(1+x)%:1+1x éx2+16x +o(x 3)

tanx = SNX _ (X—X—3 of )—1
~ cosx 6 ) 1_i+ (x)

—(X—§+0(X ) (1+% +o(x%))

3
=x+5 =% +o(x)

ﬂ PARIS DESCARTES
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Développements limités Quelques exemples

v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0
(1+x)%:1+1x éx2+16x +o(x 3)

tanx = SNX _ (X—X—3 o( )—1
~ cosx 6 ) 1_i+ (x)

—(x—§+o(x N(1+% +3( )

3 3 3
=X+5 — % +o(X7) =X+ T +o(x7)
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Développements limités Quelques exemples

v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0

: 2 3
(1+x)2:1+1x éx +16x +o(x7)
1

. 3
Sinx X
tanx = coox = (X_ T tolx )) 1_i+ (x )

—(x—§+o(x N(1+% +3( )
=X+ 5 =5 o) =x+ 5 4 o(xX)

o)) (x+% +0(¢)

N[

2
(L+x)7tanx = (1+ 3x — §x° + 12X +
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v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0
(1+x)%:1+1x éx2+16x +o(x 3)

tanx = SNX _ (X—X—3 o( )—1
~ cosx 6 ) 1_i+ (x)

L ho()) (145 +0(x))
v 3

=(x-%
X X 3
=X+5 — % +o(X7) =X+ T +o(x7)

2 3 3 3 3
tanx = (1+2x— 3x" + 76x” +0(x7)) (X + % +o(x7))
x3)

3
X 1.2 1.3
=X+73 +5X —gX +of

N[

(1+x)
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Développements limités Quelques exemples

v/ 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de 0
(1+x)%:1+1x éx2+16x +o(x 3)

tanx = SNX _ (X—X—3 o( )—1
~ cosx 6 ) 1_i+ (x)

L ho()) (145 +0(x))
v 3

=(x-%
X X 3
=X+5 — % +o(X7) =X+ T +o(x7)

2 3 3 3 3
tanx = (1+2x— 3x" + 76x” +0(x7)) (X + % +o(x7))
x3)

3
X 1.2 1.3
=X+73 +5X —gX +of

2 3 3
=X+ 23X+ 22X +o(x7)

N[

(1+x)
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Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.
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(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.

1+x)"=@2+u)
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_ hebmsnaislmizs | Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.

1+x)"=@2+u)

(a 1) 2 a(a—1)-(a—n+1)

1+v)=1+av+ A R m V! +o(V")
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Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.

1+x)"=@+u)*=2%(1+4)"

(a 1) 2 a(a—1)-(a—n+1)

1+v)=1+av+ A R m V! +o(V")
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Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.

1+x)"=2+u)=2"(1+%)°
(1+%)a:1+a%+01(021!—1)(%)2+...+w(%)”+o(u”)

(a 1) 2 a(a—1)-(a—n+1)

1+v)?=1+av+ Vo4t m V! +o(v")
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Développements limités Quelques exemples

(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u
o o o [0
(1+x) a:(2+u) =2 (11+g)2 X X
(1+%) :1+a%+a(cx— )(%) +...+w(%)”

u est au voisinage de 0.

21 nl +o(u’)
u=x-1
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Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.
o o o a

ﬂ+X);42+W :2(ﬁ+%l 1 1 n n

(1+9) :1_,_0,%_,_“(02’!‘ )(%) +...+w(%) +o(u™

u=x-1
(1427 =27 (1ot + HG G o MR G o (x-1)7)
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Quelques exemples
(14 x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+u u est au voisinage de 0.
o o o a

ﬂ+X);42+W :2(ﬁ+%l 1 1 n n

(1+9) :1_,_0,%_,_“(02’!‘ )(%) +...+w(%) +o(u™

u=x-1
(407 =21 vast Ly MGG g SEEID G o(x 1))

n!

27(1+ $(x—1) + A5 (x = 1) 4 oo AT ()74 o(x— 1))
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¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = % u > 0 est au voisinage de 0.
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Développements limités Quelques exemples

2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = % u > 0 est au voisinage de 0.

2
x -1 1
——=uy/5 -1
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2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changementdevaﬁame:LJZ% u > 0 est au voisinage de 0.

2 2

x -1 1
~— =Uu ?—1:u >
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2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = l u > 0 est au voisinage de 0.

. -/ V17
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2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = l u > 0 est au voisinage de 0.

. -/ V17
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Développements limités Quelques exemples

2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = % u > 0 est au voisinage de 0.

/. 2
Vel S - 1=uy/ S = 1-u?
u u
1 2%_1 12 1.4 1 6 5 8
(1-u")?=1-35u"—35u —3gU —7u +o(u”)
i 2 3 4 4
(1—v)2:1—%v—%v —%v —Z%V +o(v)
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2
¥X =1 ordre 8 au voisinage de +co

Changement de variable : u = % u > 0 est au voisinage de 0.

2
Vx2— - 2
Vel /S -1l=uy/ S =vV1-u
u u
2,1 1.2 1.4 1.6 5 8 8
(1—U)2:1—§U —gU —1gU —7U +°(U)
2
x =1 1 1 1 5 1
—1-L - _ I _ 5 .,
X 2 el 10 2 T (xg)
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