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Fonction d’une variable réelle Définitions

Définitions
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Fonction d’une variable réelle

Une fonction réelle, de variable réelle est une application
d’une partie U de R a valeurs dans R.
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Fonction d’une variable réelle

Une fonction réelle, de variable réelle est une application
d’une partie U de R a valeurs dans R.

On écrira :
UCR, f: U — R
x — f(x)
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Fonction d’une variable réelle

Une fonction réelle, de variable réelle est une application
d’une partie U de R a valeurs dans R.

On écrira :

UcCR, f: U — R
x — f(x)

Remarque : U est souvent la plus grande partie de R ou f est
calculable (définie).
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Définitions
Exemples

X — f(x)=x
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Définitions
Exemples

x
T
l
=
X
I
x
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Définitions
Exemples

x
T
l
=
X
I
x

Dans cecas U=R".

On dit souvent « le domaine de définition de f » : Dy.
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Définitions
Exemples

x
T
l
=
X
I
x
N

Dans cecas U=R".

On dit souvent « le domaine de définition de f » : Dy.
U=R, f: U —> R
X — f(x)=4/x
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Fonctions et opérations
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Fonctions et opérations
Somme et produit des fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U c R. On définit :

» La somme :

f+g: U — R
x — (F+)(X) = f(x) +g()
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Fonctions et opérations
Somme et produit des fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U c R. On définit :

» La somme :

f+g: U —
x — (f+9)(x) =f(x)+9(x)
» Le produit :
fg: U — R
x — f.g(x)=F(x).9(x)
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Fonctions et opérations
h(x) =logx + sinx

Y
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Fonctions et opérations
h(x) =logx + sinx

Y
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Fonctions et opérations
h(x) =logx + sinx

Y
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Fonctions et opérations
h(x) =logx + sinx

Y

sinx + logx
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Fonction d’une variable réelle Fonctions et opérations

hio) = 22

SR

sinx
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Fonction d’une variable réelle Fonctions et opérations

hio) = 22
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Fonctions et ordre
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Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U C R.

On dit que f est inférieure a g sur U si :

VxeU f(x)<g(x)
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Fonction d’une variable réelle

Comparaison des fonctions

Fonctions et ordre

Soit f et g deux fonctions définies sur U C R.

On dit que f est inférieure a g sur U si :

VxeU f(x)<g(x)

Notation : f<g
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Fonction d’une variable réelle Fonctions et ordre
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Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U C R.
On dit que f est inférieure a g sur U si :

VxeU f(x)<g(x)

Notation : f<g

Remarque : Deux fonctions ne sont pas toujours comparables.
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Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

A

Cos ™
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Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

y‘ T+ cosx

ﬁ COsS T
-
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Fonction d’une variable réelle Propriétés particulieres

Propriétés particulieres
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Parité, imparité, périodicité

Soit U c R une partie telle que : Vxe U, —-xeUetfune
fonction définie sur U.

On dit que :
» festpairesi: VxeU, f(—x)=fF(x)
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Parité, imparité, périodicité

Soit U c R une partie telle que : Vxe U, —-xeUetfune
fonction définie sur U.

On dit que :
» festpairesi: VxeU, f(—x)=fF(x)

» festimpairesi:VxeU, f(—x)=—f(x)
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Parité, imparité, périodicité

Soit U c R une partie telle que : Vxe U, —-xeUetfune
fonction définie sur U.

On dit que :
» festpairesi: VxeU, f(—x)=fF(x)

» festimpairesi:VxeU, f(—x)=—f(x)

» f est T-périodique si: AT eR,VxeU: f(x+T)="f(x)
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Propriétés particuliéres
Fonction paire
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Propriétés particuliéres
Fonction impaire

Y

—Xp: 1O o z
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Fonction périodique

y“
0 xo 4T xo + 2T g
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Fonction d’une variable réelle Monotonie

Monotonie
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Monotonie
Fonctions croissantes et décroissantes

Soit f une fonction définiesurUcRetV cU, V #@.
On dit que :

» f est croissante sur V si:
Vx,yeV, x2y = f(x)=>f(y)
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Monotonie
Fonctions croissantes et décroissantes

Soit f une fonction définiesurUcRetV cU, V #@.
On dit que :
» f est croissante sur V si:
Vx,yeV, xzy = f(x)=f(y)

» f est décroissante sur V si:
Vx,yeV, x2y = f(x)<f(y)
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Monotonie
Fonctions croissantes et décroissantes

Soit f une fonction définiesurUcRetV cU, V #@.
On dit que :
» f est croissante sur V si:
Vx,yeV, xzy = f(x)=f(y)

» f est décroissante sur V si:
Vx,yeV, x2y = f(x)<f(y)

» f est strictement croissante sur V si :
Vx,yeV, x>y = f(x)>f(y)
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Monotonie
Fonctions croissantes et décroissantes

Soit f une fonction définiesurUcRetV cU, V #@.
On dit que :
» f est croissante sur V si:
Vx,yeV, xzy = f(x)=f(y)

» f est décroissante sur V si:
Vx,yeV, x2y = f(x)<f(y)

» f est strictement croissante sur V si :
Vx,yeV, x>y = f(x)>f(y)

» f est strictement décroissante sur V si :
Vx,yeV, x>y = f(x)<f(y)
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Monotonie et opérations

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies sur U.

» Si f et g sont croissantes sur U, la somme f + g est
croissante sur U
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Monotonie et opérations

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies sur U.

» Si f et g sont croissantes sur U, la somme f + g est
croissante sur U

» Si f et g sont croissantes sur U et si f et g sont positives
sur U, le produit f.g est croissant sur U
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Monotonie et opérations

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies sur U.

» Si f et g sont croissantes sur U, la somme f + g est
croissante sur U

» Si f et g sont croissantes sur U et si f et g sont positives
sur U, le produit f.g est croissant sur U

» Si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes les
deux décroissantes, si leur composée f o g existe, alors
f o g est croissante
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Monotonie et opérations

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies sur U.

» Si f et g sont croissantes sur U, la somme f + g est
croissante sur U

» Si f et g sont croissantes sur U et si f et g sont positives
sur U, le produit f.g est croissant sur U

» Si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes les
deux décroissantes, si leur composée f o g existe, alors
f o g est croissante

» Si une des deux fonctions, f ou g, est croissante et I'autre
décroissante et si leur composée existe, alors fo g est
décroissante
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Fonction d’une variable réelle Limites

Limites
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Limite en un point

Limites

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de /.
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Limites
Limite en un point

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de /.

On dit que f a pour limite £ en xq si :
Ve > 0, il existe un nombre a > 0 qui a la propriété suivante :

(xel, x#xpet|x—=xgl<a) = |[fx)—-L|<¢
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Limites
Limite en un point

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de /.

On dit que f a pour limite £ en xq si :
Ve > 0, il existe un nombre a > 0 qui a la propriété suivante :

(xel, x#xpet|x—=xgl<a) = |[fx)—-L|<¢

On note : |lim f(x)=1{
X—Xq
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Fonction d’une variable réelle Limites

»
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If
|
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Fonction d’une variable réelle Limites
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Fonction d’une variable réelle Limites

0 T — al Zo g+ o
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Fonction d’une variable réelle Limites
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Fonction d’une variable réelle

»
-

Limites

T

0 T — al fxo T2+ a
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Fonction d’une variable réelle Limites
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Fonction d’une variable réelle Limites
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Fonction d’une variable réelle Limites

A
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Fonction d’une variable réelle

»
-

™

It

N =

Ve>0,da>0:(x€l,

Limites

Paris Descartes

X4 Xg €t [x—Xol <a) = |f(x)—L| <€
0] xp — o To+ >’J«'
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Fonction d’une variable réelle Limites

Remarque : La fonction f n'a pas besoin d’'étre définie en x
pour avoir une limite en xg.
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Fonction d’une variable réelle Limites

Remarque : La fonction f n'a pas besoin d’'étre définie en x
pour avoir une limite en xg.

Par exemple, f peut étre définie sur un intervalle I =]xq, a| :
sinx

Vx € R, f)=—— limf(x)=1
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Fonction d’une variable réelle Limites

hio) = 22
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Limites
Limite finie quand x tend vers +oo

Soit /, I'un des intervalles : | — o, +0o[ ou [a, +o[ ou ]a, +0|.
Soitf: I— R et LeR

On dit que f a pour limite £ quand x tend vers +oo, si :
Ve > 0, il existe un nombre r > 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx>r) = |f(x)—{|<¢
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Limites
Limite finie quand x tend vers +oo

Soit /, I'un des intervalles : | — o, +0o[ ou [a, +o[ ou ]a, +0|.
Soitf: I— R et LeR

On dit que f a pour limite £ quand x tend vers +oo, si :
Ve > 0, il existe un nombre r > 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx>r) = |f(x)—{|<¢

Notation : lim f(x)=1{
X—+00
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Limites
Limite finie quand x tend vers +oo
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Limites
Limite finie quand x tend vers +oo

Y
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Limites
Limite finie quand x tend vers +oo
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Limites
Limite finie quand x tend vers —oo

Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou ] — o0, a[ ou | — o0, aJ.
Soitf: I— R et LeR

On dit que f a pour limite /£ quand x tend vers —oo, si :
Ve > 0, il existe un nombre r < 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx<r) = |f(x)—I<¢
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Limites
Limite finie quand x tend vers —oo

Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou ] — o0, a[ ou | — o0, aJ.
Soitf: I— R et LeR

On dit que f a pour limite /£ quand x tend vers —oo, si :
Ve > 0, il existe un nombre r < 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx<r) = |f(x)—I<¢

Notation : lim f(x)=1{

X——00
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Unicité de la limite

Proposition : Si une fonction f a une limite, cette limite est
unique.
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Unicité de la limite

Démonstration

Supposons que f ait 2 limites différentes, / et Z, en Xo
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Unicité de la limite

Démonstration

Limites

Supposons que f ait 2 limites différentes, / et Z, en Xo

7’

4 —
[l—2]>0 Onposec€= ”3’3 > 0.
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Unicité de la limite

Démonstration

Supposons que f ait 2 limites différentes, / et Z, en Xo

4

| —L”| >0 On pose €= -t
3

> 0.

=
~—~
x
p—
|
~
A
~
wl L

da>0, (x€l, |[x=Xxg|<a) =

=
—
X
N
I
[
~
IA
~
|
LY

w
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Unicité de la limite

Démonstration

Supposons que f ait 2 limites différentes, / et Z, en Xo

4

|1!—L”| >0 On pose €= "Z;“ > 0.

A
T

1f(x) =1
1f(x) = L]

w

dJa>0, (x€l, |x—=xgl<a) =

~

~
|

~

IA
w

Alors :

O<L—L'| < I—FO)|+IF(x) =4 < IEH 4 I 2t
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Limites infinies

La fonction tend vers +co0 quand x tend vers X

Limites

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur /.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de |.
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers +co0 quand x tend vers X

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur /.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de |.

On dit que f a pour limite +00 en x si :
VA > 0, il existe un nombre o > 0 qui a la propriété suivante :

(xel, x#xpet|x—=xg|l<a) = f(x)=A
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers +co0 quand x tend vers X

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur /.

Soit xo un nombre réel qui appartient a / ou qui est une
extrémité de |.

On dit que f a pour limite +00 en x si :
VA > 0, il existe un nombre o > 0 qui a la propriété suivante :

(xel, x#xpet|x—=xg|l<a) = f(x)=A
On note : |lim f(x) =400
X—Xq
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Limites infinies
La fonction tend vers +oo quand x tend vers +oo

Soit /, I'un des intervalles : | — o0, +00[ ou ]a, +oo[ ou ]a, +].
Soitf: I—R
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Limites infinies

La fonction tend vers +oo quand x tend vers +oo

Limites

Soit /, I'un des intervalles : | — o0, +00[ ou ]a, +oo[ ou ]a, +].
Soitf: I—R

On dit que f tend vers +o quand x tend vers +oo, si :

VA > 0, il existe un nombre r > 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx=r) = f(x)=A

ﬂ PARIS DESCARTES

Mathématiques et calcul 1



Limites infinies

La fonction tend vers +oo quand x tend vers +oo

Limites

Soit /, I'un des intervalles : | — o0, +00[ ou ]a, +oo[ ou ]a, +].
Soitf: I—R

On dit que f tend vers +o quand x tend vers +oo, si :

VA > 0, il existe un nombre r > 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx=r) = f(x)=A

Notation : lim f(x) = +oo
X—+00
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Limites infinies
La fonction tend vers +oo quand x tend vers —oo

Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou ] — o0, a[ ou | — o0, aJ.
Soitf: I—R
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers +oo quand x tend vers —oo
Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou ] — o0, a[ ou | — o0, aJ.
Soitf: [I—R

On dit que f tend vers +oo0 quand x tend vers —oo, si :

VA > 0, il existe un nombre r < 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx<r) = f(x)=A
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Limites infinies

La fonction tend vers +oo quand x tend vers —oo

Limites

Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou ] — o0, a[ ou | — o0, aJ.
Soitf: I—R

On dit que f tend vers +oo0 quand x tend vers —oo, si :

VA > 0, il existe un nombre r < 0 qui a la propriété suivante :

(xeletx<r) = f(x)=A

Notation : lim f(x) = +oo
X——00
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers —co ...

On dit que f tend vers —oo
1. quand x tend vers X

si : —f tend vers +o0

1. quand x tend vers X
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Limites infinies
La fonction tend vers —co ...

On dit que f tend vers —oo

2. quand x tend vers +oo

si : —f tend vers +o0

2. quand x tend vers +oo
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers —co ...

On dit que f tend vers —oo

3. quand x tend vers —oo

si : —f tend vers +o0

3. quand x tend vers —oo
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Limites
Limites infinies

La fonction tend vers —co ...

On dit que f tend vers —oo
1. quand x tend vers X

2. quand x tend vers +oo

3. quand x tend vers —oo
si: —f tend vers +o0
1. quand x tend vers X

2. quand x tend vers +oo

3. quand x tend vers —oo
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Limites et opérations
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/

> lim (F(x)+g(x)) =2+1

X—Xq
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/

> lim (F(x)+g(x)) =2+1

X—Xq

4

> lim (f(x).9(x)) = 1.1

X—Xp
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/

> lim (F(x)+g(x)) =2+1

X—Xq

4

> lim (f(x).9(x)) = 1.1

X—Xp

> lim AF(X) = AL

X—Xp
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/

> Jim (F)+9(x) =2+1
> lim (f(x).9(x)) =0.0’
> )(ILrQ Af(X)=AL
f
» Sif’ #£0, lim g _ L

Xog(x) 1
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions et £ et £’ deux nombres réels.

. . 4
On suppose : )(ILrQO f(x)=1 et Xll_)ryog(x) =/

> Jim (F)+9(x) =2+1
> lim (f(x).9(x)) =0.0’
> )(ILrQ Af(X)=AL
f
» Sif’ #£0, lim g _ L

Xog(x) 1

Proposition identique pour : XHTOO f(x)=1 et Xﬂrpoo f(x)=1
E PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.

On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xg
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.
On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xq
1

> lim — =0
X=Xo g(X)
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.

On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xg

1
> lim — =0
X=Xo g(X)

» Si f est minorée, I|m (f(x )+ 9(x ) +00
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.

On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xg

1
» lim ——=0
X=%o g(x)
» Si f est minorée, I|m (f(x )+ 9(x ) +00

» Si f est minorée par un nombre strictement positif,
lim (f(x).g(x)) = +o0
X—Xp
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.

On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xg

1
» lim ——=0
X=%o g(x)
» Si f est minorée, I|m (f(x )+ 9(x ) +00

» Si f est minorée par un nombre strictement positif,
lim (f(x).g(x)) = +o0
X—Xp

1
» Si lim f(x)=0etsiVx, f(x)>0: lim — =400

X=X X=X f(X)
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Fonction d’une variable réelle Limites et opérations

Soit f et g deux fonctions.

On suppose : lim g(x) = +oo
X—Xg

> lim — =0
X=Xo g(X)

Si f est minorée, I|m (f(x )+ 9(x ) 400

v

v

Si f est minorée par un nombre strictement positif,
lim (f(x).g(x)) = +o0
X—Xp

1
Si lim f(x)=0etsiVx, f(x)>0:Ilim — =+00

X=X X=X f(X)

v

v

Si lim f(x)=£>0: lim (f(x).g(x)) = +00

X—Xq X—Xq
ﬂ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Limites et ordre

Limites et ordre
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.

SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—Xo
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.
SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—X0
4 4
Supposons £ <0.0Onaalors: [< 5 <0 donc: - 5 > 0.

{
Pour € = —5 il existe a > 0 qui a la propriété suivante :

{
(x#Xxg et |x—=xg|l<a) = |f(x)—1{|§s:—E
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.

SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—Xo
{ {
Supposons £ <0.0Onaalors: [< 5 <0 donc: - 5 > 0.
Pour € = Y il existe a > 0 qui a la propriété suivante :
{
(x#£x et x=xol<a) = Ifx)-t<e=->

<0

{ { . 37
Alors : > <f(x)—L=< —3 c’est-a-dire : > <fx)<

N[~
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.

SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—Xo
{ {
Supposons £ <0.0Onaalors: [< 5 <0 donc: - 5 > 0.
Pour € = Y il existe a > 0 qui a la propriété suivante :
{
(x#£x et x=xol<a) = Ifx)-t<e=->

<0

{ { . 37
Alors : > <f(x)—L=< —3 c’est-a-dire : > <fx)<

N[~

Or f est positive...

ﬁ PARIS DESCARTES



Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.

SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—Xo

Théoreme applicable aussi, si Xlirpoo f(x) =1 ou si Xlirpoo f(x)=1
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Théoreme : Soit f une fonction et £ un nombre réel.

SiVx, f(x)>0etsi XlirQ f(x)=1{,alors:£>0
—Xo

Théoreme applicable aussi, si Xlirpoo f(x) =1 ou si Xlirpoo f(x)=1

Attention : méme si Vx, f(x) >0, £>0
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Corollaire : Soit f et g deux fonctions telles que : f < g.

T o . o 4 . 4
SI.Xll_Q’(]Of(X)—l et )(ILrQOg(x)_l alors : 1</
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Limites et ordre
Limite d’une fonction positive

Corollaire : Soit f et g deux fonctions telles que : f < g.

T o . o 4 . 4
SI.Xll_Q’(]Of(X)—l et )(ILrQOg(x)_l alors : 1</

Sif<g, g—f>0..
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« Théoreme des gendarmes »

Théoreme :Soit f, g et h trois fonctions et £ un nombre réel.
Sif<g<h etsi XIirQ f(x) :XIin)r(l h(x)=1 alors:
—X0 —Xo0

lim g(x) =1

X—Xq
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« Théoreme des gendarmes »

Théoreme :Soit f, g et h trois fonctions et £ un nombre réel.
Sif<g<h etsi limf(x)= lim h(x)={ alors:
X—Xq X—Xq
lim g(x) =1

X—Xq

Ve>0, da>0:

(X#Xg et |x=xp|<a) = ([fx)=L<e et |h(x)—L|<¢)
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« Théoreme des gendarmes »

Théoreme :Soit f, g et h trois fonctions et £ un nombre réel.
Sif<g<h etsi limf(x)= lim h(x)={ alors:
X—Xq X—Xq
Am gix) =1

Ve>0, da>0:

(X#Xg et |x=xp|<a) = ([fx)=L<e et |h(x)—L|<¢)

Sif<g<h: f(x)— £ < g(x)— L < h(x) —{
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« Théoreme des gendarmes »

Théoreme :Soit f, g et h trois fonctions et £ un nombre réel.
Sif<g<h etsi limf(x)= lim h(x)={ alors:
X—Xq X—Xq
Am gix) =1

Ve>0, da>0:

(X#Xg et |x=xp|<a) = ([fx)=L<e et |h(x)—L|<¢)

Sif<g<h: -—-e<f(x)—L<g(x)—-L<h(x)—-L<Z¢€
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« Théoreme des gendarmes »

Théoreme :Soit f, g et h trois fonctions et £ un nombre réel.
Sif<g<h etsi limf(x)= lim h(x)={ alors:
X—Xq X—Xq
Am gix) =1

Ve>0, da>0:

(X#Xg et |x=xp|<a) = ([fx)=L<e et |h(x)—L|<¢)

Sif<g<h: -—-e<f(x)—L<g(x)—-L<h(x)—-L<Z¢€

ﬁ PARIS DESCARTES



« Théoreme des gendarmes »

Corollaire : Sif <g etsi lim f(x)=+o0 alors:

|
X—Xq

lim g(x) =+

X—=Xq
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« Théoreme des gendarmes »

Corollaire : Soit f et g deux fonctions.

Si f est bornée et si lim g(x)=0 alors: lim f(x).g(x)=0
X—Xq X—Xq
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« Théoreme des gendarmes »

Corollaire : Soit f et g deux fonctions.

Si f est bornée et si XIirQ g(x)=0 alors: lim f(x).g(x)=0
—Xo

X—Xq

(Am: Ifl=mM) = (If(x).9(x) < M.Ig(x)I)

H PARIS DESCARTES
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

Limites a gauche et a
droite
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

Soit I =]a, b[ un intervalle, x, €/ et f une fonction définie sur la
réunion : ]a, xq[U]xq, bl

» Si pour x €]a, Xq|, XlirQ f(x)=1 on dit que f tend vers {
—X0

quand x tend vers x, a gauche.
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

Soit I =]a, b[ un intervalle, x, €/ et f une fonction définie sur la
réunion : ]a, xq[U]xq, bl

» Si pour x €]a, Xq|, XlirQ f(x)=1 on dit que f tend vers {
—X0

quand x tend vers x, a gauche.

» Si pour x €]xg, b|, Xlin)? f(x) =1 on dit que f tend vers /
—Xo
quand x tend vers x;, a droite.
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

Soit I =]a, b[ un intervalle, x, €/ et f une fonction définie sur la
réunion : ]a, xq[U]xq, bl

» Si pour x €]a, Xq|, XlirQ f(x)=1 on dit que f tend vers {
—X0

quand x tend vers x, a gauche.

» Si pour x €]xg, b|, Xlin)? f(x) =1 on dit que f tend vers /
—Xo
quand x tend vers x;, a droite.

Notation : lim f(x)=£ limite a gauche
X—Xq
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

Soit I =]a, b[ un intervalle, x, €/ et f une fonction définie sur la
réunion : ]a, xq[U]xq, bl

» Si pour x €]a, Xq|, )(ILrQO f(x)=1 on dit que f tend vers {
quand x tend vers x, a gauche.

» Si pour x €]xg, b|, )(Il—>n;(10 f(x) =1 on dit que f tend vers /
quand x tend vers x;, a droite.

Notation : lim f(x)=£ limite a gauche
X—Xq
lim f(x)=£ limite a droite

X—Xg
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%

ﬂ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%

I—1+e
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Fonction d’une variable réelle Limites a gauche et a droite

flo)==2\/1+%
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Fonction d’une variable réelle Formes indéterminées

Formes indéterminées
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :

> lim (f(x) —9(x)) si tlim f(x) = lim g(x) =00 (00— o)
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :

> lim (f(x) —9(x)) si tlim f(x) = lim g(x) =00 (00— o)

> lim (f(x).9(x)) si t lim f(x)=0, lim g(x) =00 (0.00)
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :
> )(ILrQO (f(x) —9(x)) si :XIi_g(\o f(x) :)(ILrQog(x) —+o00 (00— 00)
> x”l?o (f(x).9(x)) si: X|Lr90 f(x)=0, )(ILn)?Og(x) =400 (0.00)

o . 0
> |lim ——si: lim f(x)=0, limgXx)=0 (=)

X=Xo g(X) X—Xg X—Xo 0
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :

> lim (f(x) —9(x)) si tlim f(x) = lim g(x) =00 (00— o)

> lim (f(x).9(x)) si t lim f(x)=0, lim g(x) =00 (0.00)

> lim —— si: lim f(x)=0, lim g(x)=0 (9)

X=Xo g(X) X—Xg X—Xo 0

NG9 R , ©
> lim —— si: lim f(x) =00, lim g(x)=+00 (—)
X—Xgo g(x) X=X X—Xq 0
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :

>

>

Jim (f(x) —9(x)) si tlim f(x) = lim g(x) =00 (00— o)

lim (f(x).9(x)) si t lim f(x)=0, lim g(x) =00 (0.00)

X—Xg

fim 2% G lim F0 =0, lim g(x) =0 (2)

im — si: lim f(x)=0, li xX)=0 (-

X—Xg g(X) X—Xq X—Xg g9 0

lim %) G tim F(x) = 400, lim g(x) = 400 (=)

im — si: lim f(x) =+, i X) = -
X—Xgo g(x) X=X X—Xo g [ee}

lim (f(x))g(x) si: lim f(x)=1, lim g(x) =00 1)
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Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour :

>

>

Jim (f(x) —9(x)) si tlim f(x) = lim g(x) =00 (00— o)

lim (f(x).9(x)) si t lim f(x)=0, lim g(x) =00 (0.00)

X—Xg

fim 2% G lim F0 =0, lim g(x) =0 (2)

im — si: lim f(x)=0, li xX)=0 (-

X—Xg g(X) X—Xq X—Xg g9 0

lim %) G tim F(x) = 400, lim g(x) = 400 (=)

im — si: lim f(x) =+, i X) = -
X—Xgo g(x) X=X X—Xo g [ee}

lim (f(x))g(x) si: lim f(x)=1, lim g(x) =00 1)

0

)

lim (F(x))* si: lim f(x) = £oo, Jim g(x)=0 (e
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Formes indéterminées
Exercices

> lim (Vx—-x) et lim exp(vx—x)

X—+00 X—>—+400
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Formes indéterminées
Exercices

> lim (Vx—-x) et lim exp(vx—x)

X—+00 X—>—+400

> lim (2In(x+1) = In(x* + 1))

X—+400
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Formes indéterminées
Exercices

> lim (Vx—-x) et lim exp(vx—x)

X——+00 X—+400

> lim (2In(x+1) = In(x* + 1))

X—+00

1
li t li —
> XIT exp( ) e XLr(r)]_exp (X)

H PARIS DESCARTES



Formes indéterminées
Exercices

P lim, (VX=x) et lim exp (VX -x)
> Jim (2 In(x-+ 1) = InGC + 1))

> lim exp( ) et lim exp(;)

x—0" x—0"
1+e* o 14€"
» lim —— et lim ——
x—+oo ] _ ¥ X==©]1-—e
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Formes indéterminées
Exercices

v

lim (Vx—-x) et lim exp(vXx—x)

X— 400 X—-00
2
Jim (2 In(x+1) = In(x" +1))

lim exp( ) et lim exp(;)

x—0" x—0"
1+e* o 14€"
lim ——~ et lim ——
x—+oo ] _ ¥ X==©]1-—e
o In(x+1)
lim ————

Xx=+0 |nx

ﬁ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle

Continuité
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Définition
Fonction continue

Soit A une partie de R et f une fonction définie sur A.

» Sixg €A on dit que f est continue en x; si :

Jim £(x) = f(xo).
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Définition
Fonction continue

Soit A une partie de R et f une fonction définie sur A.

» Sixg €A on dit que f est continue en x; si :
lim f(x) = f(Xq).

X—Xp

» On dit que f est continue sur A si f est continue en tout
point de A.
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Définition
Fonction continue

Soit A une partie de R et f une fonction définie sur A.

» Sixg €A on dit que f est continue en x; si :
lim f(x) = f(Xq).

X—Xp

» On dit que f est continue sur A si f est continue en tout
point de A.

Ve > 0, il existe un nombre a > 0 ayant la propriété suivante :

(xeA et |x—xgl<a) = |f(x)—1F(xq)<¢
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Continuité et opérations
Continuité de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions continues surA et A eR

Supposons que f et g sont continues en x, € A (sur A), alors :

» La fonction f + g est continue en x; (sur A)
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Continuité et opérations
Continuité de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions continues surA et A eR

Supposons que f et g sont continues en x, € A (sur A), alors :

» La fonction f + g est continue en x; (sur A)

» La fonction f.g est continue en x (sur A)
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Continuité et opérations
Continuité de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions continues surA et A eR

Supposons que f et g sont continues en x, € A (sur A), alors :

» La fonction f + g est continue en x; (sur A)
» La fonction f.g est continue en xg (sur A)

» La fonction A.f est continue en x (sur A)
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Continuité et opérations
Continuité de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions continues surA et A eR

Supposons que f et g sont continues en x, € A (sur A), alors :

» La fonction f + g est continue en x; (sur A)
» La fonction f.g est continue en xg (sur A)

» La fonction A.f est continue en x (sur A)

f
» Sig(xg) #0, la fonction — est continue en xy (sur A)
g

E PARIS DESCARTES



Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

Théoreme : Soitf:A— R et g:B——R
On suppose que f(A) C B et que X””Q fix)=L€B
—Xo

Si g est continue en £, alors:  lim gof(x)=g(/)

|
X—Xq
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Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

g est continueen { :
Ve>0, Ja>0: (yeBetly—-{|<a) = lgly)—g()|<¢
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Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

f a pour limite £ en xg :

a=>0

AB>0: (X€AX#XoIX—X%X|<B) = |f(X)—-L|=Za
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Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

Ve>0, Ja>0: (yeBet|ly—-{|<a) = |gly)—-9g()|<¢
AB>0: (X€AX#XyIX—X%x|<B) = |f(X)—-L=Za
Ve>0, >0

(X €A X #£Xo IX=Xo| =B) = |g(f(x))—9(f)l <¢
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Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

Corollaire 1 : La composée de deux fonctions continues est
continue.
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Continuité et composition
. Ll yé
Continuité degof

Corollaire 1 : La composée de deux fonctions continues est
continue.

Corollaire 2 : Soit f: | — R une fonction et u,, une suite
définie par récurrence par :

up, et upiy="F(uy)
1. Siu, est convergente vers L el
2. Si f est continue

Alors L vérifie : f(L) =L
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Prolongement par continuité
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur ]a, b[ et £ un nombre réel.

Supposons que J(m f(x)=1
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Prolongement par continuité
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur ]a, b[ et £ un nombre réel.
Supposons que J(m f(x)=1
On définit la fonction g sur [a, b[ par :

g(x):{ f(x) sixe€la,b]

{ six=a
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Prolongement par continuité
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur ]a, b[ et £ un nombre réel.
Supposons que )I(l_rg f(x)=1
On définit la fonction g sur [a, b[ par :

f(x) sixe€la,b|
g(x):{ I six=a
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Prolongement par continuité
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur ]a, b[ et £ un nombre réel.
Supposons que )I(l_rg f(x)=1
On définit la fonction g sur [a, b[ par :

f(x) sixe€la,b|
g(x):{ I six=a

)I(l_rgg(x) = )I(l_rg f(x)=£=g9g(a) g estcontinueena
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Prolongement par continuité
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur ]a, b[ et £ un nombre réel.
Supposons que J(m f(x)=1
On définit la fonction g sur [a, b[ par :

f(x) sixe€la,b|
g(x):{ I six=a

)I(l_rgg(x) = )I(l_rg f(x)=£=g9g(a) g estcontinueena

g est le prolongement par continuité de f en a.
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Prolongement par continuité
Exercices

Utilisation des opérations

Soit f une fonction définie sur ]1, +oo[ par :

Vx+1-+vx-1
f(x) =

x2+1

f est continue sur |1, 4-00]
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Prolongement par continuité
Exercices

Utilisation des opérations

Soit f une fonction définie sur R par :

X .
e —sinx

\/x2+1

F(x) =
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Prolongement par continuité
Exercices

Utilisation des limites

Soit f une fonction définie sur R par :

, X +8 42
X = Si X £ —
() X+ 2

f(-2) = 12

H PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f: [a, b[— R une fonction croissante.

» Si f est majorée, alors :
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f: [a, b[— R une fonction croissante.

» Si f est majorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers b
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f: [a, b[— R une fonction croissante.

» Si f est majorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers b

2. Iing)f(x):sup{y:f(x)|xe[a,b[}: sup f(x)

Xx€la,b[

ﬁ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f: [a, b[— R une fonction croissante.

» Si f est majorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers b

2. Iing)f(x):sup{y:f(x)|xe[a,b[}: sup f(x)

Xx€la,b[

» Si f n'est pas majorée, alors Iirr)j f(x) =400
X—
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f: [a, b[— R une fonction croissante.

» Si f est majorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers b

2. Iing)f(x):sup{y:f(x)|xe[a,b[}: sup f(x)

Xx€la,b[

» Si f n'est pas majorée, alors Iirr;j f(x) =400
X—

Théoreme valide si on remplace b par +o
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Fonction croissante majorée, non minorée
A

Y

S5 bARis De<caTes



Fonction d’une variable réelle

Fonctions croissantes

Fonction croissante majorée et minorée

s

1

ﬂ PARIS DESCARTES
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f : Ja, b] — R une fonction croissante.

» Si f est minorée, alors :
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f : Ja, b] — R une fonction croissante.

» Si f est minorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers a
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f : Ja, b] — R une fonction croissante.

» Si f est minorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers a

2. lim f(x) =inf{y = f(x) | x €]a, b]} = i]nfb] fx)
Xoa X€|a,
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Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f : Ja, b] — R une fonction croissante.

» Si f est minorée, alors :

1. f a une limite quand x tend vers a
2. limf(x)=inf{y =f(x) | x€]a, b]} = inf f(x)
X—a X€la,

b]

» Si f n'est pas minorée, alors lim f(x) = —oo

Paris Descartes

X—a

ﬁ PARIS DESCARTES

2012 — 2013 Mathématiques et calcul 1



Fonction d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme : Soit f : Ja, b] — R une fonction croissante.

» Si f est minorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers a

2. lim f(x) =inf{y = f(x) | x €la, b]} = F(x)

inf
Xx€la,b]

» Si f n'est pas minorée, alors )I(in; f(x)=—0o0

Théoréme valide si on remplace a par —o
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Fonction croissante minorée, non majorée

yﬂ

-
X
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Fonction croissante ni majorée, ni minorée

A

Fonctions croissantes

Paris Descartes

2012 — 2013
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Proposition : Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et
f:[a, b] — R une fonction continue.

Si f(a) et f(b) sont non-nuls et de signes contraires,

alors :
il existe au moins un nombre c €]a, b[ tel que f(c) = 0.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle
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A
flao)
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

)
ap + by
my = ——
flao)
ag »
bt}
f(bo)
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une variable réelle Continuité sur un intervalle

)
ap + by
my = —7—
flao)
ag »
Tmg by bt}
|
S| — — = — = — =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

A
flar)
ag = ay -
Ybl bo =
|
fe)f === == - =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

)
ay+ by
my = ——m—
flar)
ap = ay -
my b, bo b
|
o) === === =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

A
ay + by
my = ——m—

f(ma)

ag = ay -
b, bo gl
[

fo)pF———————
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

«
L

flaz)
ag = ay -
Thy = by by =
|
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

)
a + by
My = ——F—
flaz)
ap = ay 102 »
Thy = b, bo T
|
fl)f === — = = =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

«
L

a + by

my =

flaz)
ap = ay -
b
f(ma)
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

«
L

flas)
ap = a; »
bt}
f(bs)
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

«
L

az + bs

my =

flas)
ap = a; »
bt}
f(bs)
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

«
L
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/

une variable réelle

Continuité sur un intervalle

ay + by
my = ———
my
by = by
ag = ay ‘ !/ -
\ by = by bo e
Ay = ag ay
H PARIS DESCARTES
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Proposition : Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et
f:[a, b] — R une fonction continue.

Si f(a) et f(b) sont non-nuls et de signes contraires,

alors :
il existe au moins un nombre c €]a, b[ tel que f(c) = 0.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.
=N +b0

Soit mg = >
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.

ag+b
Soit mp = ———2.

» Sif(mg)=0, c=my
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.

ap+ bg

—

» Sif(mg)=0, c=my

» Sif(mg) >0, a;=mg, etb;=by donc f(a;)>0

Soit mg =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.

ap + by

—

» Sif(mg)=0, c=my

» Sif(mg) >0, a;=mg, etb;=by donc f(a;)>0
» Sif(mg) <0, a;=aq etb;=mg donc f(b;)<O

Soit mg =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.

ap + by

—

» Sif(mg)=0, c=my

» Sif(mg) >0, a;=mg, etb;=by donc f(a;)>0
» Sif(mg) <0, a;=aq etb;=mg donc f(b;)<O

Soit mg =

ag<Mmg<by = ag<a;<b;<bp
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Soit ag et by tels que f(ag) > 0 et f(bg) < 0.

ap + by

—

» Sif(mg)=0, c=my

» Sif(mg) >0, a;=mg, etb;=by donc f(a;)>0
» Sif(mg) <0, a;=aq etb;=mg donc f(b;)<O

Soit mg =

ag<Mmg<by = ag<a;<b;<bp

ap+b bo—a :
b — o — bo—mg = bg—=52 = 5= (sif(mg)>0)
VT U mp—ag = o _gp = Bos®0 (6if(mg) <0
0—d = 5 0o = —5— (sif(mg)<0)
ﬁ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b
Soit m; = %
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b
Soit m; = %

» Sif(my)=0, c=m

ﬂ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b;

—

» Sif(my)=0, c=m

» Sif(my)>0, a,=mq, etb,=b; donc f(ap;)>0

Soit m; =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b;

—

» Sif(my)=0, c=m

» Sif(my)>0, a,=mq, etb,=b; donc f(ap;)>0
» Sif(m) <0, a,=a;, etb,=m; donc f(b;)<O

Soit m; =
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b;

—

» Sif(my)=0, c=m

» Sif(my)>0, a,=mq, etb,=b; donc f(ap;)>0
» Sif(m) <0, a,=a;, etb,=m; donc f(b;)<O

Soit m; =

ag<mi<b; = agy<a;<a,<b,<b;=<bg
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

a,+b;

—

» Sif(my)=0, c=m

» Sif(my)>0, a,=mq, etb,=b; donc f(ap;)>0
» Sif(m) <0, a,=a;, etb,=m; donc f(b;)<O

Soit m; =

ag<mi<b; = agy<a;<a,<b,<b;=<bg

bl—al bo—ao
by, —a; =

b,—a bo—a .
my—a; = 5+ = % (si f(m;) <0

ﬁ PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :

> aosalS"'San<bn5"'5blsbo
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :
»ag<a;<---<a,<b,<---<by< by

» f(a,)>0 et f(b,) <O
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :
»apg<a;<-+<a,<b,<---<b; <by
» f(a,)>0 et f(b,) <O
» par construction a, est croissante et b, est décroissante
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :
» aosalS"'San<bn5"'5blsbo
f(a,)>0 et f(b,) <O

» par construction a, est croissante et b, est décroissante

v

bo—ag
n

v

b,—a,= donc: JLrQo(bn—an):O
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :

> aosalS"'San<bn5"'5blsbo

» f(a,)>0 et f(b,) <O

» par construction a, est croissante et b, est décroissante
bo— ,

> by—a,="27 donc: lim(b,—a,)=0

Les suite a, et b, sont adjacentes, elles convergent donc vers
la méme limite : c.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :

> aosalS"'San<bn5"'5blsbo

» f(a,)>0 et f(b,) <O

» par construction a, est croissante et b, est décroissante
bo— ,

> by—a,="27 donc: lim(b,—a,)=0

Les suite a, et b, sont adjacentes, elles convergent donc vers
la méme limite : c.

f est continue, donc :  lim f(ap) = lim f(b,) = f(c)
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Par récurrence on construit deux suites a,, et b, telles que :

»ag<a;<---<a,<b,<---<by< by

» f(a,)>0 et f(b,) <O

» par construction a, est croissante et b, est décroissante
bo— ,

> by—a,="27 donc: lim(b,—a,)=0

Les suite a, et b, sont adjacentes, elles convergent donc vers
la méme limite : c.

f est continue, donc :  lim f(ap) = lim f(b,) = f(c)

f(a,) >0 = f(c)

>0
f(b))<0 = F(c)<0 } donc  (c)=0

E PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Corollaire : Un polyndome de degré impair a coefficients réels
posséde au moins une racine réelle.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit f: [a, b] — R une fonction continue.

Soit kK un nombre strictement compris entre f(a) et f(b),
alors :

il existe unnombrec, a<c<b telque: f(c)=k.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit f: [a, b] — R une fonction continue.

Soit kK un nombre strictement compris entre f(a) et f(b),
alors :

il existe unnombrec, a<c<b telque: f(c)=k.

Supposons : f(a) < k < f(b), on pose :
Vxela,b], gx)=f(x)—k
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit f: [a, b] — R une fonction continue.

Soit kK un nombre strictement compris entre f(a) et f(b),
alors :

il existe unnombrec, a<c<b telque: f(c)=k.

Supposons : f(a) < k < f(b), on pose :

Vxela,b], gx)=f(x)—k
glay=f(a)—k<0 et gb)=f(b)—k=>0
dce€la,b[: g(c)=0
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit f: [a, b] — R une fonction continue.

Soit kK un nombre strictement compris entre f(a) et f(b),
alors :

il existe unnombrec, a<c<b telque: f(c)=k.

Supposons : f(a) < k < f(b), on pose :

Vxela,b], gx)=f(x)—k
glay=f(a)—k<0 et gb)=f(b)—k=>0
dce€la,b[: g(c)=0=f(c)—k

E PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Corollaire : Si une fonction f est continue sur un intervalle I,
alors f(I) est un intervalle.
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle

Corollaire : Si une fonction f est continue sur un intervalle I,
alors f(I) est un intervalle.

Vx,yef(l), si x<k<y, 3dcel:f(c)=k
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle fermé et borné

Théoréme : Soit a et b deux nombres réels et f: [a, b] — R
une fonction continue définie sur lI'intervalle fermé et borné
[a, b].
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle fermé et borné

Théoréme : Soit a et b deux nombres réels et f: [a, b] — R
une fonction continue définie sur lI'intervalle fermé et borné
[a, b].

1. La fonction f est bornée sur [a, b]
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle fermé et borné

Théoréme : Soit a et b deux nombres réels et f: [a, b] — R
une fonction continue définie sur I'intervalle fermé et borné
[a, b].

1. La fonction f est bornée sur [a, b]

2. f([a,b]) =[m,M] oli: m= inf f(x), M= sup f(x)

x€la,b] x€la, b]
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Fonction d’une variable réelle Continuité sur un intervalle fermé et borné

Théoréme : Soit a et b deux nombres réels et f: [a, b] — R
une fonction continue définie sur lI'intervalle fermé et borné
[a, b].

1. La fonction f est bornée sur [a, b]

2. f([a,b]) =[m,M] oli: m= inf f(x), M= sup f(x)

x€la,b] x€la, b]

Théoreme admis
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Proposition : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
strictement monotone.

Alors : f est injective.
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Proposition : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
strictement monotone.

Alors : f est injective.

Soit x #y, en supposant f strictement croissante :

X<y = f(x)<f(y)
x>y = f(X)>f(y)} f(x) #f(y)
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
continue et strictement monotone.

1. f(/) est un intervalle
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
continue et strictement monotone.

1. f(/) est un intervalle et f est une bijection de [ sur f(/).
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
continue et strictement monotone.

1. f(/) est un intervalle et f est une bijection de [ sur f(/).

2. Sia et b sont les bornes de I'intervalle I, alors :
)I(irr; f(x) et Iirr;j f(x) sont les bornes de l'intervalle f(/).
band X—
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Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
continue et strictement monotone.

1. f(/) est un intervalle et f est une bijection de [ sur f(/).
2. Sia et b sont les bornes de I'intervalle I, alors :

)I(irr; f(x) et Iirr;j f(x) sont les bornes de l'intervalle f(/).
band X—

3. La bijection réciproque de f est continue, strictement
monotone et de méme sens de variation que f.

E PARIS DESCARTES



Fonction d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme : Soit / un intervalle et f : | — R une fonction
continue et strictement monotone.

1. f(/) est un intervalle et f est une bijection de [ sur f(/).

2. Sia et b sont les bornes de I'intervalle I, alors :
)I(irr; f(x) et Iirr;j f(x) sont les bornes de l'intervalle f(/).
band X—

3. La bijection réciproque de f est continue, strictement
monotone et de méme sens de variation que f.

f bijective : Elf_l; si f strictement croissante :

-1 ’

x=f ) >y )=y e X =fx)>fy)=y

E PARIS DESCARTES
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