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Fonctions dérivables Définitions

f(@) — f(xo)

T — 1z
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Fonctions dérivables Définitions
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tana =
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Dérivée en un point

Soit / un intervalle ouvert, f: I — R et xg €.

On dit que f est dérivable en xq si la limite de :

F(x) = f(%o)

X — Xg

est finie quand x tend vers xg
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Dérivée en un point

Soit / un intervalle ouvert, f: I — R et xg €.

On dit que f est dérivable en xq si la limite de :

F(x) = f(%o)

X — Xg

est finie quand x tend vers xg

f(x)—f(x
Notation : f’(xo) = lim M
X—Xo X —Xp
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Dérivée en un point

Soit / un intervalle ouvert, f: I — R et xg €.
On dit que f est dérivable en xq si la limite de :
f(x) = f(xo)
X — Xg
est finie quand x tend vers xg
f(x)—f(x
Notation : f’(xo) = lim M
X—Xo X —Xp

f'(xo) s’appelle le nombre dérivé de f en xg.
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Fonction dérivée

Soit / un intervalle ouvert, f: | — R et x; € 1.

On dit que f est dérivable sur [ si, quel que soit xy €/, f est
dérivable en x,.
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Fonction dérivée

Soit / un intervalle ouvert, f: | — R et x; € 1.

On dit que f est dérivable sur [ si, quel que soit xy €/, f est
dérivable en x,.
Dans ce cas la fonction :

/

f:l — R

x — f(x)

s'appelle la dérivée de f
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Définitions
Le graphe d’une fonction dérivable
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Définitions
Le graphe d’une fonction dérivable
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Définitions
Le graphe d’une fonction dérivable
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Dérivée a droite et a gauche
Ve . Ve \ [
Dérivée a droite

Soit / un intervalle ouvert, f: I — R et xy €/ ou x est une
extrémité de |.

On dit que f est dérivable a droite en xq si
f(x) = f(Xo)
X — Xg
a une limite a droite quand x tend vers xg.

f(x) — f(x,
Notation : fé(xo) = lim M
X—>X§ X = Xp
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Dérivée & droite et & gauche
V4 L yd \
Dérivée a gauche

Soit / un intervalle ouvert, f: | — R et Xy €/ ou X est une
extrémité de |.

On dit que f est dérivable a gauche en xq si
f(x) —f(xo)
X — Xg
a une limite a gauche quand x tend vers Xxg.

f(x)—f(x
Notation : f;(xo) = lim M
X—Xq X — Xg
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Fonctions dérivables Dérivée a droite et a gauche

Proposition : Soit / un intervalle ouvert, f: | — R et X, €/ ou
Xo est une extrémité de .

f est dérivable en x, si, et seulement si, f(',(xo) = fg',(xo)
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Fonction non-dérivable

Y\

L
xT ﬂ PARIS DESCARTES



Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

Sionpose:x—xg=h:
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

Sionpose:x—xg=h:

F(x) —f(x0) f(Xo+h)—F(Xo)

X — Xo h
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

Sionpose:x—xg=h:

F(x) —f(x0) f(Xo+h)—F(Xo)

X — Xo h
/ ) =Flxo) . F(Xo+h)=F(xo)
f(Xg) = lim ——  =1lim
X=Xo X — Xg h—0 h
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

Sionpose:x—xg=h:

F(x) —f(x0) f(Xo+h)—F(Xo)

X — Xo h

/ ) =Flxo) . F(Xo+h)=F(xo)
f(Xg)= lim ——— =1lim
X—=Xp X—XO h—0

. f(xo+h)=1f(xo)
lim ( f(x
h—0 h
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

a(h) — F(Xo +h) = fxo) F (xo)

h
a(0) = 0

Pour h e R, on pose :
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

a(h) — F(Xo +h) = fxo) F (xo)

h
a(0) = 0

Pour h e R, on pose :

f(xg+h)="(xq)+ hf’(xo) + ha(h)
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Fonctions dérivables Autre expression pour la dérivabilité

a(h) — F(Xo +h) = fxo) F (xo)

h
a(0) = 0

Pour h e R, on pose :

f(xg+h)="(xq)+ hf’(xo) + ha(h)

Donc : si f est dérivable en xg, il existe une fonction a,
continue en 0, telle que :
f(xo+h) = f(xo)+hf (xo)+ha(h)
Et : lima(h) = O
h—0
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Fonctions dérivables Dérivation et continuité

Proposition : Si une fonction est dérivable en xg, elle est
continue en xg
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Fonctions dérivables Dérivation et continuité

Proposition : Si une fonction est dérivable en xg, elle est
continue en xg

Si f est dérivable en X, il existe une fonction a, continue
en 0, telle que : a(0) =0 et f(xo + h) = f(xq) + hf (xo) + ha(h)
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Fonctions dérivables Dérivation et continuité

Proposition : Si une fonction est dérivable en xg, elle est
continue en xg

Si f est dérivable en X, il existe une fonction a, continue
en 0, telle que : a(0) =0 et f(xo + h) = f(xq) + hf (xo) + ha(h)

Donc : )(ILnQO f(x) = f(xp)
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Fonctions dérivables Dérivation et continuité

Proposition : Si une fonction est dérivable en xg, elle est
continue en xg

Attention : Une fonction dérivable est continue; le contraire
est faux (la réciprogue de cette proposition n’existe pas).
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Dérivation et continuité
Fonction continue non-dérivable

Y\
kq

|

O X
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Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et
Xp € l.

Si f et g sont dérivables en xg, alors :

» f+ g est dérivable en x
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Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et
Xp € l.

Si f et g sont dérivables en xg, alors :
» f+ g est dérivable en x,
et: (F+9) (xo)=F(xo) +7(Xo)
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Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et
Xp € l.

Si f et g sont dérivables en xg, alors :
» f+ g est dérivable en x,
et: (F+9) (xo)=F(xo) +7(Xo)
(F+g9) =f +¢

» f.g est dérivable en x
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Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et
Xp € l.

Si f et g sont dérivables en xg, alors :
» f+ g est dérivable en x
et: (f+9) (xo) =F (xo) +9(Xo)
(F+g) =f +¢
» f.g est dérivable en x
et:  (f.9)(xo) =F (X0).9(Xo) +f(x0)-g'(Xo)
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Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et
Xp € l.

Si f et g sont dérivables en xg, alors :
» f+ g est dérivable en x
et: (f+9) (xo) =F (xo) +9(Xo)
(F+g) =f +¢
» f.g est dérivable en x
et:  (f.9)(xo) =F (X0).9(Xo) +f(x0)-g'(Xo)
(f.g) =f.g+fg
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Fonctions dérivables Dérivée et opérations
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Fonctions dérivables Dérivée et opérations

(f.9)(x) = (f.9)(x0)

(f.9)'(x0) = Jim
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Fonctions dérivables Dérivée et opérations

(f.9)(x) = (f.9)(xo)
X —=Xp

(f.9)'(x0) = Jim

(f.9)x) = (F.9)(x0) _ (F()g(x) = F(x0)g(x)) + (f(x0)g(x) = F(x0)g(Xo))
X —Xg a X =Xo
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Fonctions dérivables Dérivée et opérations

(f.9)(x) = (f.9)(xo)
X —=Xp

(f.9)'(x0) = Jim

(f.9)(x) = (f.9)(X0) _ (FeOg(x) = F(x0)g(x)) + (F(x0)g(x) = F(X0)g(X0))

X —Xg X =Xo
f(x) —f(xo) 9(x) —g(xp)
= WQ(X%L f(Xo)W
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Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :

» f est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert /

ﬂ PARIS DESCARTES



Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :

» f est définie et dérivable sur l'intervalle ouvert /
» g est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert J
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Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :

» f est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert /
» g est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert J
» f(I) cJ, de sorte que g o f existe
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Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :
» f est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert /
» g est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert J
» f(I) cJ, de sorte que g o f existe
» Xg €1
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Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :

» f est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert /
» g est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert J
» f(I) cJ, de sorte que g o f existe

» Xg €1

Alors : gof est dérivable et :

(g0 1) (x0) = g (f(X0))-F (Xo)
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Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions :

» f est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert /
» g est définie et dérivable sur I'intervalle ouvert J
» f(I) cJ, de sorte que g o f existe

» Xg €1

Alors : gof est dérivable et :

(g0 1) (x0) = g (f(X0))-F (Xo)

(gof) =(g"of).f
EPARIS DESCARTES



Dérivée de la composée de f et g

/ . f - f
(gof) (XO):Xan;OQ( (X)))(_io( (Xo))

9(f(x)) = 9(f(x0)) _ 9(f(x)) = g(f(x0)) f(x)=F(xo)

X = Xo f(x) —f(xq) X = Xo
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Dérivée d’un quotient

Dérivée de f(x) = %

On suppose xg # 0.

1

1 1
f(xo) = lim (=-=)
X_’XOX—XO X Xo

Dérivée et opérations

ﬂ PARIS DESCARTES
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Dérivée d’un quotient

Dérivée de f(x) = %

On suppose xg # 0.

1 1 1 1 Xog — X
f (xo) = lim (5-=)=lim (=)
X_’XOX—XO X Xo X_>X0X—X0 XXq
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Dérivée d’un quotient

Dérivée de f(x) = %

On suppose xg # 0.

_ 1 .1 1 . 1 Xo—X
oo =iy ) =i G )
=dn () =
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Dérivée et opérations
Dérivée d’un quotient
1
Dérivée de —
f
Soit: g: R* — R”
1
y — 9gW)=-
y

f dérivable sur/etxgel, f(xg)#0
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Dérivée et opérations
Dérivée d’un quotient
1
Dérivée de —
f
Soit: g: R* — R”
1
y — 9gW)=-
y

f dérivable sur/etxgel, f(xg)#0

1
Vx e l, gof(X):m
X
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Dérivée et opérations
Dérivée d’un quotient

1
Dérivée de 7

*

Soit: g: R* — R
1
y — 9gW)=-

y

f dérivable sur/etxgel, f(xg)#0

1
Vx el, gOf(X):%
’ / ’ / f/(XO)
o) (x0) = g’ (F(xo0) ) F (o) = =———— F'(Xo) = ———=
(gof)(x0) =9 (f(x0))f (Xo) (f(xo))2 (Xo) (f(xo))z
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Dérivée d’un quotient

f
Dérivée de —
g

On écrit : —=f-
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Dérivée d’un quotient

f
Dérivée de —
g

1
On écrit : _—f=
9 9
f\ ’ 1 g/(XO)
_ —f f —
(5) 0x0) = 0x0) 5 + o (g(xO))Z)
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Dérivée d’un quotient

f
Dérivée de —
g

1
On écrit : _—f=
9 9
f\ ’ 1 g/(XO)
_ —f f —
(5) 0x0) = 0x0) 5 + o (g(xO)JZ)

f'(x0)9(Xo) — f(X0)g
(Q(Xo))z
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Dérivée d’un quotient

f
Dérivée de —
g

On écrit : —=f-
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%)

Monter que f(x) = ————— est dérivable sur R

X +1
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%)

Monter que f(x) = ————— est dérivable sur R

X +1

fl : f]_(X) =sinx
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%)

Monter que f(x) = ————— est dérivable sur R

X +1

fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1

fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx

fz : fz(X) = eX
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1

fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx

f, : H(x)=€" f(x)=¢e"
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%)

x2+1

Monter que f(x) = est dérivable sur R

fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1

fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx

f, : H(x)=€" f(x)=¢e"
fy : f3(x)=1 f3(x)=0
H PARIS DESCARTES
2012 — 2013
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1
fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx
f:hx)=e" fHx)=¢"
fy: f3(x)=1 f3(x)=0
fy : F(x) = X°
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1
fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx
f, : Hx)=€" fHx)=€"
fs: (x)=1 f(x)=0
fo : () =X fi(x)=2x
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Exercices
Exercices

Dérivées a l'aide des opérations

sin(1 — &%) o
Monter que f(x) = —=——— est dérivable sur R
X +1
fi : A(X)=sinx  f(x)=cosx
f, : Hx)=€" fHx)=€"
f3:(x)=1 f3(x)=0
fo : () =X fi(x)=2x
flo(fy —f
VxeR, f(x)= (1 s 2) S
(fa+1)(0)
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

x% sin (%) Six#£0

Soit : f(x) =
0 six=0
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

x% sin (%) Six#£0

Soit : f(x) =
0 six=0

1. Montrer que f est continue en 0
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

x% sin (%) Six#£0

Soit : f(x) =
0 six=0

1. Montrer que f est continue en 0
2. Montrer que f est dérivable en 0
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

1. VxeR", |f(x)|=|x’sini|<x’
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

1. VxeR", |f(x)|=|x’sini|<x’ Donc : lim f(x) = 0 = £(0)
X—
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

1. VxeR", |f(x)|=|x’sini|<x’ Donc : lim f(x) = 0 = £(0)
_fx)—f(0) .1
2 F10) = m = =5 =l (xsin ()
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

1. VxeR", |f(x)|=|x’sini|<x’ Donc : lim f(x) = 0 = £(0)
_fx)—f(0) .1
2 F10) = m = =5 =l (xsin ()
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

1. VxeR", |f(x)|=|x’sini|<x’ Donc : lim f(x) = 0 = £(0)
_fx)—f(0) .1
2 F10) = m = =5 =l (xsin ()

VxeR*, |xsini|<|x| Donc:f'(0)=0

H PARIS DESCARTES



Dérivées successives

Soit f: | — R une fonction dérivable.

Dérivée seconde : Si f’: | — R est dérivable, on dit que f est
deux-fois dérivable sur /.

Notation : (f’)' =f"
" est la dérivée seconde de f sur |
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Dérivées successives

Soit f: | — R une fonction dérivable.
Dérivée seconde : Si f’: | — R est dérivable, on dit que f est
deux-fois dérivable sur /.
Notation : (f’)' =f"
" est la dérivée seconde de f sur |
Dérivée d’ordre n : On pose : FO ¢
Pour tout p, 1 <p < n on définit : FP) = (f(p_l))'

£ s'appelle la dérivée n-ieme de f.
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Dérivées successives

Formule de Leibniz pour le produit de deux fonctions

Si f et g sont n-fois dérivables sur un intervalle /,

alors : f.g est n-fois dérivable sur/
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Dérivées successives

Formule de Leibniz pour le produit de deux fonctions

Dérivées successives

Si f et g sont n-fois dérivables sur un intervalle /,
alors : f.g est n-fois dérivable sur/

et:
(n) M\ k) _(n—k)
(f.9)"=>" B L
k=0
ﬂ PARIS DESCARTES
2012 — 2013
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Extrema locaux d"une fonction
Extrema

Soit / un intervalle et f une fonction définie sur /.
Soit xg €/, on dit que :

» f a un maximum local en xg, si :

da>0: f(x)<f(xp), VX |x—XxglZa

H PARIS DESCARTES



Extrema locaux d"une fonction
Extrema

Soit / un intervalle et f une fonction définie sur /.
Soit xg €/, on dit que :

» f a un maximum local en xg, si :
da>0: f(x)<f(xp), VX |x—XxglZa
» f a un minimum local en Xxg, si:

da>0: f(x)=>1f(xg), VX |[x—Xxg|Za
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Extrema locaux d"une fonction
Extrema

&V
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Extrema locaux d"une fonction
Extrema
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Fonctions dérivables

Extrema locaux d’une fonction

Condition nécessaire pour un extremum

Théoreme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert /.

. /
Si f a un extremum local en xy €1/, alors f (xg) =0

H PARIS DESCARTES
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Fonctions dérivables Extrema locaux d’une fonction

Supposons que f a un minimum en Xxg : il existe un intervalle J
autour de x; tel que : Vx €/, f(x)—1f(xp)=0.
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Fonctions dérivables Extrema locaux d’une fonction

Supposons que f a un minimum en Xxg : il existe un intervalle J
autour de x; tel que : Vx €/, f(x)—1f(xp)=0.

F(x) = f(%o)

Sixe) x<xg: ———%<g
X — Xg
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Fonctions dérivables Extrema locaux d’une fonction

Supposons que f a un minimum en Xxg : il existe un intervalle J
autour de x; tel que : Vx €/, f(x)—1f(xp)=0.

F(x) = f(%o)

Sixe] x<xyg: ————<0 donc:f(xy)<0
X — Xg
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Fonctions dérivables Extrema locaux d’une fonction

Supposons que f a un minimum en Xxg : il existe un intervalle J
autour de x; tel que : Vx €/, f(x)—1f(xp)=0.

f(x)—f(x
Sixe) x<xp: f-1x) donc : f'(xg) <0
X — Xg
f(x)—f(x
Sixe) x>xp: fx)-fxo)
X — Xp
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Fonctions dérivables Extrema locaux d’une fonction

Supposons que f a un minimum en Xxg : il existe un intervalle J
autour de x; tel que : Vx €/, f(x)—1f(xp)=0.

f(x)—f(x

Sixe) x<xp: f-1x) donc : f'(xg) <0
X — Xg
f(x)—f(x

Sixe) x>xp: f)-1x) donc : f'(xg) = 0
X — Xp
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Fonctions dérivables

Extrema locaux d’une fonction

Condition nécessaire pour un extremum

Théoreme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert /.

. /
Si f a un extremum local en xy €1/, alors f (xg) =0
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Extrema locaux d’une fonction
Condition nécessaire pour un extremum

Théoreme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert /.

. /
Si f a un extremum local en xy €1/, alors f (xg) =0

Attention : On peut avoir f'(x) = 0 sans que la fonction ait un
extremum en X, (la condition n’est pas suffisante).
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Extrema locaux d’une fonction
fx)=x> f(x)=3x*: f(0)=0

yll
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Extrema locaux d’une fonction
Condition nécessaire pour un extremum

Théoreme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert /.

. /
Si f a un extremum local en xy €1/, alors f (xg) =0

Remarqgue : Une fonction peut avoir un extremum en x sans
étre dérivable en xg.
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Extrema locaux d’une fonction
0<x<-1++3, f(x)=3x%
—1+/3<x, f(x)=—=x>+2

yll

E%V

O o \
ﬂ PARIS DESCARTES



Théoreme de Rolle

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
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Théoreme de Rolle

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)
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Théoreme de Rolle

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)

» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)

» Sif(a)=f(b)=0
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Théoreme de Rolle

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)

» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)
» Sif(a)=f(b)=0

Alors : il existe c €]a, b| tel que f’(c) =0
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Théoreme de Rolle

Y\
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Théoreme de Rolle
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Théoreme de Rolle
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la, b[...
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la, b[...

» Si f non-constante : 3xg € [a, b], f(xq) # f(a) donc :
f(xg) #0 f(xq) > 0 par exemple.
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la, b[...

» Si f non-constante : 3xg € [a, b], f(xq) # f(a) donc :
f(xg) #0 f(xq) > 0 par exemple.

f est continue sur [a, b], donc f atteint son maximum en
c€la, b]
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la, b[...

» Si f non-constante : 3xg € [a, b], f(xq) # f(a) donc :
f(xg) #0 f(xq) > 0 par exemple.

f est continue sur [a, b], donc f atteint son maximum en
c€la, b]

1. f(xg)<f(c) = fFf(c)>0 =>c#aetc#b
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la b[...
» Si f non-constante : 3xg € [a, b], f(xq) # f(a) donc :
f(xg) #0 f(xg) > 0 par exemple.

f est continue sur [a, b], donc f atteint son maximum en
c€la, b]

1. f(xg)<f(c) = f(c)>0 =>cfaetc#b

2. Vxe€la, bl f(x)<f(c) =f(c)=0
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Fonctions dérivables Théoréme de Rolle

» Si f est constante sur [a, b], f’(x) =0, Vxe€la, b[...

» Si f non-constante : 3xg € [a, b], f(xq) # f(a) donc :
f(xg) #0 f(xq) > 0 par exemple.

f est continue sur [a, b], donc f atteint son maximum en
c€la, b]

1. f(xg)<f(c) = fFf(c)>0 =>c#aetc#b
2. Vxe€la, bl f(x)<f(c) =f(c)=0

» Si f(xg) < 0, méme raisonnement en utilisant —f
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Théoréme de Rolle
Le théoreme de Rolle ne s’applique pas

Si f n’est pas continue sur [a, b]

Yy
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Théoréme de Rolle
Le théoreme de Rolle ne s’applique pas

Si f n’est pas dérivable sur |a, b]
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» Si f est dérivable sur]a, b] (intervalle ouvert)
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» Si f est dérivable sur]a, b] (intervalle ouvert)

Alors : il existe c €]a, b| tel que f(b) —f(a) = (b — a)f’(c)
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) — f(a)

On pose : g(x) =f(x) - f(a) = (x —a)— ———
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) - f(a)

On pose : g(x) =f(x) —f(a) — (x — a)?
f(b) - f

o) = (@)~ fla)~(a—~a) o — g
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) —f(a)
On pose : g(x) =f(x) —f(a) — (x — a)?
f(b)y—f
g(a) =f(a)—f(a)—(a - a)% =0
f(b)—f
g(b) =f(b) —f(a) - (b— a)% =0
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) —f(a)
On pose : g(x) =f(x) —f(a) — (x — a)?
f(b)y—f
g(a) =f(a)—f(a)—(a - a)% =0
f(b)—f
g(b) =f(b) —f(a) - (b— a)% =0

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) —f(a)
On pose : g(x) =f(x) —f(a) — (x — a)?
f(b)y—f
g(a) =f(a)—f(a)—(a - a)% =0
f(b)—f
g(b) =f(b) —f(a) - (b— a)% =0

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b, par le
théoréeme de Rolle: 3ce€la, bl ¢'(c)=0
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

f(b) —f(a)
On pose : g(x) =f(x) —f(a) — (x — a)?
f(b)y—f
g(a) =f(a)—f(a)—(a - a)% =0
f(b)—f
g(b) =f(b) —f(a) - (b— a)% =0

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b, par le
théoréeme de Rolle: 3ce€la, bl ¢'(c)=0
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
Corollaires
Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].
» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)

» Corollaire 1 : Si f/(x) =0, Vxe€la,b|
f est constante sur [a, b]
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
Corollaires
Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].
» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)

» Corollaire 1 : Si f/(x) =0, Vxe€la,b|
f est constante sur [a, b]

» Corollaire 2 : Si f/(x) >0, Vxe€la,b|,
f est croissante sur [a, b]
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Théoréme des accroissements finis
Théoreme des accroissements finis

Corollaires

Soit a et b deux nombres réels, a < b, et f une fonction définie
sur [a, b].

» Si f est continue sur [a,b] (intervalle fermé)

» Si f est dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)

» Corollaire 1 : Si f/(x) =0, Vxe€la,b|

f est constante sur [a, b]

» Corollaire 2 : Si f/(x) >0, Vxe€la,b|,

f est croissante sur [a, b]

» Corollaire 3 : Si f'(x) <0, Vxe€la,b,
f est décroissante sur [a, b]
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
Supposons: 3IK>0: Vtel |f(t)<K
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
Supposons: 3IK>0: Vtel |f(t)<K

Alors : Vx,yel : |f(x)=f(y)| < K|x—-y|
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident

» Supposons: x<Yy
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident

» Supposons: x<y
» f est continue sur [x, y]
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident

» Supposons: x<y
» f est continue sur [x, y]
» f est dérivable sur ]x, y|
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident

» Supposons: x<y
» f est continue sur [x, y]
» f est dérivable sur ]x, y|

» Par le théoreme des accroissemr—_;nts finis :
dcelx,y[: fy)—f(x)=(y —x)f (c)
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

» Six=y ,c'est évident

» Supposons: x<y
» f est continue sur [x, y]
» f est dérivable sur ]x, y|

» Par le théoreme des accroissemr—_;nts finis :
dcelx,y[: fy)—f(x)=(y —x)f (c)

> Donc: [f(y) = F(x)| = ly = xIIf ()] < Kly — x|
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Fonctions dérivables Théoréme des accroissements finis

Inégalité des accroissements finis

Exercice
Soit x,ye [—%, %]

Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
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Fonctions dérivables

Théoréme des accroissements finis

Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]

Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

» La fonction tangente est dérivable sur] -2, 3|,
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Fonctions dérivables

Théoréme des accroissements finis

Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]

Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

> La fonction tangente est dérivable sur]— % g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].
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Fonctions dérivables

Théoréme des accroissements finis

Inégalité des accroissements finis
Exercice
Soit x,ye [—%, %]
Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y
> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et

dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Exercice
Soit x,ye [—%, %]
Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y
> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)

> Puisque tan'(t) =1+ tan’t > 0, la fonction tangente est croissante sur
mT T

4,7l
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]

Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)

> Puisque tan'(t) =1+ tan’t > 0, la fonction tangente est croissante sur
[-%. %l donc: Vte[-7,4] —-1l=tan(-7)<tant<tan(7)=1
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]

Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)

> Puisque tan'(t) =1+ tan’t > 0, la fonction tangente est croissante sur
[-%. %l donc: Vte[-7,4] —-1l=tan(-7)<tant<tan(7)=1

> Alors: Vte[-7,7] 1<1ttan’t<?2

ﬁ PARIS DESCARTES



Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]
Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)
> Puisque tan'(t) =1 +tan2 t > 0, la fonction tangente est croissante sur
T m . mT T b1 b4
[-%. %l donc: Vte[-7,4] —-1l=tan(-7)<tant<tan(7)=1
> Alors: Vte[-7,7] 1< 14tan’t<?2
2
> celx,ylc[-7,7] = Yy-x<(y—-x)(1+tan“c)<2(y-x)
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Théoréme des accroissements finis
Inégalité des accroissements finis

Exercice

Soit x,ye[-7.,%]
Montrer que: |x—y|<|tanx—tany|<2|x-y]|
Supposons x <y

> La fonction tangente est dérivable sur]— g g[, elle donc continue et
dérivable sur [x, y].

> Parle TAF, 3c€lx,y[ :tany —tanx = (y — x)(1 +tan2 c)
> Puisque tan'(t) =1 +tan2 t > 0, la fonction tangente est croissante sur
T m . mT T b1 b4
[-%. %l donc: Vte[-7,4] —-1l=tan(-7)<tant<tan(7)=1
> Alors: Vte[-7,7] 1< 14tan’t<?2
2
> celx,ylc[-7,7] = Yy-x<(y—-x)(1+tan“c)<2(y-x)

y—x<tany-tanx<2(y —x) S5 banis bEscanTes
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