Matrices

ﬂ PARIS DESCARTES



© WMatrices
@ Définitions
@ Espace vectoriel des matrices n x p
@ Multiplication des matrices
@ Inverse d'une matrice
@ Systemes linéaires
@ Applications linéaires
@ Changement de bases
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Soitn,peN".

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients
réels (ou complexes),

np nombres réels (ou complexes) rangés dans un tableau a n
lignes et p colonnes.
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Sin=1:(1 +2 34 n)
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Sin=1:(1 +2 34 m) matrice ligne
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Sin=1:(1 +2 34 m) matrice ligne

e
Sip=1: -1 matrice colonne
V2

2
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Sin=1:(1 +2 34 m) matrice ligne

e

Sip=1: -1 matrice colonne
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Notation : M, ,(R)
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Sin=1:(1 +2 34 m) matrice ligne

e

Sip=1: -1 matrice colonne
V2

2

Notation : M, ,(R)
Ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients
réels
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Ecriture indexée

SiMe M, ,(R), I'élément situé a I'intersection de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne, est noté : a;.
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Ecriture indexée

SiMe M, ,(R), I'élément situé a I'intersection de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne, est noté : a;.

(all 312 cee alj alp\
a1 dayy - a2j a2p

dp ap -+ dj -t dp

\anl apy v anj anp)
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Ecriture indexée

SiMe M, ,(R), I'élément situé a I'intersection de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne, est noté : a;.

(all 312 cee alj alp\
a1 dayy - a2j a2p

: : : : : : _ a;)1<i<n
an ajp e aij e aip ( U)IS'S
/=P

\anl apy v anj anp)
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Définitions
Matrice diagonale

Si M est une matrice carrée (n = p),
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Matrice diagonale

Définitions

Si M est une matrice carrée (n = p),

les coefficients a;;, 1 <i<n, s’appellent les coefficients
diagonaux de la matrice.
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Définitions
Matrice diagonale

Si M est une matrice carrée (n = p),
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Une matrice carrée telle que a;; =0, si i #J, s'appelle une
matrice diagonale
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Définitions
Matrice diagonale

Si M est une matrice carrée (n = p),

les coefficients a;;, 1 <i<n, s’appellent les coefficients
diagonaux de la matrice.

Une matrice carrée telle que a;; =0, si i #J, s'appelle une
matrice diagonale
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Définitions
Matrices triangulaires

Soit M une matrice carrée.
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Matrices triangulaires

Soit M une matrice carrée.
Si a; =0 pour > j, on dit que M est triangulaire supérieure

m 1l =2
00 0

1
00 5
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Matrices triangulaires

Soit M une matrice carrée.
Si a; =0 pour > j, on dit que M est triangulaire supérieure

m 1l =2
00 0

1
00 5

Si a; =0 pour i <j, on dit que M est triangulaire inférieure

ﬂ PARIS DESCARTES



Matrices triangulaires

Soit M une matrice carrée.
Si a; =0 pour > j, on dit que M est triangulaire supérieure

m 1l =2
00 0

1
00 5

Si a; =0 pour i <j, on dit que M est triangulaire inférieure

-2 0
13
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Espace vectoriel des matrices n x p
Somme des matrices

Soit M et M’ deux matrices de My p(R) :

M= (a,j)%:,:g etM = (b,j)1<j/<g
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Espace vectoriel des matrices n x p
Somme des matrices

Soit M et M’ deux matrices de My p(R) :

M= (a,j)%:,:g etM = (b,j)1<j/<g

T . / .
On définit la somme des matrices M et M comme la matrice :

M+M =(a;+bj)i<i<
( ij Ij)1</’<g
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Matrices Espace vectoriel des matrices n x p

Somme des matrices

Soit M et M’ deux matrices de My p(R) :

M= ()10 et M = (5y)1siz

1<j<p

T . / .
On définit la somme des matrices M et M comme la matrice :

M+M = (aj;+bj)isisn

1<5j<p
3 -1 4 0
2 5 |+ 1 2 | =
0 [ -1 1

-1
7
m+1
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Espace vectoriel des matrices n x p
Multiplication des matrice par des scalaires

Soient a € R et M une matrice de M, ,(R) :

=g
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Espace vectoriel des matrices n x p
Multiplication des matrice par des scalaires

Soient a € R et M une matrice de M, ,(R) :

=g

On définit la matrice a.M comme la matrice :

a.M=a. (a"f')ﬁ,’é” = (aa;) 1sisn
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Espace vectoriel des matrices n x p
Multiplication des matrice par des scalaires

Soient a € R et M une matrice de M, ,(R) :

=g

On définit la matrice a.M comme la matrice :

a.M = a. (a,-,-)%glén = (aa;) 1<izn
j

1<j<p
12 0 -
(=2).] -1 3 7 |=
0 4 -5
ﬂ PARIS DESCARTES

2 -4 0
2 -6 -14
0 -8 10
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Matrices Espace vectoriel des matrices n x p

Théoreme : Avec I'addition et la multiplication externe,
I'ensemble M,, , des matrices a n lignes et p colonnes est un
espace vectoriel de dimension np.

Le vecteur 0 de cet espace vectoriel est la matrice dont tous
les coefficient sont nuls.
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Multiplication des matrices
Produit de 2 matrices

Soit M € M, ,(R) et M e M, q(R) deux matrices :

M= (3)yzizn et M = (by)1ziss
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Multiplication des matrices
Produit de 2 matrices

Soit M € M, ,(R) et M e M, q(R) deux matrices :

M= (3)yzizn et M = (by)1ziss

On définit la matrice produit de M et M’, comme la matrice :

MM/ = (C,-j) %gég
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Multiplication des matrices
Produit de 2 matrices

Soit M € M, ,(R) et M e M, q(R) deux matrices :

M= (3)yzizn et M = (by)1ziss

On définit la matrice produit de M et M’, comme la matrice :

MM/ = (C,-j) %gég

p
cj= . ayby
k=1
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Multiplication des matrices
Produit de 2 matrices

Exemple
31
. 1 -1 0 3 ’ 1 2
Sment.M:(2 01 5) et M = 01
00
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Multiplication des matrices
Produit de 2 matrices

Exemple
31
. 1 -1 0 3 ’ 1 2
Sment.M:(2 01 5) et M = 01
00

Attention : Le produit de deux matrices M et M’ n’existe que
si le Emmbre de colonnes de M est égal au nombre de lignes
de M.
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Une matrice est carréesin=p
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Une matrice est carréesin=p:
le produit de 2 matrices carrées est toujours possible.

Attention : Le produit des matrices n’est pas commutatif, en
général :

SiMy, My € M,, MMy #MyM;
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Une matrice est carréesin=p:
le produit de 2 matrices carrées est toujours possible.

Attention : Le produit des matrices n’est pas commutatif, en
général :

SiMy, My € M,, MM, +#M,M;
1 13 -6 1

0 = 5 -4 0

0 ) ( 16 0 3 )
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Une matrice est carréesin=p:
le produit de 2 matrices carrées est toujours possible.

Attention : Le produit des matrices n’est pas commutatif, en
général :

1
0
3

SiMy, My € M,, MMy #MyM;

1 13 -6 1
0O |=] 5 -4 0
0 16 0 3
8 15 11 5 01 1 3 2
A1 2 2 6 |=| 2 -2 0 0 2 1
1 3 2 1 0 O 3 01
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Regles de calcul pour la multiplication

Si My, My, Ny, Ny € M,
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Regles de calcul pour la multiplication

Si My, My, Ny, Ny € M,

(M1 +M3)(Ny +N3z)=MiNy +MiNy +MyNy + M;N,
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Regles de calcul pour la multiplication

Si My, My, Ny, Ny € M,

(M1 +M3)(Ny +N3z)=MiNy +MiNy +MyNy + M;N,

(My + My)? = M3 + MM, + MyMy + M3
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Multiplication des matrices
Cas des matrices carrées

Regles de calcul pour la multiplication

Si My, My, Ny, Ny € M,

(M1 +M3)(Ny +N3z)=MiNy +MiNy +MyNy + M;N,

(My + My)? = M3 + MM, + MyMy + M3

D’une maniére générale, la formule du bindbme ne s’applique
pas aux matrices
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.
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Matrices inversibles

Inverse d'une matrice

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,
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Matrices inversibles

Inverse d'une matrice

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,

20 1)

= O
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Matrices inversibles

Inverse d'une matrice

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,

100
/2:((1)(1’) 5= 010
00 1
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Matrices inversibles

Inverse d'une matrice

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,

1 00
12:((1) (1)) Is= 0 1 0 | etc.
0 01
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,
1 00
12:((1) (1)) Is= 0 1 0 | etc.
0 01

Une matrice M € M,, est inversible,
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,
1 00
12:((1) (1)) Is= 0 1 0 | etc.
0 01

Une matrice M € M,, est inversible,
s’il existe une matrice N € M,, telle que :

MN = NM = 1,
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Dans M, on appelle matrice identité, la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

Notation : /,
1 00
12:((1) (1)) Is= 0 1 0 | etc.
0 01

Une matrice M € M,, est inversible,
s’il existe une matrice N € M,, telle que :

MN = NM = 1,

. -1
NOtatlon . N - M ﬁPARIS DESCARTES
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Proposition : Si une matrice M € M,, est inversible :
1. Son inverse M~ " est unique.
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Proposition : Si une matrice M € M,, est inversible :
1. Son inverse M~ " est unique.
2. (M) =M
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Proposition : Si une matrice M € M,, est inversible :
1. Son inverse M~ " est unique.
2. (M) =M

3. Si N e M, est inversible : (MN)_1 =N

M—l
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Regles élémentaires

Pour calculer I'inverse d’une matrice, on peut :
» Permuter des lignes
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Regles élémentaires

Pour calculer I'inverse d’une matrice, on peut :
» Permuter des lignes

» Multiplier une ligne par un nombre non nul

» Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Regles élémentaires

Pour calculer I'inverse d’une matrice, on peut :
» Permuter des lignes

» Multiplier une ligne par un nombre non nul
» Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres

» Ces opérations peuvent également se faire sur les
colonnes
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Regles élémentaires

Pour calculer I'inverse d’une matrice, on peut :
» Permuter des lignes

» Multiplier une ligne par un nombre non nul
» Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres

» Ces opérations peuvent également se faire sur les
colonnes

On appelle ces regles : regles élémentaires
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0
Soit a calculer I'inverse de la matrice : 2 11
6
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0
Soit a calculer I'inverse de la matrice: | 2 1 1
6
On écrit :
1 -50|{1 00
2 1 1/010
6 2 4/0 01
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0
Soit a calculer I'inverse de la matrice: | 2 1 1
6
On écrit :
1 -50|{1 00
2 1 1/010
6 2 4/0 01

Reégle du jeu : Transformer la matrice de gauche en la

matrice de droite, en n’appliquant que des regles
élémentaires.
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

SN P
N -
~ P O
o O
o B O
= O O
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -50/1 00

2 1 1/0 10

6 2 4/0 01
L2 hasd L2 - 2L1
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -50/1 00

1 1/0 10

6 2 4/0 01
L2 ‘W’Lz —2L1

1 -50 100
11 1|-2 1 0
6 2 4| 0 01
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 100
0 11 1{-2 1 O
6 2 4| 001
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 100
0 11 1{-2 1 O
6 2 4| 001

L3 ‘W’L3 - 6L1
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -50 1 0O

0 11 1|-2 1 O

6 2 4| 0 01
L3 hadd L3 - 6L1

1 -50f 100
11 1|-2 1 0

0 32 4/-6 01
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 100
0 11 1{-2 1 O
0 32 4/-6 01
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 100
0 11 1{-2 1 O
0 32 4/-6 01

32
L3y~ L3 —337L;
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 100
0 11 1{-2 1 O
0 32 4/-6 01

32
L3 hosd L3 - ﬁLZ

011 1| -2 1 0
12| _2 _3
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

0 11 1| -2 10
0 o0 /-2 _3
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

0 11 1, -2 10

0 i1 | ~11 ~11

L2 ‘W‘)LZ - ﬁl‘?)
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

0 11 1, -2 10

0 1|~ 1
11
LZW‘)LZ—ﬁL?)
1 -5 0 1 0 0
11 11 11
o1 o)-% Y -
0 0 I |—-17 -1 1
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 1 0

11 11 11
SO S S =
0 Oﬁ—ﬁ —3I1 1
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 -5 0 1 0

11 11 11
SO S S =
0 Oﬁ—ﬁ —3I1 1

5
Ly~ L+ 3L
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1
0
0

Paris Descartes

-5 0| 1
11 o|-%
12 2

0 T|-1
5
L1W>L1+11
0 0| ¢
11 0|-%
12 2

0 iT|-11
2012 — 2013

Inverse d'une matrice

11

12
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

Inverse d'une matrice

1 5 5
1 0l & 3 -1
11 11 11
12 2 32
0 Sl v v
ﬂ PARIS DESCARTES
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1
0
0

1
ol 8
0 -%

121 _2

11 11

1
LZMﬁLZ
2012 — 2013

-
=

W[~
|NW|n—‘w|u1

Inverse d'une matrice
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1
1 o| 2
011 of-%
12 2
0 |11
1
LZMﬁLZ
11
L3W'>ﬁL3

Inverse d'une matrice
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 5 5
SO I S B -
o 02|t 2 %
0 0 7|7 -1 1
1
LZMﬁLZ
11
L3W"ﬁL3
1 5 5
L% e 5 p
0197 3 n
001]-§ -3 1.
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

o N
I
.

RO O
wW|oo Wl w|u
=
N

ﬂ PARIS DESCARTES



Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

15 0 R
: S
2 20 -5
@) 2 4
-2 -32 11
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 1 5
1 —5 0 ? —1—12
6 6 2

N N wlowlrkwlu
=
[

- (%)

I
N
I
w
N

Inverse d'une matrice

1x2+(=5)x(=2)=12
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Matrices Inverse d'une matrice

Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

1 1 5
1 —5 0 ? —1—12
6 6 2

N N wlowlrkwlu
=
[

- (%)

|
N

|
w
N
=
=

1x20+(-5)x(4)=0
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Inverse d'une matrice
Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

SN
I
[

RO O

N wloowlkw|lu
=
N

I
VY
ol
—

|

N

o
|

|_I
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Matrices inversibles

Calcul de I'inverse

Paris Descartes

RO O

3 _5
3 12
1 _1
3 12
8 11
3 12
2 20
-2 4
-2 =32
etc.
2012 — 2013

Inverse d'une matrice
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Matrices Inverse d'une matrice

Johann Carl Friedrich Gauf

//(L_
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Matrices Systémes linéaires

On appelle systeme linéaires de n éguations a p inconnues,
un systeme du type :

apiXy tapXy +-r+apX, = b
ay1X1 +axpXy +-er+apX, = b
an1X1+an1X2+"'+aanp = bn
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Matrices Systémes linéaires

On appelle systeme linéaires de n éguations a p inconnues,
un systeme du type :

apiXy tapXy +-r+apX, = b
ay1X1 +axpXy +-er+apX, = b
an1X1+an1X2+"'+aanp = bn

La matrice A = (aij)1<i<n s'appelle la matrice du systeme.
15<p
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Matrices Systémes linéaires

On appelle systeme linéaires de n éguations a p inconnues,
un systeme du type :

apiXy tapXy +-r+apX, = b
ay1X1 +axpXy +-er+apX, = b
an1X1+an1X2+"'+aanp = bn

La matrice A = (aij)1<i<n s'appelle la matrice du systeme.
15<p

Le n-uplet (by, by, -+, b,) est le second membre du systeme.
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Ecriture matricielle d’un systéme

X1 b,
X2 b,
On pose : X = : et B= )
Xp b,
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Ecriture matricielle d’un systéme

X1 by
X2 b,
On pose : X = : et B=
Xp b,
a11X1+812X2+'--+alep = bl
. axiX1ptanXy +-r-+axypXx, = b
Le systeme : ) i
Ap1X1 +apiXo +---+ anpxp = bn
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Ecriture matricielle d’un systéme

X1 b]_
X2 b,
On pose : X = : et B=
Xp b,
a11X1+812X2+'--+alep = bl
. axiX1ptanXy +-r-+axypXx, = b
Le systeme : ) i
Ap1X1 +apiXo +---+ anpxp = bn
S’écrit : AX=B
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Si la matrice A du systeme est inversible, le systeme a alors
une seule solution :

AX=B < X=A'B
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple

Soit a résoudre le systeme :

X—y+2z = 5
3x+2y+z = 10
2x—-3y—-2z = -10
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple

Soit a résoudre le systeme :

X—y+2z = 5
3x+2y+z = 10
2x—-3y—-2z = -10

Ecriture matricielle :

1 -1 2 X 5
3 2 1 y | = 10
2 -3 =2 z -10
ﬂ PARIS DESCARTES



Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
3 2 1| 10
2 -3 —2|-10

Exemple

ﬂ PARIS DESCARTES



Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
3 2 1| 10
2 -3 —2|-10

Exemple
L2 hasd L2 - 3L1
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
3 2 1| 10
2 -3 —2|-10

Exemple
L2 hatd L2 - 3L1
L3 hadd L3 - 2L1
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
Exemple
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée
5
-5
-20

Exemple

1 -1 2
0O 5 -5

0 -1 -6
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée
5
-5
-20

Exemple

1 -1 2
0O 5 -5

0 -1 -6

1
Ly - 5L,
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée
5
-5
-20

Exemple

1 -1 2
0O 5 -5

0 -1 -6

Ly~ %Lz
1 -1 2 5
0 1 -1 -1
0 -1 -6|-20
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
0 1 -1| -1
0 -1 —-6|-20

Exemple
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
0 1 -1| -1
0 -1 —-6|-20

Exemple
Ll hasd Ll —+ L2
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
0 1 -1| -1
0 -1 —-6|-20

Exemple
Ll hasd Ll —+ L2
L3 hadd L3 + L2
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
1 -1 2 5
0 1 -1| -1
0 -1 —-6|-20

Exemple
Ll hasd Ll —+ L2
L3 hadd L3 + L2

1 0 1 4
01 -1| -1
0 0 -7|-21
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
10 1 4
01 —-1| -1
0 0 —-7|-21

Exemple
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
10 1 4
01 —-1| -1
0 0 —-7|-21

Exemple
1
L3 hasd —7L3
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Systémes linéaires

Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple
10 1 4
01 -1| -1
0 0 -7|-21
L3 ~wy — %L3
10 1 4
01 -1|-1
00 1 3
ﬂPARIS DESCARTES
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple
10 1 4
01 -1|-1
00 1 3
Ly~Ly—Ls
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple
10 1 4
01 -1|-1
00 1| 3
L1W>L1—L3
LZW*’L2+L3
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Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une
matrice carrée

Exemple

(ol S Ne)
= O O

~
oOoOoRr

wWN B
N—

ﬂ PARIS DESCARTES



Matrices Systémes linéaires

Résolution d’un systeme linéaire : cas d’'une

matrice carrée
Exemple

Soit a résoudre le systeme :

X—y+2z = 5
3x+2y+z = 10
2x—-3y—-2z = -10

La solution est: (x,y,z)=(1,2,3)
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Application linéaire

Soit : E un espace vectoriel de dimension p et un espace
vectoriel de dimension n
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Application linéaire

Soit : E un espace vectoriel de dimension p et un espace
vectoriel de dimension n

Une application f : E—— F est dite linéaire si :
1. VX,yeE, f(X+y)=FfX)+f(y)
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Application linéaire

Soit : E un espace vectoriel de dimension p et un espace
vectoriel de dimension n

Une application f : E—— F est dite linéaire si :
1. VX,yeE, f(X+y)=FfX)+f(y)

2. VX€E, VaeR, f(a.X)=a.f(X)
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Application linéaire

Soit : E un espace vectoriel de dimension p et un espace
vectoriel de dimension n

Une application f : E—— F est dite linéaire si :
1. VX,yeE, f(X+y)=FfX)+f(y)

2. VX€E, VaeR, f(a.X)=a.f(X)

Proposition : Une application f entre deux espaces
vectoriels est linéaire si, et seulement si :

VX,y€eE, VaeR, f(aX+y)=af(X)+f(y)
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Application linéaire

Exemples

f. R R

(x,y,z2) — (X+y,y+z,x-22)

3
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Application linéaire

Exemples

f: R —_— R>

(x,y,z2) — (X+y,y+z,x-22)

fr R R’

(x,y,2) — (x-y,y+22)
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Application linéaire

Exemples

f: R —_— R>

(x,y,z2) — (X+y,y+z,x-22)

fr R R’

(x,y,2) — (x-y,y+22)
f: RX] — R[X]

P — P(1)

ﬂ PARIS DESCARTES



Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit

» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit
» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.

> Fun espace vectgriel de dimension n et
B ={by,by,:--+,b,} une base de F.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit
» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.

> Fun espace vectgriel de dimension n et
B ={by,by,:--+,b,} une base de F.

» f . E—— F une application linéaire.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit
» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.

> Fun espace vectgriel de dimension n et
B ={by,by,:--+,b,} une base de F.

» f . E—— F une application linéaire.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit
» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.

> Fun espace vectgriel de dimension n et
B ={by,by,:--+,b,} une base de F.

» f . E—— F une application linéaire.

ﬁ PARIS DESCARTES



Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit
» E un espace vectoriel de dimension p et
Bg = {&,,d;,---,3dp} une base de E.

> Fun espace vectgriel de dimension n et
B ={by,by,:--+,b,} une base de F.

» f . E—— F une application linéaire.

Vj,(1<j<p), f(@)eF = 3ay(1<i<n) :f(@)=) b
ﬁ PARIS DESCARTES



Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

La matrice : (O(,-j)ls,-sn s’appelle la matrice de I'application
1<j<p
linéaire f.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

La matrice : (O(,-j)ls,-sn s’appelle la matrice de I'application
1<j<p
linéaire f.

Important : Les nombres aj; dépendent :
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

La matrice : (O(,-j)ls,-sn s’appelle la matrice de I'application
1<j<p
linéaire f.
Important : Les nombres aj; dépendent :
» de |I'application linéaire f.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

La matrice : (O(,-,-)15i5n s’appelle la matrice de I'application
1<j<p
linéaire f.

Important : Les nombres aj; dépendent :
» de |I'application linéaire f.

» des bases choisies dans les espaces vectoriels E et F.
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Calcul

Soit :
f : E—— F est une application lin¢aire, Bg = {31,3,,-++,3dp}
une base de E et B = {b;,b,,---,b,} une base de F.

f(@,) f(dz)--- f(?p)

[ )

M ap;p O e O1p \ by
(f,Be,Bg) — A1 Opp - O{2p b2
Gn1 Opz2 =+ Opp b
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit E=F=R>, B= {&,,8&,, 83} la base canonique et
3 3, .
f: R — R, 'application :

fF. R R

x,y,2) — (X+y,y+2,x-22)

3
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Matrice d'une application linéaire

Soit E=F=R’, B={8;,8,,8;} la base canonique et
f:R—s IR23, I"application :
f: R — R’
(X.y.2) — (x+y,y+z,x-22)

f(81)=f(1,0,0)=(1,0,1)=28; +&;
f(éz):f(O,l,O):(1,1,0):é1+éz

ﬂ PARIS DESCARTES
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Applications linéaires
Matrice d'une application linéaire

Soit E=F=R>, B= {&,,8&,, 83} la base canonique et
3 3, .
f: R — R, 'application :

fF. R R

x,y,2) — (X+y,y+2,x-22)

3

f(81)=f(1,0,0)=(1,0,1) =21 + &5
f(8,)=f(0,1,0)=(1,1,0)=2; +8&,
f(@3)=f(0,0,1)=(0,1,=2) =8, — 2.85

f(&1)f(&2)f(&3)

i’ 1 1

1 1 0) &

0 1 1 |z&,

1 0 -2 ) &

ﬂ PARIS DESCARTES



Soit E, F, G trois espaces vectoriels de bases respectives
Be, Bg, Bg
etf: E— Fetg: F— G deux applications linéaires.

Théoreme : M(g"frBErBG) = M(grBFfBG)M(f'BErBF)
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Dans R?, base canonique : B= {&;, 8,} et X=28;+38&,
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,

B ={U,, Uy} avec U;=28;+8, U,=38;+28,
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,

B ={U,, Uy} avec U;=28;+8, U,=38;+28,

X =aq1l; + oy,
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,

B ={U,, Uy} avec U;=28;+8, U,=38;+28,

X =aq1l; + oy,
= 01(281 + &) + a(38; + 28,)
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,
/ - - - -
B ={U;, U,} avec U;=28;+8, U,=238;+28&,
X =aq1l; + oy,

= 011(2@1 + éz) + a2(3é1 + 2@2)
= (20{1 + BGz)él + (a]_ + 20{2)62
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Dans R?, base canonique : B= {&;, 8,} et X=28;+38&,
B ={U,, Uy} avec U;=28;+8, U,=38;+28,
X =aq1l; + oy,

= 01(281 +8;) + a(38; + 28&,)

= (20{1 + BGz)él + (a]_ + 20{2)62

20{1+3O(2 = 2
O(1+20{2 = 3
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Dans R?, base canonique : B= {&;, 8,} et X=28;+38&,
B ={U,, Uy} avec U;=28;+8, U,=38;+28,
X =aq1l; + oy,

= 01(281 +8;) + a(38; + 28&,)
= (20{1 + BGz)él + (a]_ + 20{2)62

200 + 30, = 2 PN 2 3 o\ (2
a,+2a, = 3 1 2 a, )\ 3
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,
/ - - - -
B ={U;, U,} avec U;=28;+8, U,=238;+28&,
X =aq1l; + oy,

= 01(281 +8;) + a(38; + 28&,)
= (20{1 + 30{2)é1 + (a]_ + 20{2)62

200 + 30, = 2 PN 2 3 o\ (2
a,+2a, = 3 1 2 a, )\ 3

Soit E un espace vectoriel, B et B’ deux bases de E
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2 . - - - - -
Dans R”, base canonique : B={&, é;} et X=28;+38&,
/ - - - -
B ={U;, U,} avec U;=28;+8, U,=238;+28&,
X =aq1l; + oy,

= 01(281 +8;) + a(38; + 28&,)
= (20{1 + 30{2)é1 + (a]_ + 20{2)62

200 + 30, = 2 PN 2 3 o\ (2
a; + 2(12 = 3 1 2 as o 3
Soit E un espace vectoriel, B et B’ deux bases de E

Si un vecteur X € E s’écrit comme le vecteur colonne X dans B
et le vecteur colonne X’ dans B’ il existe une matrice P telle
que :

X =PX’
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Changement de bases
Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base
B=(8y,33,:+,3p).
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Matrice de passage

Changement de bases

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base
B=(8y,33,:+,3p). ) L )
Soit une nouvelle base de E: B = (d1,35,+++,a,)

ﬂ PARIS DESCARTES
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Changement de bases
Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base
B=(81,8z,-"+,dp) ) ,
Soit une nouvelle base de E: B = (d1,35,+++,a,)

On appelle matrice de changement de base, de la base B a la
’ . ) iy
base B, la matrice de I'identité :

Id : (E,B')— (E, B)
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Changement de bases
Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel muni d’'une base
B=(81,83,+,dp)- ) y ,
Soit une nouvelle base de E: B = (d1,35,+++,a,)

On appelle matrice de changement de base, de la base B a la
’ . ) iy
base B, la matrice de I'identité :

Id : (E,B')— (E, B)

-/ -/ -/

al az cee an

l ! l
11 012 O1p ai
a1 022 a2p az
On1 Opz2 o+ Opp dn
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 1

Soit E = R3[X], I'espace vectoriel des polyn6mes de degré au
plus 3 et B= {1,X,X2,X3} sa base canonique.
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 1

Soit E = R3[X], I'espace vectoriel des polyn6mes de degré au
plus 3 et B= {1,X,X2,X3} sa base canonique.

Soit:Pp=1—=X, PL=1+X, P,=X>=X>, P3=X*+2X°
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Matrice de passage

Exemple 1

Changement de bases

Soit E = R3[X], I'espace vectoriel des polyn6mes de degré au
plus 3 et B= {1,X,X2,X3} sa base canonique.

Soit:Pp=1—=X, PL=1+X, P,=X>=X>, P3=X*+2X°

Exercice : B = {Py,P;,P5,P3} est une base de E.

ﬁ PARIS DESCARTES
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 1

Soit E = R3[X], I'espace vectoriel des polyn6mes de degré au
plus 3 et B= {1,X,X2,X3} sa base canonique.

Soit:Pp=1—=X, PL=1+X, P,=X>=X>, P3=X*+2X°
Exercice : B = {Py,P;,P5,P3} est une base de E.

La matrice de passage de B a B est:

11 00O
-11 00
00 11
0 0 -1 2
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E

Soit P; la matrice de passage de la base B a la base B et P, la
matrice de passage de la base B’ a la base B.
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E

Soit P; la matrice de passage de la base B a la base B et P, la
matrice de passage de la base B’ a la base B.

» P, est la matrice de |'application Id : (E, B') — (E, B)
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E

Soit P; la matrice de passage de la base B a la base B et P, la
matrice de passage de la base B’ a la base B.

» P, est la matrice de |'application Id : (E, B') — (E, B)
» P, est la matrice de I"application Id : (E, B) — (E, B')
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E

Soit P; la matrice de passage de la base B a la base B et P, la
matrice de passage de la base B’ a la base B.

» P, est la matrice de |'application Id : (E, B') — (E, B)
» P, est la matrice de I"application Id : (E, B) — (E, B')
Donc P,P, est la matrice de Id : (E, B) — (E, B)
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Changement de bases
Matrice de passage

Remarque : Si on conserve la méme base, la matrice de
passage est la matrice identité.

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B=(3;,3d5,--+,3,)
et B =(37,35,-+-,3,) une nouvelle base de E

Soit P; la matrice de passage de la base B a la base B et P, la
matrice de passage de la base B’ a la base B.

» P, est la matrice de |'application Id : (E, B') — (E, B)
» P, est la matrice de I"application Id : (E, B) — (E, B')
Donc P,P, est la matrice de Id : (E, B) — (E, B)
PPy =1p
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Changement de bases
Matrice de passage

7 b . — — — 4 =/ =/ -/
Theéoreme : Si B=(8;,38,,+++,da,) et B =(ay,a,,--+,8,) sont
deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n,
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Changement de bases
Matrice de passage

7 b . — — — 4 =/ =/ -/
Theéoreme : Si B=(8;,38,,+++,da,) et B =(ay,a,,--+,8,) sont
deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n,

» La matrice P, ayant pour colonne i les coordonnées du
-/ - . .
vecteur &; sur la base {&;}1<j<pn) est inversible.
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Changement de bases
Matrice de passage

7 b . — — — 4 =/ =/ -/
Theéoreme : Si B=(8;,38,,+++,da,) et B =(ay,a,,--+,8,) sont
deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n,

» La matrice P, ayant pour colonne i les coordonnées du
-/ - . .
vecteur &; sur la base {&;}1<j<pn) est inversible.

-1
> P=Miys 5 P~ =Miqss)

ﬂ PARIS DESCARTES



Changement de bases
Matrice de passage

7 b . — — — 4 =/ =/ -/
Theéoreme : Si B=(8;,38,,+++,da,) et B =(ay,a,,--+,8,) sont
deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n,

» La matrice P, ayant pour colonne i les coordonnées du
-/ - . .
vecteur &; sur la base {&;}1<j<pn) est inversible.
-1
> P=Miys 5 P~ =Miqss)
» Si X est la matrice colonne des coordonnées dans la base

’ - / .
B d’'un vecteur X € E et X' est la matrice colonne des
P / A -
coordonnées dans la base B du méme vecteur X :
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Changement de bases
Matrice de passage

7 b . — — — 4 =/ =/ -/
Theéoreme : Si B=(8;,38,,+++,da,) et B =(ay,a,,--+,8,) sont
deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n,

» La matrice P, ayant pour colonne i les coordonnées du
-/ - . .
vecteur &; sur la base {&;}1<j<pn) est inversible.
-1
> P=Miys 5 P~ =Miqss)
» Si X est la matrice colonne des coordonnées dans la base

’ - / .
B d’'un vecteur X € E et X' est la matrice colonne des
P / A -
coordonnées dans la base B du méme vecteur X :

X=PX et X =p'x
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Matrice de passage

Exemple 2

Changement de bases

Soit I'espace vectoriel R rapporté a sa base canonique
{&,,8,,85}.

Soit les trois vecteurs :
81=(2,-1,1) & =(1,2,-1) &5=(1,1,-3).
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Matrice de passage

Exemple 2

Changement de bases

Soit I'espace vectoriel R rapporté a sa base canonique
{&,,8,,85}.

Soit les trois vecteurs :
81=(2,-1,1) & =(1,2,-1) &5=(1,1,-3).

Exercice 1 : B = {&], &5, 85} forment une base de R’
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 2

Soit I'espace vectoriel R rapporté a sa base canonique
{&,,8,,85}.

Soit les trois vecteurs :
81=(2,-1,1) 8=(1,2,-1) &=(1,1,-3).
Exercice 1 : B = {&], &5, 85} forment une base de R’

Exercice 2 : Trouver les coordonnées du vecteur U = (2, 3, 4)
-/ ! s/
dans la base : {é1,&,,&3}
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 2

Soit I'espace vectoriel R rapporté a sa base canonique
{&,,8,,85}.

Soit les trois vecteurs :
81=(2,-1,1) 8=(1,2,-1) &=(1,1,-3).
Exercice 1 : B = {&], &5, 85} forment une base de R’

Exercice 2 : Trouver les coordonnées du vecteur U = (2, 3, 4)
-/ ! s/
dans la base : {é1,&,,&3}

. . N /
La matrice de passage de la base canonique a la base B est:

2 1 1
p= -1 2 1
1 -1 -3
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 2
Exercice 3 : L'inverse de la matrice P est :
5 =2 1

prlo(=)| 2 7 3
(33) 1 -3 -5
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Changement de bases
Matrice de passage

Exemple 2
Exercice 3 : L'inverse de la matrice P est :
1 5 -2 1
Pl=(=)l2 7 3
13701 -3 -5
u=(2,3,4).
Soit (x',y’, Z') les coordonnées de T dans la base 5,
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Matrice de passage

Exemple 2

Changement de bases

Exercice 3 : L'inverse de la matrice P est :

» 1 5 -2 1
P :(—) 2 7 3
13701 -3 -5

u=(2,3,4).
Soit (x',y’, Z') les coordonnées de T dans la base 5,

X (2 1 (5 -2 1 2 1
() (33 2) ()|

Paris Descartes

2012 — 2013

8
37
=27
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Changement de bases
Matrice de passage

Effet sur une matrice

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base

B=(8,,3p,:-+,3,) et B':(é'l,é'z,---,é;,) une nouvelle base
de E
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Changement de bases
Matrice de passage

Effet sur une matrice

Soit E un espace vector/iel de/ dirpension/n, muni d’'une base
B=(8,,35,:++,3,) et B =(a1,38,,-:+,8,) une nouvelle base
de E

Soit M la matrice d’une application linéaire f de E dans E dans
la base B
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Changement de bases
Matrice de passage

Effet sur une matrice

Soit E un espace vectoriel de dimension/n, muni d’'une base
B=(8,,3p,:-+,3,) et B':(é'l,é;,--- ,d,) une nouvelle base
de E

Soit M la matrice d’une application linéaire f de E dans E dans
la base B

Proposition : Si P est la matrice de passage de la base B a la
base B’, la matrice :
M =P tmMP

est la matrice de I'application f dans la base B
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Rang d'une matrice
Rang d’'une matrice

On appelle rang d’une matrice M :
» Le rang du systeme de vecteurs colonnes de M.
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Rang d'une matrice
Rang d’'une matrice

On appelle rang d’une matrice M :
» Le rang du systeme de vecteurs colonnes de M.
» Le rang du systeme de vecteurs lignes M.
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Rang d'une matrice
Rang d’'une matrice

On appelle rang d’une matrice M :
» Le rang du systeme de vecteurs colonnes de M.
» Le rang du systeme de vecteurs lignes M.

Pour calculer le rang d’'une matrice, on applique les regles
élémentaires au systeme de vecteurs colonnes (ou lignes).
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Rang d'une matrice
Rang d’'une matrice

On appelle rang d’une matrice M :
» Le rang du systeme de vecteurs colonnes de M.
» Le rang du systeme de vecteurs lignes M.

Pour calculer le rang d’'une matrice, on applique les regles
élémentaires au systeme de vecteurs colonnes (ou lignes).

Une matrice carrée de dimension n est de rang n si et
seulement si elle est inversible.
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Calcul de déterminants

Calcul de déterminants
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Calcul de déterminants

0 Déterminants
@ Définition
@ Propriétés des déterminants
@ Déterminants 3 x 3
@ La régle de Sarrus
@ Définition générale des déterminants
@ Déterminants et opérations élémentaires
@ Déterminant d’'une matrice carrée
@ Développement d'un déterminant
@ Conditions pour qu’une matrice soit inversible
@ Calcul des déterminants
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Calcul de déterminants Définition

Soit : E espace vectoriel de dimension 2 et B = (&;, &,) une
base de E.
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Calcul de déterminants Définition

Soit : E espace vectoriel de dimension 2 et B = (&;, &,) une
base de E.

U=x181+y18; et V=2Xx38;+Y7&
deux vecteurs de E.
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Calcul de déterminants Définition

Soit : E espace vectoriel de dimension 2 et B = (&;, &,) une
base de E.

U=x181+y18; et V=2Xx38;+Y7&
deux vecteurs de E.

On appelle déterminant de (U, V) dans la base B le nombre
réel :
X1 X2

DetB(U, \7) — yl y2

=X1¥Y2 —Y1X2
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

Proposition : Le déterminant vérifie les assertions
suivantes :

1. Pour tout vecteur U = x;&; +y;&, de E,

Dety(T, I) = 0
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

Proposition : Le déterminant vérifie les assertions
suivantes :

1. Pour tout vecteur U = x;&; +y;&, de E,

Dety(T, I) = 0
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

Proposition : Le déterminant vérifie les assertions
suivantes :

1. Pour tout vecteur U = x;&; +y;&, de E,

Dety(T, I) = 0

X1 X1

=X —yix1=0
Vi Y1 1¥Y1 —Yi1X1

ﬁ PARIS DESCARTES



Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

2. Pour tous vecteurs U = X181 + Y185, V= Xx,8; + y,6, de E,
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

2. Pour tous vecteurs U = X181 + Y185, V= Xx,8; + y,6, de E,

X1 X
Y1 ¥

X X

=X —VoX7 = —
Vs Y1 2¥1 —YaX1
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

3. Soient:
U:X]_él +y1é2, V:X2é1 —l—yzéz et W:X3é1 —|—y3é2 (S E,
aetBeR:
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Calcul de déterminants

Propriétés des déterminants

3. Soient:
U:X]_él +y1é2' V:X2é1 —l—yzéz et W:X3é1 —|—y3é2 (S E,
aetBeR:

Detyz(U, av + Bw
Detg(at + BV, W)

S
_|_
=
O
M
@
=
S
s

Paris Descartes
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Calcul de déterminants

3. Soient:

Propriétés des déterminants

U:X]_él +y1é2' V:X2é1 —l—yzéz et W:X3é1 —|—y3é2 €E,
aetBeR:

Detyz(U, av + Bw
Detg(at + BV, W)

X1 QaXy+ BX3
y1 ay2+Bys

Paris Descartes

2012 — 2013

S
_|_
=
O
M
@
=
S
s

x1(ay; +By3) — y1(ax; + Bx3)
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Calcul de déterminants

Propriétés des déterminants

3. Soient:
U:X]_él +y1é2' V:X2é1 —l—yzéz et W:X3é1 —|—y3é2 (S E,
aetBeR:

Detyz(U, av + Bw
Detg(at + BV, W)

S
_|_
=
O
M
@
=
S
s

X1 OXy +ﬁX3
y1 ay,+Bys

x1(ay; +By3) — y1(ax; + Bx3)

a(X1y2 —y1X2) + B(X1Y3 — Y1X3)
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Calcul de déterminants

Propriétés des déterminants

3. Soient:
u :Xlél +y1é21 v :XZél —l—yzéz etw :X3é1 —|—y3é2 (S E,
aetBeR:
Dety(U, av + Bw) = aDetg(U, v)+ B Detg(U, W),
Detz(at + Bv, w) = aDetgz(U, W)+ B Detg(V, w);

X1 OXy + BXx3

Y1 ay,+BYa x1(ay2 + Bys) —y1(ax; + BX3)
= a(X1y2 —Y1X2) +B(X1y3 — ¥1X3)
_ ot X2 X1 X3
Y1 2 Y1 y3
ﬁ PARIS DESCARTES
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é’z) est une autre base de E, alors :
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :

Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :

Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)

- !/ o/ / / - !/ o/ / /
U=x181+y18, et V=x3€;+y,8
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :

Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)
O=x181+y18, et V=x38]+y8

Dety(l, V) = Detg(x18] +y185, X28] +y283)
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :
Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)
U=x18]+y18, et V=x58]+y58)

Dets(D, V) = Dety(x18] +Yy183, X281 +Y285)
/ 7/ /7 7/ ! 7/ /7 /7 ! 7/ /7 7/
x1Detg(81, X281 +y287) +y1Detp(€;, X281 +y7€5)
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :
Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)
O=x187+y18, et V=x387+Yyr8)
Dets(D, V) = Dets(x18] +y185, X581 +2&)

/ 7/ /7 7/ ! 7/ /7 /7 ! 7/ /7 7/
x1Detg(81, X281 +y287) +y1Detp(€;, X281 +y7€5)
VA4 ! 7 VA4 - 7/
x1y,Detp (81, &) +y1x,Detp(€;, 1)
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

4.SiB = (é'l, é'z) est une autre base de E, alors :

Dety(0, V) = Dety (T, V) Dety(8, 85)
O=x187+y18, et V=x387+Yyr8)

Dety(T, V) = Dety(x181 +y187, X281 +Y583)
= x1Dety(81, X,81 +Y283) + y1Dety(82, X281 +y283)
= xyy5Dety(8],8) + y1x;Dety(85, 81)
— Det, (U, V) Detg(8], &)
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Calcul de déterminants Propriétés des déterminants

Corollaire : Si B= {&;, é,} est une base de E : deux
vecteurs, U et V sont colinéaires si, et seulement si :
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Soit B= {&;, &,, &3} une base de I'espace vectoriel E.

Soient Uy, U, et U3 des vecteurs de E. Pouri€ {1,2,3}, on
note (x;, y;, z;) des coordonnées de U; dans la base B.
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Soit B= {&;, &,, &3} une base de I'espace vectoriel E.

Soient Uy, U, et U3 des vecteurs de E. Pouri€ {1,2,3}, on
note (x;, y;, z;) des coordonnées de U; dans la base B.

On appelle déterminant de (U4, U,, U3) dans la base B le
nombre réel :

X1 X2 X3

Yi Y2 Y3
Z1 Z Z3

DetB(Ul, Uz, U3)

X1Y22Z3 +X2Y321 +X3Y122 — Z1Y2X3 — 22Y3X1 — Z3Y1X2

Y2 Y3
Yz, z3

X2 X3
Z2 Z3

Xy X3

N Y2 Y3

+ 2z
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Proposition : Une base étant choisie dans E, de dimension 3,
le déterminant de trois vecteurs de E vérifie :

1. Soient U et v des vecteurs de E.

-

Dety (T, U, ¥) = Detg(T, ¥, ) = Dety(, ¥, 7) = 0
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Proposition : Une base étant choisie dans E, de dimension 3,
le déterminant de trois vecteurs de E vérifie :

1. Soient U et v des vecteurs de E.

Dety(U, U, V) = Detg(U, v, U) = Detg(U, v, V) =0
2. Soient U, V et W des vecteurs de E.

-

Detg(U, v, W) = —Detyz(V, U, W) = Detg(V, W, U)
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Proposition : Une base étant choisie dans E, de dimension 3,
le déterminant de trois vecteurs de E vérifie :

1. Soient U et V des vecteurs de E.

Dety(U, U, V) = Detg(U, v, U) = Detg(U, v, V) =0
2. Soient U, V et W des vecteurs de E.

Dety(U, V, W) = —Dety(V, U, W) = Detg(V, W, U)

3. Soient U, V, W et X des vecteurs de E, a et B des nombres réels :

Detg(ali+Bv,w,X) = aDetg(U, w, X)+ B Detg(V, W, X)
Detg(U, av + B, X) = aDetg(U, Vv, X)+ BDetg(U, W, X)
Detg(U, v, aw + BX) = aDetg(U,V, W)+ BDetg(U, v, X)
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Proposition : Une base étant choisie dans E, de dimension 3,
le déterminant de trois vecteurs de E vérifie :

1. Soient U et v des vecteurs de E.

-

Dety(U, U, V) = Detg(U, v, U) = Detg(U, v, V) =0
2. Soient U, V et i des vecteurs de E.
Dety(U, V, W) = —Dety(V, U, W) = Detg(V, W, U)
3. Soient U, V, W et X des vecteurs de E, a et B des nombres réels :
Detg(ali+Bv,w,X) = aDetg(U
Detg(U, av+ B, X) = aDetg(U,
X) = aDetg(U

.
W,

v
V, W) + B Dety(T, 7, X) .

’

4. SiB = (é’l, é'z, ég) est une autre base de E, pour tout (T, v, W) de
vecteurs de E,

Dety(, ¥, i) = Det (T, V, W) Dety (87, 85, 83)
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Calcul de déterminants Déterminants 3 x 3

Corollaire : Soit B = (&;, &, €3) une base de E : trois vecteurs
4, v, W, sont coplanaires si, et seulement si :

DetB(U, \7, W) - 0
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Calcul de déterminants La régle de Sarrus

Soit B= {&;, &,, &3} une base de I'espace vectoriel E.

Soient Uy, U, et U3 des vecteurs de E. Pour i€ {1,2,3}, on
note (x;, y;, z;) des coordonnées de U; dans la base B.

On appelle déterminant de (U4, U,, U3) dans la base B le
nombre réel :

X1 X2 X3

Yi Y2 Y3
Z1 Z Z3

DetB(Ul, Uz, U3)

X1Y22Z3 +X2Y321 +X3Y122 — Z1Y2X3 — 22Y3X1 — Z3Y1X2

Y2 Y3
Yz, z3

X2 X3
Z2 Z3

Xy X3

N Y2 Y3

+ 2z
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Calcul de déterminants

Paris Descartes

Y1

Y,

\\yz,

2

%’

. Y%

La régle de Sarrus

=YX

— X1 5Y3

V%4

XYz

Sy Y, 2%,

+2,%Y5

2012 — 2013
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Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

ﬂ PARIS DESCARTES



Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {Uq, Uy, -+, Up},
On admet :
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Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :

Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
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Définition générale des déterminants
Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :

Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
1. Vi(1<i<n), VVeE, VaeR":
@@y, Uy, -, 00+ 7,2+, Up) =

—

a¢(allu21'.'IUiII'.'Ian)+¢(UllUZI'.'Ivl.'.lun)
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Définition générale des déterminants
Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :

Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
1. Vi(1<i<n), VVeE, VaeR":
@@y, Uy, -, 00+ 7,2+, Up) =

—

a(P(Ul,uzl...,Ui”...’Un)+(p(a1,az’...,\'/',...,un)

2. Sipouri#j, Ui:Ujr (p((‘jl,...'UI.,...,U].,...,U”)ZO
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Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :
Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
1. Vi(1<i<n), VVeE, VaeR":
@y, Uy, -+, QU+ V, -+, Up) =

—

a(P(Ul,uzl...,Ui”...’Un)+(p(a1,az’...,\'/',...,un)

2. Sipouri#j, Ui:Ujr (P(Ul""'Ui""rUj,“"Un)ZO
3. (P(él,éz,...,en) 1

11
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Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :
Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
1. Vi(1<i<n), VVeE, VaeR":
@y, Uy, -+, QU+ V, -+, Up) =

—

a¢(allu21'.'IUiII'.'Ian)+¢(UllUZI'.'Ivl.'.lun)

2. Sipouri#j, Uj=10;, @y, Uy, 0, ,0,)=0
3. (P(él,éz,...,en) 1

11

Le nombre ¢(U;, Uy, -+, U,) s'appelle le déterminant de la
famille 7 dans la base 5.
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Calcul de déterminants Définition générale des déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
B={8;,,8,,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},
On admet :
Théoreme : |l existe une application ¢ E — R qui vérifie :
1. Vi(1<i<n), VVeE, VaeR":
@y, Uy, -+, QU+ V, -+, Up) =

—

a¢(allu21'.'IUiII'.'Ian)+¢(UllUZI'.'Ivl.'.lun)

2. Sipouri#j, Uj=10;, @y, Uy, 0, ,0,)=0
3. (P(él,éz,...,en) 1

11

Le nombre ¢(U;, Uy, -+, U,) s'appelle le déterminant de la
famille 7 dans la base B.  Noté : detz F.
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Calcul de déterminants Déterminants et opérations élémentaires

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base
B={&;,&,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : 7 = {utq, Uy, -+, Uy},

1. Si on permute 2 vecteurs de la famille, le déterminant est
multiplié par —1.
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Calcul de déterminants Déterminants et opérations élémentaires

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base
B={&;,&,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},

1. Si on permute 2 vecteurs de la famille, le déterminant est
multiplié par —1.

2. Si on multiplie un vecteur par a, le déterminant est
multiplié par a.
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Calcul de déterminants Déterminants et opérations élémentaires

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base
B={&;,&,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},

1. Si on permute 2 vecteurs de la famille, le déterminant est
multiplié par —1.

2. Si on multiplie un vecteur par a, le déterminant est
multiplié par a.

3. Si la famille F est liée, detg F =0
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Calcul de déterminants Déterminants et opérations élémentaires

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base
B={&;,&,...,8,}.

Soit une famille de n vecteurs de E : F = {uy, Uy, -+, U,},

1. Si on permute 2 vecteurs de la famille, le déterminant est
multiplié par —1.

2. Si on multiplie un vecteur par a, le déterminant est
multiplié par a.

3. Si la famille F est liée, detg F =0

Si on ajoute a un vecteur une combinaison linéaire des
autres, le déterminant est inchangé.
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Soit M € M, (R).

On appelle déterminant de la matrice M, le déterminant des
vecteurs colonnes de la matrice M, dans la base canonique
de R".

ﬁ PARIS DESCARTES



Soit M € M,(R).

On appelle déterminant de la matrice M, le déterminant des
vecteurs colonnes de la matrice M, dans la base canonique
de R".

Notation : det(M)
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Soit M € M,(R).

On appelle déterminant de la matrice M, le déterminant des
vecteurs colonnes de la matrice M, dans la base canonique
de R".

Notation : det(M)
SiM= (a,-j)lsisn .

1</=n
di11 diz2 °°t dy ot dip
dp1 dpp *-° dyi - aon
det(M) = '
din  ap alj - din
dn1 dn2 anj - Ann
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Soit M € M,(R).

On appelle déterminant de la matrice M, le déterminant des
vecteurs colonnes de la matrice M, dans la base canonique
de R".

Notation : det(M)
SiM= (a,-j)lsisn .

1<j<n
di11 diz2 °°t dy ot dip
dp1 dpp *-° dyi - aon
det(M) = = |8jj|1<izn
apn ap - aij ceeajp | j|1§jgn
dn1 dn2 anj - Ann
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Calcul de déterminants Développement d’un déterminant

Théoréme : Pour tout déterminant D = |a;|1<i<n, On @ :
1<j<n

n
v, (1 <j< n)' D= Z( 1)l+ja/jAU
i=1

Ou Aj; est le déterminant obtenu en supprimant de D la i-ieme
ligne et la j-ieme colonne.
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Application : Les déterminants des matrices diagonales et
des matrices triangulaires sont égaux aux produits des
éléments diagonaux de ces matrices.
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Application : Les déterminants des matrices diagonales et
des matrices triangulaires sont égaux aux produits des
éléments diagonaux de ces matrices.

det(/,)=1
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
Proposition : Le déterminant du produit de deux matrices
est égal au produit des déterminants de chaque matrice.
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
Proposition : Le déterminant du produit de deux matrices
est égal au produit des déterminants de chaque matrice.

det(MM’) = det(M) det(M)
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
Proposition : Le déterminant du produit de deux matrices
est égal au produit des déterminants de chaque matrice.

det(MM’) = det(M) det(M)

Corollaire :

ﬁ PARIS DESCARTES



Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
Proposition : Le déterminant du produit de deux matrices
est égal au produit des déterminants de chaque matrice.

det(MM’) = det(M) det(M)

Corollaire :
» M est inversible si et seulement si det(M) # 0
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Calcul de déterminants Conditions pour qu’une matrice soit inversible

Soit M et M’ deux matrices de M, et I, la matrice identité.
Proposition : Le déterminant du produit de deux matrices
est égal au produit des déterminants de chaque matrice.

det(MM’) = det(M) det(M)

Corollaire :
» M est inversible si et seulement si det(M) # 0
1
-1

» Si M est inversible : det(M ) = det(M)
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4

O 1 0 ©O
CZW*CZ—ZC]_
C3W‘>C3—C1
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4

O 1 0 ©O
CZW*CZ—ZC]_
C3W‘>C3—C1
C4W’C4—3C1
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4

O 1 0 ©O
CZW*CZ—ZC]_
C3W‘>C3—C1
C4W’C4—3C1
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4

O 1 0 ©O
CZW"CZ—ZC]_
C3W‘>C3—C1
C4W’C4—3C1
1 0 O O

2 -5 -2 -8
-1 3 0 4
O 1 0 2
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Calcul d’'un déterminant 4 x 4

O 1 0 ©O
CZW*CZ—ZC]_
C3W‘>C3—C1
C4W’C4—3C1

1 0 0 O
2 -5 -2 -8
-1 3 0 4
0O 1 0 2
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Calcul de déterminants Calcul des déterminants
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Calcul de déterminants Calcul des déterminants
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Calcul de déterminants Calcul des déterminants

-5 -2 -8

3 0 4

1 0 2

142 3 4
D" =2)[ ] 5
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Calcul de déterminants Calcul des déterminants

-5 -2 -8

3 0 4

1 0 2
142 3 4|
)" =2)|] 5| =4
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Calcul de déterminants Calcul des déterminants

Exercice : Calculer
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