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La regle des signes

SoitaetbeR,
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La regle des signes

SoitaetbeR,

@ O0=a.(b+(—b))=a.b+a.(—b)
= —(a.b)=a.(—-b)
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La regle des signes

SoitaetbeR,
@ 0=a.(b+(-b))=a.b+a.(-b)
= —(a.b)=a.(—b)
Le produit d'un positif et d'un négatif est négatif
@ 0=(-a).(b+(—b))=(—a).b+(—a).(—b) =—(a.b)+(—a).(—b)
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La regle des signes

SoitaetbeR,
@ 0=a.(b+(-b))=a.b+a.(-b)
= —(a.b)=a.(—b)
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La regle des signes

SoitaetbeR,
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La regle des signes

SoitaetbeR,
@ 0=a.(b+(-b))=a.b+a.(-b)
= —(a.b)=a.(—b)
Le produit d'un positif et d'un négatif est négatif

@ 0=(—-a).(b+(—b))=(—a).b+(—a).(—b) =—(a.b)+(—a).(—b)
= a.b=(-a).(—b)
Le produit d'un négatif et d'un négatif est positif

Dans R, un carré est toujours positif
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La regle des signes

SoitaetbeR,
@ 0=a.(b+(-b))=a.b+a.(-b)
= —(a.b)=a.(—b)
Le produit d'un positif et d'un négatif est négatif

@ 0=(—-a).(b+(—b))=(—a).b+(—a).(—b) =—(a.b)+(—a).(—b)
= a.b=(-a).(—b)
Le produit d'un négatif et d'un négatif est positif

Dans R, un carré est toujours positif

L’équation X? +1 =0 n'a pas de racine.
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Les nombres complexes Introduction

On appelle i une racine carrée de -1
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Les nombres complexes Introduction

. . L 2
On appelle i une racine carréede -1: " =-1

On définit I'ensemble des nombres complexes comme :

C={z=x+iy | x, yeR, ["=-1}
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Les nombres complexes Introduction

. . L 2
On appelle i une racine carréede -1: " =-1

On définit I'ensemble des nombres complexes comme :

C={z=x+iy | x, yeR, ["=-1}

@ x est la partie réelle de z, notée : x = R(2)

@ y est la partie imaginaire de z, notée : y = 3(2)
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Les nombres complexes Opérations sur C

@z=x+iy=0 & x=y=0

Sinon poury;éO:i:—gelR
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0z=x+iy=0 & x=y=0

/ . / ./ / . /
0 z+Z =(x+iy)+ (X +iy ) =x+xX +iy +y)

/

Riz+Z)=R@2)+R(Z) et 3(z+Z)=3(2)+3(2)
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@z=x+iy=0 & x=y=0
/ . / ./ / . 4
@ z+Z =(X+iy)+ (X +iy)=x+X +ily+y)

4 f 4 4 / / . / /
@ zZ =(X+1Iy).(X +iy)=Xx.X =Y.y +i(X.y +x.y)

et
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@z=x+iy=0 & x=y=0
/ . / ./ 4 . 4
@ z+Z =(X+iy)+ (X +iy)=X+X +i(y+y)
4 f 4 4 / / . / /
@ zZ =(X+1Iy).(X +iy)=Xx.X =Y.y +i(X.y +x.y)

. 4 . ! 4 4
@ X+iy=Xx +ly & x=X ety=y

Puisque : x+iy =x" +iy) & x—-x+ily-y)=0
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@z=x+iy=0 & x=y=0
/ . / ./ 4 . 4
@ z+Z =(X+iy)+ (X +iy)=X+X +i(y+y)
4 f 4 4 / / . / /
@ zZ =(X+1Iy).(X +iy)=Xx.X =Y.y +i(X.y +x.y)
. / ./ / /
@ X+iy=Xx +ly & x=X ety=y

o (x+iy).(x—iy)=x*+y*
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@z=x+iy=0 & x=y=0
/ . / ./ 4 . 4
@ z+Z =(X+iy)+ (X +iy)=X+X +i(y+y)
4 f 4 4 / / . / /
@ zZ =(X+1Iy).(X +iy)=Xx.X =Y.y +i(X.y +x.y)
. / ./ / /
@ X+iy=Xx +ly & x=X ety=y

o (x+iy).(x—iy)=x*+y*

1 x=y X +i -y
X+iy 2 +y2 2 +y2 2 +y2

@ Six+iy#£0:

Ly %@ 31 = 2B
) =5grner 0 )= Reraer
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Les nombres complexes Les nombres complexes représentés dans le plan

Soitz=a+ibeC.

Le nombre complexe z s’appelle I'affixe du point M de
coordonnées (a, b) dans le plan.

£

b M(z = a+1ib)

[T S L T
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Les nombres complexes Les nombres complexes représentés dans le plan

Soitz=a+ibeC.

Le nombre complexe z s’appelle I'affixe du point M de
coordonnées (a, b) dans le plan.

£

b M(z = a+1ib)
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Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b,,
v+ M'(2')
1}1}1}1}1}1}1}1”‘}1}1}1}1}1}1}1
10 a o x
858 pAnis escanes



Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y

b+ - +

|

T M(z |

1 (2) |

—+ |

|

T |

|

T |

—4 |

1 |

W+ M(Z)

1 |

"+t

0 a a’ a+a *

ﬂ PARIS DESCARTES



Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
b+ - =7
- /i
T M(z) _---~ S
*T .
/
/ |
4 , |
+ / |
/ |
i / I
/ |
4 / |
’ I
v+ M'(Z)
: |
"+t
0 a a’ a+a *
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Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T S(z+ 2
L e e -c= ( )
- 71
T M(z)_ _--—~ s
b+ o .
1 s
/ !
4 , |
4 / |
/ |
i / I
/ |
4 ’ |
. I
v+ M(Z)
1 |
44—+ttt
0 a a a+a *
858 pAnis escanes



Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b,,
v+ M'(2)
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Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b,,
v+ M'(2')
7(1’ +
4+ttt
10 a o x
A‘y\'{//(_z/> —y 4
858 pAnis escanes



Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b,,
b ]
|
! s
| —4
| 1
| ¥+ M'(2")
—a  a—d| +
4+ttt
10 a a €
M"(-2") —y 4
858 pAnis escanes



Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b+ -
bt
71
7 T
S £
// : T
Sl et M)
—d ‘a—a" 1
/ |
e
// 10 a a €
]wu(_z/) _y
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Les nombres complexes Représentation de I'addition des complexes

Y
T M(z)
b+ -
Dz=#)__ b=¥"]
Al
/0 T
S £
/// : T
SN M)
—a’ /’(17(1,’: 1
I B s B e e e L I A B o e e e e
// 10 a a €
M"(-2") —y 4
858 pAnis escanes



Soitz=x+iy e C.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre :

Z=X-—ly
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Soitz=x+iy e C.
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Z=X-—ly
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Soitz=x+iy e C.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre :

Z=X-—ly
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Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=X-—1ly

° R(Z)=R(z) et 3(2)=-3(2)
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Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=X-—1ly

° R(Z)=R(z) et 3(2)=-3(2)

® R(z)=12(z+2) et 3(2)=3(z-2)
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Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=X-—1ly

° R(Z)=R(z) et 3(2)=-3(2)

® R(z)=12(z+2) et 3(2)=3(z-2)

0zeR & z=zZ
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Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=X-—1ly

° R(2)=R(z) et 3(2)=-3(2)
® R(z)=12(z+2) et 3(2)=3(z-2)
0zeR & z=zZ

zeiR & z+z=0
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Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=X-—1ly

° R(2)=R(z) et 3(2)=-3(2)
® R(z)=12(z+2) et 3(2)=3(z-2)
0zeR & z=zZ

zeiR & z+z=0

@ (N1 +Z)=21+23, (2)=2 (21.22)=21.2;
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

Attention : Ne pas confondre module d’'un nombre complexe
avec valeur absolue.
La notation est la méme mais :
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

Attention : Ne pas confondre module d’'un nombre complexe
avec valeur absolue.
La notation est la méme mais :

@ SizeR, (z=x) Izl = Vx* = |x] et donc |2%| = Z°

ﬂ PARIS DESCARTES



Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

Attention : Ne pas confondre module d’'un nombre complexe
avec valeur absolue.
La notation est la méme mais :

@ SizeR, (z=x) |z|:\/x2:|x| et donc |22|:z
@ SizeC\R, (z=x+1iy, y #0)

2
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

Attention : Ne pas confondre module d’'un nombre complexe
avec valeur absolue.
La notation est la méme mais :

@ SizeR, (z=x) |z|:\/x2:|x| et donc |22|:z
@ SizeC\R, (z=x+1iy, y #0)

2 . 2 2 2.2 2 2 2 2 2
o 1271 =lx+iy)’ 1= 0C =y*) +4x°y’ =x" +y* =z e

2
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

Attention : Ne pas confondre module d’'un nombre complexe
avec valeur absolue.
La notation est la méme mais :

@ SizeR, (z=x) |z|:\/x2:|x| et donc |22|:z
@ SizeC\R, (z=x+1iy, y #0)

2 . 2 2 2.2 2 2 2 2 2
o 1271 =Ix+ i)’ 1= =y*)Y +4x°y’ =X 1y’ =z e

o 22 =x" -y’ + 2ixy #£12°|

2
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

° |zl =|-2zl=1z|, IxI=lzl, lyl=<lzl
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

° |zl =|-2zl=1z|, IxI=lzl, lyl=<lzl

@ |zl=0 & z=0

x2+y2:0 < x=y=0
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

° |z|=|-2zl=1z|, IxI<lzl, lyl=<lz|
@ |zl=0 & z=0

4 4
@ |z.Zz|=|z|.|Zz |

127 = (2.2).(2.2) = (2.2).(2.2) = (2.2).(Z .2 I?
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

Izl = V2.2 = /X% +

° |zl =|-2z|=lz|, IxI<|zl, lyl=<|z|
@ |zl=0 & z=0
4 4
@ |z.Zz|=|z|.|Zz |
o |z+Z| <zl +1Z]
7,2 ’ ’ - -/ /- ’ -/
z+Z|"=(z+2).(z+2)=22+2Z +z.Z2+Z .Z
= |z|” +2Rz.Z) + |2

2 ’ 7.2 7..2
<lzI"+21zl.1Z’ |+ 1z |” = (lz| +|Z])
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Les nombres complexes Module d’'un nombre complexe
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i

On cherche z=x+1iy tel que 22 =314j
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i
On cherche z=x+1iy tel que 22 =314j

@ (x+iy)Y =x"—y> +2ixy=3+4i
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i
On cherche z=x+1iy tel que 22 =314j

@ (x+iy)Y =x"—y> +2ixy=3+4i

o |z|2:x2+y2:\/32+42:5
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i
. 2 .
On cherchez=x+iytelquez" =3+4j
@ (x+iy)Y =x"—y> +2ixy=3+4i

@ IzZ°=x*+y* = /3" 14° =5

x et y sont donc solutions du systeme :

e _yz _ 3

2xy = 4
2 2

x"+y" =5
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racine carrées
opposées.

Exemple : trouver la racine carrée de 3 +4i
. 2 .
On cherchez=x+iytelquez" =3+4j
@ (x+iy)Y =x"—y> +2ixy=3+4i

@ IzZ°=x*+y* = /3" 14° =5

x et y sont donc solutions du systeme :

Il
U AW

2 2
X -y
2Xxy
27 2
X +Yy
D'ou les deux solutions : (x,y)=(2,1) et (x,y) =(-2,-1)
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Pour trouver la racine d’'un nombre complexe a +ib,
. \2 .
onpose: (x+iy) =a+ib
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Pour trouver la racine d’'un nombre complexe a +ib,
. \2 .
onpose: (x+iy) =a+ib

] (x+iy)2:x2—y2+2ixy:a+ib
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Pour trouver la racine d’'un nombre complexe a +ib,
. \2 .
onpose: (x+iy) =a+ib

] (x+iy)2:x2—y2+2ixy:a+ib

] |z|2:x2+y2=\/a2+b2
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Les nombres complexes Racine carrée des nombres complexes

Pour trouver la racine d’'un nombre complexe a +ib,
. \2 .
onpose: (x+iy) =a+ib

() (x+iy)2 —x° —y2+2ixy:a+ib
() |z|2 :x2+y2 = \/a2 er2
x et y sont donc solutions du systéme :

x2 - y2 = a (1)
2xy = b (2)

X +y* = yJa’+b’ (3)

Les équations (1) et (3) permettent de calculer x2 et y2
L'équation (2) permet de trouver le signe de x et y
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Les nombres complexes L'équation du second degré

a22+bz+c:0, a£0,b,ceC
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L'équation du second degré
2
az +bz+c=0, a#0,b,ceC
> > b c
az +bz+c:a(z +—z+—):0
a a

b > b% - 4ac

mal(ergy)
b, A
:a[(”g ‘4—az]=
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L'équation du second degré
2
az +bz+c=0, a#0,b,ceC
> > b c
az +bz+c:a(z +—z+—):0
a a

b > b% - 4ac

mal(ergy)
b, A
:a[(”g ‘4—az]=

Les racines sont donc les nombres complexes z, tels que

b A
Z+ — soit une racine carrée de —
2a 4a
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Les nombres complexes L'équation du second degré

Quand a, b et c sont réels, on a les solutions (complexes)
suivantes :
Si A > 0, les deux racines sont :

—b+ VA -b- VA
Zj=———— et zp=—"—
2a 2a
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Les nombres complexes L'équation du second degré

Quand a, b et c sont réels, on a les solutions (complexes)
suivantes :
Si A > 0, les deux racines sont :

—b+ VA -b- VA
Zj=———— et zp=—"—
2a 2a

Si A <0, les deux racines sont :

—b+iv=-A —b—iv-=-A
Z1=—— et zp=—-—F—
2a 2a
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Les nombres complexes L'équation du second degré

Quand a, b et c sont réels, on a les solutions (complexes)
suivantes :
Si A > 0, les deux racines sont :

—b+ VA -b- VA
Zj=———— et zp=—"—
2a 2a

Si A <0, les deux racines sont :

—b+iv=-A —b—iv-=-A
Z1=—— et zp=—-—F—
2a 2a

Si A=0,ilyauneracine double :

b
- 2a
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Les nombres complexes Argument
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Les nombres complexes Argument
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Les nombres complexes Argument

1/4
—————t——t———+—t—+—t—+—F—+F

10 x

T x=r.cosf

1 y=r.sind
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Les nombres complexes Argument

On appelle argument du nombre complexe z = x + iy, la seule
solution 8, 0<6 < 2m, du systéeme :

cosf = —
X+y
sing = L
X+y

Notation : 6 = arg(z)
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Les nombres complexes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Un nombre complexe peut s’écrire de deux manieres :

© algébrique:z=x+iy, x, yeR
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Les nombres complexes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Un nombre complexe peut s’écrire de deux manieres :

© algébrique:z=x+iy, x, yeR

@ trigonométrique :
z=r(cos@+isinB), reR,, 0<6<2m
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Les nombres complexes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Un nombre complexe peut s’écrire de deux manieres :

© algébrique:z=x+iy, x, yeR

@ trigonométrique :
z=r(cos@+isinB), reR,, 0<6<2m

Remarque : Le choix 0 < 8 < 2m est un choix arbitraire, on
peut tout aussi bien choisir: —m<6 <mou ...
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Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples

0z=1+i r=lz7=V1*°+1°=2
Donc :

2=2(5+ig) = 2(Z +1'F) = V2 (cos(§) +isin(}))
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Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples

0z=3+i\/3 r=lz1=4/3"+(/3)=/12=2,/3

Donc :
z=2\/3(:% +i%) —2/3(L+ik) =2/3(cos(T)+isin(%))
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Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples

0z=1-i/3 r=lzl=41°+(/3)=/4=2

Donc :
z=2(% i) =2(cos(3F) +isin(L))
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Ecriture trigonométrique des nombres complexes
7/ L]
Moyen mnémotechnique

nm | m | | m
6 |o| =|=-1|=]=
6 4 3 2

_ VO | V1| vV2| V3| V4
sin | — | — | — | — | —
2 2 2 2 2

Va| V3| V2| V1| V0

sl | — | — | — | — | =—
2 2 2 2 2
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Les nombres complexes Représentation de la multiplication

Soit: z=r(cos6 +isin0), Z=r (cosel+isin 6')
zz =rr [(cosOcos 6" — sinBsin 6') +i(cos@sin 6’ + sin 6 cos 6')]

=rr'[cos(6 + 6') +isin(6+6)]
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Les nombres complexes Représentation de la multiplication

N

P(Zp)

p
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Les nombres complexes Représentation de la multiplication

N

P(Zp)

p

[4 P/(

IS
vl
~
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Les nombres complexes Représentation de la multiplication

%
Q(zp.2p)
P(Zp)
&
0 +6
P'(zp)
19) z
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Les nombres complexes Représentation de la multiplication

Soit: z=r(cos6 +isin0), Z=r (cosel+isin 6')
zz =rr [(cosOcos 6" — sinBsin 6') +i(cos@sin 6’ + sin 6 cos 6')]

=rr'[cos(6 + 6') +isin(6+6)]

Regle : Pour multiplier deux nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique,

@ On multiplie les modules
@ On additionne les arguments
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Les nombres complexes Représentation de la division

_ 1 Zz r.(cos@—isind)
Siz#£0, —=—= 5 :
z zz r
1 .
= —(cos@ —isin0)
r

z
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Les nombres complexes Représentation de la division

_ 1 Zz r.(cos@—isind)
Siz#£0, —=—= 5 :
z zz r
1 .
= —(cos@ —isin0)
r

V4
Vz£0,7 €C:

/

! 6’ —0)+isin(6’ -6
—F(COS( —6)+isin(6" - 0))

NN
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Les nombres complexes Représentation de la division

_ 1 Zz r.(cos@—isind)
Siz#0, —=—= 5
z zz r
1 .
= —(cos@ —isin0)
r

V4
Vz£0,7 €C:

/

! 6’ —0)+isin(6’ -6
—F(COS( —6)+isin(6" - 0))

N NG

Regle : Pour diviser deux nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique,
@ On divise les modules
@ On soustrait I'argument du dénominateur de I'argument
du numérateur
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Puissance entiere d’'un nombre complexe.
SineN,

n
Z =22...2
Lo

n-fois
= r.r...r.(cos@+isin®@).(cos@+isinP)...(cos6 +isinb)
N———
n-fois n-fois

=r".(cos(nB) +isin(no))
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Sinez*, -neN

-n

2"z =2".(r"".(cos(-n8) +isin(—-nk))) =1
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Sinez*, -neN

-n

2"z =2".(r"".(cos(-n8) +isin(—-nk))) =1

1 1
7" (cos(—n6) +i sin(—no))
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Sinez*, -neN

-n

2"z =2".(r"".(cos(-n8) +isin(—-nk))) =1

1 1
7" (cos(—n6) +i sin(—no))

=r".(cos(—nB) — i sin(—ne))
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Sinez*, -neN

-n

2"z =2".(r"".(cos(-n8) +isin(—-nk))) =1

1 1
7" (cos(—n6) +i sin(—no))

=r".(cos(—nB) — i sin(—ne))
=r".(cos(nB) +i sin(nb))
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Les nombres complexes Formule de De Moivre

Formule de De Moivre :

VneZ: (cosB+isinB)” =cos(nd)+isin(nd)
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(cos @ +isinB)" = cos(nB) + i sin(nb)

Formule de De Moivre

Abraham De Moivre
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

Théoreme : |l existe une fonction exponentielle définie sur C
(notée e Vz e C) qui vérifie :

/ /
/
QVz ZeC: &7 =€
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

Théoreme : |l existe une fonction exponentielle définie sur C
(notée e Vz e C) qui vérifie :

/ /
/
QVz ZeC: &7 =€

@ SixeR, € est|’exponentielle réelle
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Les nombres complexes

Exponentielle complexe

Théoreme : |l existe une fonction exponentielle définie sur C
(notée e Vz e C) qui vérifie :

/ 4

QVvz ZeC: & =€
@ SixeR, € est|’exponentielle réelle
© L'application: [0, 2n] — C est une bijection sur

0 — elG
I’ensemble des complexes de module 1

Théoreme admis

ﬁ PARIS DESCARTES
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Exponentielle complexe
Les nombres complexes de module 1

‘ ‘ f
‘ ‘ \
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Exponentielle complexe
Les nombres complexes de module 1

K
‘ ‘ \
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Exponentielle complexe
Les nombres complexes de module 1

H PARIS DESCARTES
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Exponentielle complexe
Les nombres complexes de module 1

i 5T
(S}

H PARIS DESCARTES

—7 =e'2



Les nombres complexes

Exponentielle complexe

3
o
k

A T(r— 3
M(z=3
27
e'’s)
— 2r
0= 5
1
ﬂ PARIS DESCARTES
2012 — 2013 Mathématiques et calcul 1

Paris Descartes



Les nombres complexes

Exponentielle complexe

A (s — 3 aiZE
M(z=3¢e%)
om
e'’s)
snf ¢ --= ‘
|
|
|
|
|
|
|
|
| 2r
oL
i 1
k Cose
S5 bARis De<caTes



Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR

© trigonométrique :
z=r.(cos@+isinB), reR,, 6¢€]l0, 2n|
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR

© trigonométrique :
z=r.(cos@+isinB), reR,, 6¢€]l0, 2n|

© exponentielle : z= r.eie, reR,, 6¢€]0,2n|
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR

© trigonométrique :
z=r.(cos@+isinB), reR,, 6¢€]l0, 2n|

© exponentielle : z= r.eie, reR,, 6¢€]0,2n|

i0 ..
e ¢c’=cos@+ising
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR

© trigonométrique :
z=r.(cos@+isinB), reR,, 6¢€]l0, 2n|

© exponentielle : z= r.eie, reR,, 6¢€]0,2n|

i0 ..
e ¢c’=cos@+ising

i0 i0 i(61+6
0% e 2:e(1+ 2)
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Les nombres complexes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

©Q algébrique:z=x+iy, x,yeR
© trigonométrique :
z=r.(cos@+isinB), reR,, 6¢€]l0, 2n|

© exponentielle : z= r.eie, reR,, 6¢€]0,2n|

i0 ..
e ¢c’=cos@+ising
o0 001 gif2 _ oi(6:146)

° (eie)n _ eni6
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Racines des nombres complexes
Racine n-ieme d’un nombre complexe

Soit z=r(cos@+isinf)eCetneN”.

On appelle racine n-ieme de z, le nombre complexe :

a=op(cosa+isina)

tel que :
n
z=a
ﬂ PARIS DESCARTES
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

n
Z=a

r(cos@+isin6) = " (cos na+isin na)

" =r e = ¥r
< 0 + 2k
na = 0+2km a = —

PourkeNtelque:0<k<n-1
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Théoréme : Pour n € N*, tout nombre complexe
z=r(cos 6 +isin®B), non-nul, a n racines n-iemes :

0 + 2km 0 + 2km
ag = W(cosTﬂsin—)

0<k<n-1

ﬁ PARIS DESCARTES



Les nombres complexes

Racines n-iemes de I'unité

Racines des nombres complexes

Siz=1: r=1, 6=0.

Les nombres complexes :

2/(T[ L. 2kT[ I-2kn

Wg=C0S—— +ISsIn—=¢€ "
n n
0<k<n-1

s’appellent les racines n-iemes de |'unité.

ﬂ PARIS DESCARTES
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Les nombres complexes

Racines n-iemes de I'unité

Racines des nombres complexes

Siz=1: r=1, 6=0.

Les nombres complexes :

2/(T[ L. 2kT[ I-2kn

Wg=C0S—— +ISsIn—=¢€ "
n n
0<k<n-1

s’appellent les racines n-iemes de |'unité.

Pour0<k<n-1, wp=1

ﬂ PARIS DESCARTES
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

—1 =¢im 1
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

QT

—1l=e 1

. -3
—7 =e'2
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

A
n=>5
oM T
QBiZ
S5 bARis De<caTes
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

n=6 A

j:ei%{:e%{ —‘jQ:ei%{:eiEK

I |

I I

| |

I I

| |

I I

I I

I I

| |

on | I
~1=¢'% | | L,

| O |

I I

| |

I I

| |

I I

| |

I I

| |

I I

| |
P o %

ﬂ PARIS DESCARTES

Mathématiques et calcul 1



Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de l'unité

ﬂ PARIS DESCARTES



Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de l'unité

ﬂ PARIS DESCARTES



Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de l'unité
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Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de l'unité
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Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de l'unité

1+
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pour n=3:

Am

2 gan
1+e'3 e
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pour n=3:

(4 I-g 2T
3

2m an PLEN
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3)
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pourn=3:
iZN\3
21 4 i2m 2t 5 l1—(e3
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3) —(—,zn)—o
1-€'3
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pourn=3:
iZN\3
21 4 i2m 2t 5 l1—(e3
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3) —(—,zn)—o
1-€'3

Pour n quelconque :

n-1 n-1
2k 2
Z el—n" _ Z(e/#)k
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pourn=3:
iZN\3
21 4 i2m 2t 5 l1—(e3
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3) —(—,zn)—o
1-€'3

Pour n quelconque :

H PARIS DESCARTES



Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pourn=3:
iZN\3
21 4 i2m 2t 5 l1—(e3
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3) —(—,zn)—o
1-€'3

Pour n quelconque :
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Pourn=3:
iZN\3
21 4 i2m 2t 5 l1—(e3
1+e3 +e3 =1+€"3 +(e'3) —(—,zn)—o
1-€'3

Pour n quelconque :

i2% . n
= j 2kn =l i2T Kk 1_(e n)
e =)= = =0
k=0 k=0 l-enr

La somme des racines n-iemes de I'unité est nulle

ﬁ PARIS DESCARTES



Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

1+ %5 4 eti%

14 e%5
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Les nombres complexes

Paris Descartes

2012 — 2013

Racines des nombres complexes

1+ %5 4 eti%

14 e%5

ﬂ PARIS DESCARTES
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

1+ %5 4 eti%

1+ %5 +¢e¥5 + %% %5 1+ e%*5

1+ ef's +e¥5 4+ e85 4 %8
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Soitne I\I*, ze€C et a et b deux racines n-iémes de z.

n n
a =b =z
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Soitne I\I*, ze€C et a et b deux racines n-iémes de z.

a"=b"=z
Soit :
a.n
(5) =1 & a=b.wg

Ou wy, (0<k<n-1)estuneracine n-iemes de I'unité.
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Soitne I\I*, ze€C et a et b deux racines n-iémes de z.

a"=b"=z
Soit :
din
(5) =1 & a=b.wg

Ou wy, (0<k<n-1)estuneracine n-iemes de I'unité.

Théoreme : On obtient les n racines n-iemes d’un nombre
complexe en multipliant I'une d’entre elles par les n racines
n-iemes de |'unité.
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

3 ;sn
Exemple : soit a calculer les racines 7-iemes de z = Ee’ 12

On doit trouver a tel que a =z
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

3 ;sn
Exemple : soit a calculer les racines 7-iemes de z = Ee’ 12

On doit trouver a tel que a =z

3
lal = {/ =
2
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

3 Sn
Exemple : soit a calculer les racines 7-iemes de z = Ee i

On doit trouver a tel que a =z

Ial \/7 \/gei%S(Tl[Z _ 7 Eel%
2 2
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

.27 :29m
0 a,—age 7 = (/3¢ (5t 3e 2
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

P 2m £ 291
0 a;=ape 7 =i/3€ (57 3e k2

jan + j33n
oazza0e7:,/e84 e84
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

P 2T : 291
oal_a0e7:,/ e (5t 3e 8
jan + j33n
oazza0e7:,/e84 e84

;6T 3 77
oa3_a0e7:\/e w/e84
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

P 2m :29m
@ a;=ape’ =13 3G _ 7 3e £
P4 £ 53m
jam
@ a,=ape ' =1/3 e(sfr 2 3e 3
61[ ;5m | 6m 77
7 _ 1/3,(g+t7) _ 71/3 %
o a3—aoe = Ze = Ze

P 81 ;¢5m  8m :101m
| = / (g7 += 1
°a4:a0e7:7%e(84 7):7§e 84
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

Q a, :aoei27n _ \/>e (84+ ) - 3e 2894n
® ap :aoei%n = \/76 (a+2 ) _ 3e js3m
2 —ape T = {f3 Ty
@ ay= aoe,-87n — (/gei(g—h%") \/>6, 12‘1‘7[
® as —aoe 7 \/76’(344-10" _ </§e, 1;311
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de |'unité (différentes de 1) :

@ a; :aoei27n _ \/>e (84+ ) - 3e 2894n
® ap :aoei%n = \/76 (a+2 ) _ 3e js3m
0 2 —ape ¥ - {3 {3
@ a,= aoe,-87n = (/gei(g—h%") \/>6, 12‘1‘7[
[+ aSZaOeiloTn: Vge,(sﬁ_mn _ (/gelléf,"

1211 I( 121[ 173 I-1491r
oa6:a0e 7 :1/ se :1/5e 84
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

(@]

2012 — 2013
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes

Ay [

ol

(@]
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes Racines des nombres complexes
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

2012 — 2013
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

2012 — 2013
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

2012 — 2013
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Les nombres complexes

Racines des nombres complexes

Paris Descartes

2012 — 2013
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Les nbres complexes Trigonométrie

Trigonométrie

Formules d’Euler

Leonhard Euler

UNIVERSITE
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Les nombres complexes Trigonométrie

zeC z=cosO+ising=¢
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Les nombres complexes Trigonométrie

zeC z=cosO+ising=¢

1 1 9 g
SR(Z):COSGZE(Z—I—Z)ZE(e +e

)

ﬂ PARIS DESCARTES



Les nombres complexes Trigonométrie

zeC z=cosO+ising=¢

1 1 9 g
SR(Z):COSGZE(Z—I—Z):E(e +e

)

1 1 .
(z)=sin8=—(z-2)=—(e'® —e7'%
2i 2i

L
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Les nombres complexes

Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

Trigonométrie

Transformation de cos” 8 et sin” 8 en une somme des sinus et
cosinus des multiples de 6.

H PARIS DESCARTES

Mathématiques et calcul 1



Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

3
cos™ 0
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

)

-i6\3

2’ cos’ 6 = (e'e +ée
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus
3 3 i6 —-i6\3
27cosTO=(e +e )

3i0 2i0_—i0 i _—2ie _-3ie
=’ 13e”%e™" 13" 1 e
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

3 3 0 i3
2°cos”0=(e'"+e'")

3i0 2i0_—i0 0 —2i0 _-3ip
—e”" 13" 13 e

36 _-3i6 o _—ie
= +e ) +3(e"" +e™7)
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

2’ cos’ 6 = (eie + e_"e)3

3i i0

ie 2i 2i6 -3i6
=e "+ 3e

e 01 3e% %% L o
_ (e3i9 n e—3i9) n 3(ei9 n e—ie)
=2c0s360 +6¢c0sO
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

2’ cos’ 6 = (eie + e_"e)3

3i i0

ie 2i 2i6 -3i6
=e "+ 3e

e 01 3e% %% L o
_ (e3i9 n e—3i9) n 3(ei9 n e—ie)
=2c0s360 +6¢c0sO

3 1 3
CoS 6 =-cos30+ —cosH
4 4
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

2’ cos’ 6 = (eie + e_"e)3

3i i0

ie 2i 2i6 -3i6
=e "+ 3e

e% 1 36% %% | e

36 _-3i6 o _—ie
= +e ) +3(e"" +e™7)

=2c0s360 +6¢c0sO
3 1 3
CoS 6 =-cos30+ —cosH
4 4

@ Onécrit: 2"cos" 9= (' +e7'%)"
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

2’ cos’ 6 = (eie + e_"e)3

3i i0

ie 2i 2i6 -3i6
=e "+ 3e

e 01 3e% %% L o
_ (e3i9 n e—3i9) n 3(ei9 n e—ie)
=2c0s360 +6¢c0sO

3 1 3
CoS 6 =-cos30+ —cosH
4 4

@ Onécrit: 2"cos" 9= (' +e7'%)"

. o _—ie -
@ On développe (e'” +e™'")" avec la formule du binéme
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

2’ cos’o=(e'’ +e7'%)’
_ e316 n 3e2/ee—16 4 3e19e—219 i e—319
_ (e3/9 4 e—319) n 3(619 4 e—lG)
=2c0s360 +6¢c0sO

3 1 3
CoS 6 =-cos30+ —cosH
4 4

. o _—io
@ Onécrit:2"cos"6=(e" +e ")
. o —ig -
@ On développe (e'” +e™'")" avec la formule du binéme
kio . _kie

@ On regroupe chaque e“'” avec son conjugué e
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

.3
sin” 0
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

(2i)> sin’ 0 = ('° —e7'%)’
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

i6,3
)

2i6

2i)Y sino=(e'’ —e”

3i0 2i8 -3i0
=e —3e

e '’ 1+ 3% —e
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

“3 . 3 6 —-i6.\3
(2> sin6=(e'" —e™'")
3i6 2i0 _—i6 i@ —2i6 -3i6
—e”" —3e""eT" 1 3™ — 7
3i6 -3i6 i6 i6

=" —e 7)-3(e"—-e ")
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

“3 . 3 6 —-i6.\3
(2> sin6=(e'" —e™'")
3i6 2i0 _—i6 i@ —2i6 -3i6
—e”" —3e""eT" 1 3™ — 7
3i6 -3i6 i6 i6

=" —e )-3(e —-e

=2isin36 — 6isin 6

)
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Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

“3 . 3 6 —-i6.\3
(2> sin6=(e'" —e™'")
3i6 2i0 _—i6 i@ —2i6 -3i6
—e”" —3e""eT" 1 3™ — 7
3i6 -3i6 i6 i6

=" —e )-3(e —-e

=2isin36 — 6isin 6

)

.3 1 3
sin"@=—-——sin30+ —sin@
4 4
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

cosné +isinné = (cos6 +isinb)”

ﬂ PARIS DESCARTES



Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

cosné +isinné = (cos6 +isinb)”

cosnd = R((cos6+ising)")
sinn6 = 3((cos 6 +isin6)")
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin40 =(cosO+isin 9)4
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin46 =(cosO +isin 9)4
= (cos 6)4 + 4i(cose)3 sin@
+ 67 (cose)z(sin 6')2 + 47 (cos@)(sin 6)3
+i*(sing)*
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin40 =(cosO+isin 9)4
= (cos )" +4i(cos8)’sin
+6i° (cos8)’(sin8)” + 4> (cos6)(sin §)>
+i*(sing)*
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin40 =(cosO+isin 9)4
= (cos )" +4i(cos8)’sin
+6i° (cos8)’(sin8)” + 4> (cos6)(sin §)>
+i*(sing)*

cos40 = (cos 6)4 -6 (cose)z(sin 6)2 + (sin 9)4
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin40 =(cosO+isin 9)4
= (cos6)* +4i(cos8)’sin 6
+6i%(cos8)’(sin8)’ + 47> (cosB)(sin6)’
+i*(sing)*

cos40 = (cos 6)4 -6 (cose)z(sin 6)2 + (sin 9)4
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Trigonométrie

Calcul des sinus et cosinus de n6

Ccos460+isin40 =(cosO+isin 9)4
= (cos6)* +4i(cos8)’sin 6
+6i%(cos8)’(sin8)’ + 47> (cosB)(sin6)’
+i*(sing)*

cos40 = (cos 6)4 -6 (cose)z(sin 6)2 + (sin 9)4
sind6 =4 (cose)3 sin@ — 4 cosO(sin 9)3
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Le théoréme fondamental de Iaigebre
a,z +a,_ 12 ~+--++a;Z2+a,=0

Théoreme de d’Alembert

Jean d’'Alembert UNIVERSITE
PARIS DESCARTES



Le théoréme fondamental de Iaigebre
n n-1
a,z +a,_ 12 ~+--++a;Z2+a,=0

Théoreme de d’Alembert

Théoreme : Tout polynbme non-constant a coefficients
complexes a au moins une racine complexe.
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Les nombres complexes Le théoreme fondamental de I'algébre

a, 2" +a, 2" +--+a;z+a,=0

Théoreme de d’Alembert

Théoreme : Tout polynbme non-constant a coefficients
complexes a au moins une racine complexe.

Corollaire : Tout polyn6me de degré n > 1, a coefficients
complexes, a n racines complexes.
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