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des espaces de Laguerre
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Introduction

Cadre : Les variables d’intéréts ne sont pas directement observées
(probléme inverse),

Trois cas spécifiques :
® Estimation des dérivées d'une densité de probabilité,
® Estimation d’'une densité a partir d’observations indirectes,
® Déconvolution dans un modéle de régression.
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(probléme inverse),

Trois cas spécifiques :
® Estimation des dérivées d'une densité de probabilité,
® Estimation d’'une densité a partir d’observations indirectes,
® Déconvolution dans un modéle de régression.

Méthode :
® Estimation par projection en base d’Hermite ou Laguerre,
® Mixte déconvolution-projection.
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Introduction

Cadre : Les variables d’intéréts ne sont pas directement observées
(probléme inverse),

Trois cas spécifiques :
® Estimation des dérivées d'une densité de probabilité,
® Estimation d’'une densité a partir d’observations indirectes,
® Déconvolution dans un modéle de régression.

Méthode :
® Estimation par projection en base d’Hermite ou Laguerre,
® Mixte déconvolution-projection.

Pourquoi ces deux bases ?
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Problemes inverses sur

Pourquoi utiliser les bases de Laguerre et D
d,Hermite ? Ousmane Sacko

Introduction

® Pas de choix préliminaire du support d’estimation,

® Variables d’intérét positives : base de Laguerre, Base Hermite :
modeéeles de diffusion,

® Bonnes propriétés mathématiques,

® Faible complexité : petit nombre de coefficients suffit pour avoir
une bonne estimation.
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Pourquoi utiliser les bases de Laguerre et D
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Introduction

® Pas de choix préliminaire du support d’estimation,

® Variables d’intérét positives : base de Laguerre, Base Hermite :
modeéeles de diffusion,

® Bonnes propriétés mathématiques,

® Faible complexité : petit nombre de coefficients suffit pour avoir
une bonne estimation.

Définitions
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La base de Laguerre

On définit la base (orthonormée) de Laguerre (/;);>o par :

i) =vEL(ee ™, 400 X (1) xzo

= \k K

ou L; est le polynéme de Laguerre de degré j qui satisfait :

Ousmane Sacko

| 4 L(0)L(x)e " dx = 8
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des espaces de Laguerre
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Introduction

/=0,
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Problemes inverses sur

La base d,Hermite des espaces de Laguerre

et d'Hermite
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Introduction
Les fonctions d’Hermite (h;);>o :
—X2 > . _1/2 lodle et Hypo!
h(x) = gH(x)e /%, ¢ =(2jVm) /% xeR, consec
3orne du e
ol }
L »
Hi(x)=(—1Ye" —(e7™).
() = (~1Ye” 2 ()
La famille (H;);>o : "
Définition de I'e r
3 ne du ue
7)(2 j - >rocédure adaptativ
[ HOH (06 e = 2vze S
Régressit rmi
Etud i
Per
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La base d’Hermite

Les fonctions d’Hermite (h;);>o :

h(x) = gH(x)e™ 2, ¢ =(2jIvm)'? xeR,

Hi(x) = (-1)e

La famille (H;);>o :

/. H/-(X)Hk(x)eixzdx:21'/.!\/%5/,;(,
JR

Méthode de projection
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Estimation par méthode de projection

» Spm=Vect{@o,...,Pm_1}, 0U @; b.o.n sur L2(A) ot AC R.

» Pour f € L2(A), on développe

o0
=Y ane. a()=r.g)= [ g
j=0
La projection orthogonale de f sur Sy, est :
m—A1
fm="Y_ a(f)e;
j=0
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Problemes inverses sur

Estimation par méthode de projection i
> Sm - VeCt{(po, ey (pm71 }, Ol‘] (p/ b.o.n sur ]L2(A) Ol] A C R Introduction

» Pour f € L2(A), on développe

=L ale, a)=1.9)= [ 0o
La projection orthogonale de f sur Sy, est :
m—1
fm="Y_ a(f)e;
j=0
Ainsi, on estime f par :
m—1

/f\m = Z /a\/(p/"
=0
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Questions

Les questions sont :

e Vitesse de convergence et optimalité,

e Sélection de modele et risque de I'estimateur adaptatif,

e Performance numérique des estimateurs.

Ousmane Sacko
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Estimation adaptative et optimale des dérivées
d’une densité sur R ou R

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Comte et C. Duval publié
dans Mathematical Methods of Statistics
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Modele et Hypothéses

Observations : Xi, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité
f, d-fois dérivables.

Hypotheses :
(A1) (@) € L2(R") (cas Laguerre ) ou f(9) € L2(R) (cas Hermite),
(A2) ||f0)]|o < 4o pour tout 0 < j < d—1,

(A3) Iin})f(f)(x) = 0 pour tout 0 < j < d — 1 (cas Laguerre).
X—
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Modele et Hypothéses

Observations : Xi, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité

f, d-fois dérivables.

Hypotheses :

(A1) f@ € L2(R*) (cas Laguerre ) ou f(9) € L?(R) (cas Hermite),

(A2) ||f0)]|o < 4o pour tout 0 < j < d—1,

(A3) Iin})f(f)(x) = 0 pour tout 0 < j < d — 1 (cas Laguerre).
X—

But : Estimer la dérivée d’ordre d de f, notée (%),

Ousmane Sacko
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Définition de I'estimateur

» Sp=Vect{gy,...

(cas Laguerre).

, ®m—1}, avec @; = h; (cas Hermite) ou ¢; = /;

Projection orthogonale de (9 sur Sy, :

fm(a) =

Z a(f

Mgy, () = [ 19(x)g(x)ax

» Sous (A1), (A2) et (A3), on définit :

Ousmane Sacko

5(d)

S
|

i=1
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Définition de I'estimateur

» Sp=Vect{gy,...

(cas Laguerre).

, ®m—1}, avec @; = h; (cas Hermite) ou ¢; = /;

Projection orthogonale de (9 sur Sy, :

fm(a) =

Z a(f

Ny, () = [ 19 (x)dx.

» Sous (A1), (A2) et (A3), on définit :

m—1
T
j=0

5(d)

E

i=1

e Pour d = 0, estimateur classique de f.
e Comparaison avec I'approche a noyau ou on dérive f.
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Définition de I'estimateur

» Sy = Vect{(po, cery Om_q }, avec @; = h; (cas Hermite) ou ¢@; = J;

(cas Laguerre).

Projection orthogonale de (9 sur Sy, :

fm(a) =

» Sous (A1),

m—1
j=0

Za, N9 a(f) = [ A0 (0.

(A2) et (A3), on définit :

[y

i=1

e Pour d = 0, estimateur classique de f.
e Comparaison avec I'approche a noyau ou on dérive f.

Ousmane Sacko

Vitesse de convergence et optimalité ?
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Espaces de régularité

Définissons W*(D) (voir Bongioanni and Torrea (2006)) par :

W*(D)={6 € L*(R), } k°a;(6) <D}, D>0,

k>0

ol ak(0) = [ 0(x)k(x)dx et

o WS(D)=W;
o Ws(D) =W

Ousmane Sacko

D) pour le cas Hermite,
D) pour le cas Laguerre.
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Vitesse de convergence

Théoréeme

Supposons (A1)-(A2)-(A3) et

]E[ —d—1/2
Alors, pour mMept =

sup ]E[||fm

] < 4o ( Laguerre) ou E[| X;[?/%] < 40 (Hermite).

opt(

fEWS(D)

[n 2/25+1)]’ ona:

(s—d

o — (D|2] < C(s,d, D) 557 .

Ousmane Sacko
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Borne du risi

Proc

Illustration numérique

ase d'Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite
Etude numérique
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Problémes inverses sur
Vitesse de convergence i
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Théoréme
Supposons (A1)-(A2)-(A3) et
E[X; 9"/?] < +eo ( Laguerre) ou E[| X; /3] < +eo (Hermite).
Alors, pour mey = [n?/25t1)]  on a : i
() _2(s=d)
sup ]E[”fmopt — 9 } < C(s,d,D)n" z+1 .
fews(D)
e Méme vitesse que Rao (1996), Schmisser (2013) pour le cas
dépendant.
e Mgy, Ne dépend pas de d. Méme que Lepski (2018)
e Meilleure lorsque s croit, se dégrade lorsque d croit.
° ?mopr,(d) minimax optimal pour f € W*5(D).
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Problémes inverses sur
Vitesse de convergence i
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Théoréme
Supposons (A1)-(A2)-(A3) et
E[X; 9"/?] < +eo ( Laguerre) ou E[| X; /3] < +eo (Hermite).
Alors, pour mey = [n?/25t1)]  on a : T
@ -~
sup ]E[”fmopt — 9 } < C(s,d,D)n" z+1 .
fews(D)
e Méme vitesse que Rao (1996), Schmisser (2013) pour le cas
dépendant.
e Mgy, Ne dépend pas de d. Méme que Lepski (2018)
e Meilleure lorsque s croit, se dégrade lorsque d croit.
° ?mopr,(d) minimax optimal pour f € W*5(D).

Mopt N'est pas accessible ? Que faire ?
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Sélection de modele

But : Proposer un choix automatique de m, tel que :

- 1 m—1 d
Bl =11 = lfmia — 11+ X Var [of
]:

minimal.
> gy — (N = [|F D)2 — || () |I?

> Posons Ving =Y E[(‘P,-(d)()ﬂ ))?]
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Sélection de modele
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But : Proposer un choix automatique de m, tel que :

- 1 m—1
E[[[fm )~ FI] = lfmo = Q12+~ ¥ Var [9¥(x))]
j=0

minimal. Procédure adsptaive

> [ fma) = FOUE = £ || fm a2
— d
> Posons Vimg = Yo El(0(” (X1))?]

On pose :

~ . - 2 — — Vm7d

1 = argmin{ — [T, (o) > + penig(m)}, peng(m) = k-2,
mE///n_d n

0l Vg = 1 X1 X5 (917 (X0))2, K > 0 doit étre calibré et ./Zn g
une collection finie de modéles.
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Résultat final

Théoréme (inégalité oracle)

Soit Mp g = {d,...,

mn(d)}, ot my(d) > d. Supposons (A1),

Ifl|le < oo, et que (A3) (Laguerre).

(A2),

AL. mn(d) = |(n/10g3(n))25¥ |, sup,cp+ [&) < +oo (Laguerre),

xd

2
AH. m,(d) = |n?¢+ | (Hermite).
Alors, pour tout K > Ky := 32

ey — FOl
|l | <c

ou peny(m) = Km

inf (1lfma) — 2+ peng(m) )
meMna

C/

+=

Ousmane Sacko
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Résultat final

Théoréme (inégalité oracle)

Soit Mg :={d,...,ms(d)}, ot my(d) > d. Supposons (A1), (A2),
Ifl|le < oo, et que (A3) (Laguerre).

AL mn(d) = |(n/10g®(n) % |, supyez+ "G < +oo (Laguerre),
AH. my(d) = [nZee | (Hermite).

Alors, pour tout K > Ky := 32

E|[Fan0 @ I] <C_inf (llfmga) 9> +peng(m)) + -

ou peny(m) = Km

Ouitils : Inégalités de Talagrand (1999) et de Bernstein.
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Résultat final

Théoréme (inégalité oracle)

Soit Mg :={d,...,ms(d)}, ot my(d) > d. Supposons (A1), (A2),
Ifl|le < oo, et que (A3) (Laguerre).

AL. mn(d) = [(n/10g*(n)) % |, supycp+ L5 < +eo (Laguerre),
AH. my(d) = [nZee | (Hermite).

Alors, pour tout K > Ky := 32

E|[Fan0 @ I] <C_inf (llfmga) 9> +peng(m)) + -

ou peny(m) = Km

Ouitils : Inégalités de Talagrand (1999) et de Bernstein.

lllustration numérique
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[llustration
d=0

0.0 0.1 02 03 04

Problemes inverses sur

des espaces de Laguerre

et d'Hermite

Ousmane Sacko

00 0.1 02 03 04

03

-0.1

m=7.65

FIGURE — 20 estimés ?ﬁ)m(d) en base de Laguerre, avec n = 500 (1ére ligne),
et n=2000 (2 ¢ ligne). Vraie trait continu (rouge) et les estimés en pointillés.

Ousmane Sacko

m=6.80 m=5.65

Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite

Etude numérique

Définition de I'estimateur

Borne du risque

Procédure

n base d'Hermite

a stratégie «Fourier-Hermite

umérique

Perspectives
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Problémes inverses sur
des espaces de Laguerre

d - 0 d =1 d =2 et d’Hermite

Ousmane Sacko

“ | i o
s w ] ]
4 ~ s 1
B w
2 o B
s ]
= | @ s ]
s — T T < 3 -
2 1 0 1 2 z 1 0 1 2
fot -~ o~ & adaptative
m= 765 m= 815 m= 785 Etude numérique
@
= <
3 1 =] -
S o] ] Vodele
] h R Définition de I'estimateur
N ) ] Borne du risque
3 g =] ome du risque
= @ =]
s T T T E T T T o
z 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2

m=09.45 m=9.70 m=8.95

ion en base d'Hermite

r-Hermite:

FIGURE — 20 estimés /f\r’ﬁm(d) en base d’Hermite, avec n = 500 (1ére ligne) et Eudo rumeriqve
n = 2000 (seconde ligne). Vraie en rouge, estimés en pointillés. e

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite 15/11/21 16/ 41



Conclusion partielle

e Estimateur par projection, simple & implémenter, stable

numériqguement.

e Description parcimonieuse de la fonction a estimer.

e Résultat non asymptotique, minimax et adaptatif avec une

pénalité indépendante de la base.

Ousmane Sacko
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Déconvolution d’'une densité en base d’Hermite

Ousmane Sacko

Il s’agit d’un travail publié dans ALEA
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N N Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Modéle et Hypotheses
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Modéle :

Zy = Xk + &k, k=1,...,n

(A1) les (Xk)k>1 sonti.i.d. de densité inconnue f,
(A2) les (&k)k>1 i-i.d. de densité connue f,
(A3) les (Xk)k>1 et (&)k>1 sont indépendantes

Modéle

Soit f7 la densité de Z; : il vient d’aprés (A3) que fz = fxf;.
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N N Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Modéle et Hypotheses
Ousmane Sacko

Modéle :

Zy = Xk + &k, k=1,...,n

(A1) les (Xk)k>1 sonti.i.d. de densité inconnue f,
(A2) les (&k)k>1 i-i.d. de densité connue f,
(A3) les (Xk)k>1 et (&)k>1 sont indépendantes

Modéle

Soit f7 la densité de Z; : il vient d’aprés (A3) que fz = fxf;.
Hypothése sur la loi du bruit :
(A4) 3¢ >cy>0,ety>0,u>0,6>0
S S
(14 2) e < |02 < e (14 2) eI

ol t*(u) = [ e“*t(x)dx est la transformée de Fourier de t.
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N N Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Modéle et Hypotheses
Ousmane Sacko

Modéle :

Zy = Xk + &k, k=1,...,n

(A1) les (Xk)k>1 sonti.i.d. de densité inconnue f,
(A2) les (&k)k>1 i-i.d. de densité connue f,
(A3) les (Xk)k>1 et (&)k>1 sont indépendantes

Modéle

Soit f7 la densité de Z; : il vient d’aprés (A3) que fz = fxf;.
Hypothése sur la loi du bruit :

(A4) 3¢, >c¢;>0,ety>0,u>0,6>0
& (14 ) eIl < [12()] 72 < oy (1 + )T,
ol t*(u) = [ e“*t(x)dx est la transformée de Fourier de t.

Question : Comment estimer f a partir de Zy,...,2,7?
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Approche par projection

» Sp = Vect(¢;)o<j<m—1, 0l @; base d’Hermite.
» Rappelons que ¢ = 27 (i) ¢;
Soit f € L2(R).

Estimateur :
S e (=Y 17550
=Y a0, 84— [ £ hn0
m /;) Adl vl \/ﬁ fg*(t) il
ou .
~ 1 .
B=—_Y o4
N k=1

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite
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Approche par projection

» Sp = Vect(¢;)o<j<m—1, 0l @; base d’Hermite.
» Rappelons que ¢ = 27 (i) ¢;

Soit f € Lz(R).
Estimateur :

ou

m—1

?m = Z 3,

J=0

Peut-on atteindre les vitesses classiques ?

Ousmane Sacko

2o,
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Problémes inverses sur
Vitesse de I'estimateur ? dos espaces do Laguerte

Ousmane Sacko

Hypothése additionnelle :
(A5) fz =fxf, estborné.
Pour f € Wg(D) (boule de Sobolev-Hermite) :

-85 ,8/2,,8/2
~ my+12" gul®/m
1E[||fm—f||2]§Dm*S+Cf+E, C, ¢>0, I>2

Ainsi,

60=0 0<6<2 or 6=2,u<é

Borne du risque

2
2 2
SETovTT logn \ &

mopt [n 2s+2y+1 ] l: ( 2u/5 ) :|

. ___2s _2s
Vitesse n Zt2rtt (logn)~ 3

TABLE — Vitesse de convergence de 7, pour f € Wg(D).

e Vitesses optimales, Fan (1993), Pensky et Vidakovic(1999).
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Problemes inverses sur
Estimateur adaptatif i

Ousmane Sacko

Collection de modéles
Mp={meN, A(m)<n},

ou
128 y8/2 /2

1 e
Am =~ [ ()] 2=
|U|<M Etude numéri
cf Comte and Lacour (2011). On sélectionne m :

m = argmin{—|[fn]|? +pen(m)},

me L% n Procédure adaptative
KA Gi§ < %,
enim)—= Contex
pen(m) =1 5 (1 +24u/5/2m5’%) A gil<§<a, e

ol Kk est une constante qui doit étre calibrée.
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Estimateur final

Théoréme (Inégalité oracle)

Supposons (A1),...,(A5) vérifiées et f; de carre intégrable. Alors, il
existe une constante Ky, telle que Vi > ko = 17, l'estimateur f,

satisfait

E |7 — fI?]

ou C est une constante (C=4 convient) et C' une constante qui

dépend de f;.

/

C
< C inf (||[f="f,l? =
7leen//[n(|| |12+ pen(m)) + P

Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Procédure adaptative

Ousmane Sacko
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Problemes inverses sur

Esti mateur final des espaces de Laguerre

et d'Hermite

Ousmane Sacko

Théoréme (Inégalité oracle)

Supposons (A1),...,(A5) vérifiées et f; de carre intégrable. Alors, il
existe une constante Ky, telle que Vi > ko = 17, l'estimateur f,

satisfait o
~ 5 2 c
E[fA—f}<C'f f—f en(m)) + —
[fa=1I2) <€ inf (If =l +pen(m) + - o
ou C est une constante (C=4 convient) et C' une constante qui ;m;;:;m;m.ve
dépend de f;. ! ‘

Outil : Inégalité de Talagrand (1999) o
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Graphe

Direct

Laplace noise

Gaussian noise

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04
L

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

FIGURE — 20 estimés d’une (0.5.4°(—2,1)+0.5.#(2,1))/+/5, avec n = 250
(1 ére ligne) et n = 1000 (2e ligne). Vraie densité en trait continu (rouge) et

estimés en pointillés (vert).
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Problémes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Etude numérique

Modéle
Définition de I'estimateur
Borne du risque
Procédure adaptative

Ilustration numérique:

n base d Hermite
La stratégie «Fourier-Hermite
Etude numérique

Perspectives
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Déconvolution dans un modéle de régression en

Ousmane Sacko

base d’Hermite

"Il s’agit d’un travail en cours"

Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite

Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

lllustration numérique
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Contexte

Modeéle de convolution :

y(xk) = h(xk) + &,

Ousmane Sacko

k=-—n,...,n—1,

h(x) = fxg(x) = . f(x—y)a(y)dy,

Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite

Problémes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Modéle

Hypothéses

1 par projection des

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Etude numérique

Définition de I'estimateur

Borne du risque

Contexte
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Problemes inverses sur
CO n texte des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Modeéle de convolution :

y(x) = h(xk) + &, k=-n,...,n—1,

h(x) = Fxg(0) = [ f(x=y)aly)y,

® fonction g : noyau est supposée connue,

L4 (Xk = kT/n),n§k§n71 ou 0 < T < o est fixé,
® (&k)_n<k<n_1 i.i.d. avec E[gx] = 0 et Var(gx) = 62 < o, connu,
[ )

f est la fonction inconnue que I'on désire reconstruire sur R.

Contexte
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Problemes inverses sur
CO n texte des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko
Modéle de convolution :

y(Xk):h(Xk)ch‘;‘k7 k:—n,...,n—1, s

h(x) = Fxg(0) = [ f(x=y)aly)y,

® fonction g : noyau est supposée connue, peen s ‘

L4 (Xk = kT/n),n§k§n71 ou 0 < T < o est fixé, :‘ o “‘ “
® (&k)_n<k<n_1 i.i.d. avec E[gx] = 0 et Var(gx) = 62 < o, connu,
[ )

f est la fonction inconnue que I'on désire reconstruire sur R.

Cas particulier ratégio <FourerHormite
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Quelques références

Si supp(f) Nsupp(g) C [0, 4o :

® Dey et al. (1998) : pour g(x) = be™*1 >0 et en utilisant une

équation différentielle linéaire.

® Abramovich et al. (2013) résument le probléme a I'estimation de

h9 avec une méthode & noyau.

® Comte et al. (2017) : un estimateur par projection, fondé sur un
développement des fonctions f, g et h en base de Laguerre.

Ousmane Sacko
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des espaces de Laguerre
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Contexte
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Questions

Comment estimer f lorsque f et g ne sont pas

nécessairement nulles sur R~ ?

Ousmane Sacko

Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite

Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Modéle et Hypothéses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Etude numérique

Modeéle

Définition de I'estimateur
Borne du risque
Procédure adaptative

Illustration numérique

Contexte

Régression en base d Hermite
La stratégie «Fourier-Hermite»

Etude num

Perspectives
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Hypothéses

(A1) fetf* sontdans L'(R).
(A2) g* #0.
(A3) llexiste ¢ > ¢} > 0, tels que

G+ <|g* () 2<ci(1+£)!, VteR.

Sous (A1), (A2), nous avons :

f(x):i/ eiuxwdu, Vx eR.
2nJr = g*(v)

On obtient un estimateur de f en remplagant h par un estimateur.

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite
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Hypothéses

(A1) fetf* sontdans L'(R).
(A2) g* #0.
(A3) llexiste ¢ > ¢} > 0, tels que

G+ <|g* () 2<ci(1+£)!, VteR.

Sous (A1), (A2), nous avons :

1 b
f(x):—/e’“’(ﬂdu, Vx eR.
2nJr = g*(v)

On obtient un estimateur de f en remplagant h par un estimateur.

Comment?

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite

Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite
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Contexte
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r) Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Les approches *

Ousmane Sacko

Nous présentons 2 méthodes d’estimation :
® "Fourier-Hermite approach”,
® "Hermite-Hermite approah”

Contexte
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r) Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Les approches *

Ousmane Sacko

Nous présentons 2 méthodes d’estimation :
® "Fourier-Hermite approach”,
® "Hermite-Hermite approah”
Etape 1 : Probleme de régression en "fixed design" en base d’Hermite.

y(xk) = h(x)+ &, k=-n,....n—1,

Contexte
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Problémes inverses sur
Estimateur de moindre carrés de h dos espaces do Laguerte

Ousmane Sacko

Sq 1= \Vect{@o,..., P41} ol @; est la base d’Hermite.

On introduit les matrices :
Tt
®q = (9j(x))-n<izn-10<jzd-1, Vo =— &g,

ol ¢!, est la transposée de ®,. Par la méthode des moindres carrés :

=N a—1 __ d)
J=0
=2(d) ~ Mt T
b= (B, b)) = (0h0g) oy = w0l
y/ = (y(X,n), cee ay(Xn71))t-

Notons pour n > d, W4 est inversible.
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Procédure d’estimation pour f :

Etape 2 :

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite

Problémes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

t Hypothéses

ur par projection des

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Etude numérique

Modgle

Définition de I'estimateur

Borne du risque
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Vitesse de convergence de 7(6)70,

Théoréme

Supposons que h € WZH(L’ ). Sous (A1) a (A4), nous avons pour
dopt = [0S+ avec s+ 7> 11/6 et op o n'/25H747) que

—~ _ S
sup [ Hf@opt)ﬂopt - f”z} =0 (n St ) )
feWs(L)

ot W4(L) boule de Sobolev classique de régularité s et y est donné
en (A3).
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Problémes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite
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La stratégie «Fourier-Hermite»
Etude Iméric
Perspectives
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Adaptation pOUF/f\(g)ﬂ avec la méthode GL
On pose ¢ = /2d.

7d(x) ::?(\/@)Td(x) ~on o a*(u)

On estime le biais par :

)= max {1~ Tora P xev(@) . x>0

d'ey )

V(d) = 2(1 4 24log(n)) G?A(\/Z?)@.
On sélectionne d :

d:=arg min {Z(d) + K V(d)} ,

de.,///,$1)

N 1 . . N
ou k1 < Kp et ///,S ) une collection finie de modéles.
Ky et Ko doivent étre calibrés ! Mais comment ?
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Inégalités oracles

Théoréme
Sous (A1) a (A4) et € sous-gaussien, pour K1 > 12,

lo
E[HfA—f” ] <C |nf (Hf— f(m)HZ—FRb(d)—‘r V(d)) + C/ g( )
de/// n

ou Ro(dl) i=max,_ ) (A(\/Zd’)||hf E[hy] HZ),
fiy = "11_¢,q, C est constante numérique. De plus, si f € Ws(L) et

he W (L') avecs+y>17/6,

)

_ |
E[lf;— 2] < G inf (d~°+V(d))+C og(n)
dex/l,p) n

ou Cy dépendde C, L, L', s, y et C| dépend de C', s et y.
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z , Problemes inverses sur
1 des espaces de Laguerre
Etude numérique

Ousmane Sacko

® Fonctions test :
(i) f(x) = exp(—2x?), I =[-2,2],
(i) f(x) = x®exp(—x)1x>0, I = [0,6]
(i) f(x)= \/%(0.4exp(—8(X+1)2)—|—0.6exp(—8(x—1)2)),
I=[-2,2],

(i) f(x)=—2x(14+x2)72, 1=[-2,2]
9(x) = 02xexp(—6x)14>0 avec 6 = 4.
e ~ AN (0,02), 0 =1/8.

T =10, n€ {250,500,1000}.
® k1 =15x1073% et kp = 2k3.
AV ={1,2,...,25).

Etude numérique
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Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre

(|) (") et d'Hermite

Ousmane Sacko

00 02 04 06 08 1.0

d=8,52n=2.34,5—> oo d=17.7,52n =223 s=2
(i) (iv)

02

L

06

d=11.3552n=1.94, s —s00 d=12.8552n=1.03,8—so00

FIGURE — Collection d’estimateurs de 73, la vraie fonction en trait épais
(rouge), la courbe des estimées en vert pointillés pour n = 500.
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. Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
Conclusions

Ousmane Sacko

® Trois pb inverses étudiés

® Bases Laguerre et Hermite = estimateurs minimax optimaux
® Adaptatifs

® Faciles a implémenter

® Calculs rapides

Perspectives
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Problemes inverses sur
1 des espaces de Laguerre
Perspectives

Ousmane Sacko

» Estimation optimale et adaptative des dérivées d’une densité.
® Risque de I'estimateur adaptatif pour le cas noyau avec la
méthode PCO.
® Est-il possible d’étendre les résultats au cas des variables
dépendantes ?
» Déconvolution d’une densité sur R en base d’'Hermite.
e Est-il possible d'utiliser la base Hermite pour f¢ inconnue ?
e FEtudier la procédure pour des réalisations dépendantes ?
» Régression et déconvolution en base d’Hermite

e Probleme d’optimalité ?
e Etendre les resultats pour des xi aléatoires ?
e Extension en dimensiond >27?

Perspectives

Ousmane Sacko Problémes inverses sur des espaces de Laguerre et d'Hermite 15/11/21 39/41



Problemes inverses sur
des espaces de Laguerre
et d'Hermite

Ousmane Sacko

Merci de votre attention!

Perspectives
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Problémes inverses sur
i des espaces de Laguerre
ﬁ R. Askey and S. Wainger. etdHermite
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Mean convergence of expansions in Laguerre and Hermite
series.
Amer. J. Math., 87 :695-708, 1965.
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