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Cadre général

Cadre : Les variables d’intérêts ne sont pas directement observées
(problème inverse),

Trois cas spécifiques :
• Estimation des dérivées d’une densité de probabilité,
• Estimation d’une densité à partir d’observations indirectes,
• Déconvolution dans un modèle de régression.

Méthode :
• Estimation par projection en base d’Hermite ou Laguerre,
• Mixte déconvolution-projection.

Pourquoi ces deux bases?
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Pourquoi utiliser les bases de Laguerre et
d’Hermite?

• Pas de choix préliminaire du support d’estimation,

• Variables d’intérêt positives : base de Laguerre, Base Hermite :
modèles de diffusion,

• Bonnes propriétés mathématiques,

• Faible complexité : petit nombre de coefficients suffit pour avoir
une bonne estimation.

Définitions
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La base de Laguerre

On définit la base (orthonormée) de Laguerre (lj )j≥0 par :

lj (x) =
√

2Lj (2x)e−x , Lj (x) =
j

∑
k=0

(
j
k

)
(−1)k xk

k!
, x ≥ 0, j ≥ 0,

où Lj est le polynôme de Laguerre de degré j qui satisfait :∫
R+

Lj (x)Lk (x)e−x dx = δj,k .
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La base d’Hermite

Les fonctions d’Hermite (hj )j≥0 :

hj (x) = cjHj (x)e−x2/2, cj = (2j j!
√

π)−1/2, x ∈ R,

où

Hj (x) = (−1)jex2 d j

dx j (e−x2
).

La famille (Hj )j≥0 :∫
R

Hj (x)Hk (x)e−x2
dx = 2j j!

√
πδj,k ,

Méthode de projection
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Estimation par méthode de projection

I Sm = Vect{ϕ0, . . . ,ϕm−1}, où ϕj b.o.n sur L2(A) où A⊂ R.

I Pour f ∈ L2(A), on développe

f =
+∞

∑
j=0

aj (f )ϕj , aj (f ) = 〈f ,ϕj〉=
∫

A
f (x)ϕj (x)dx .

La projection orthogonale de f sur Sm est :

fm =
m−1

∑
j=0

aj(f )ϕj .

Ainsi, on estime f par :

f̂m =
m−1

∑
j=0

âjϕj .
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Questions

Les questions sont :

• Vitesse de convergence et optimalité,

• Sélection de modèle et risque de l’estimateur adaptatif,

• Performance numérique des estimateurs.
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Estimation adaptative et optimale des dérivées
d’une densité sur R ou R+

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Comte et C. Duval publié
dans Mathematical Methods of Statistics
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Modèle et Hypothèses

Observations : X1, . . . ,Xn des variables aléatoires i.i.d. de densité
f , d-fois dérivables.

Hypothèses :
(A1) f (d) ∈ L2(R+) (cas Laguerre ) ou f (d) ∈ L2(R) (cas Hermite),

(A2) ‖f (j)‖∞ < +∞ pour tout 0≤ j ≤ d−1,

(A3) lim
x→0

f (j)(x) = 0 pour tout 0≤ j ≤ d−1 (cas Laguerre).

But : Estimer la dérivée d’ordre d de f , notée f (d).
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Définition de l’estimateur
I Sm = Vect{ϕ0, . . . ,ϕm−1}, avec ϕj = hj (cas Hermite) ou ϕj = lj

(cas Laguerre).

Projection orthogonale de f (d) sur Sm :

fm,(d) =
m−1

∑
j=0

aj (f (d))ϕj , aj (f (d)) =
∫
R

f (d)(x)ϕj (x)dx .

I Sous (A1), (A2) et (A3), on définit :

f̂m,(d) =
m−1

∑
j=0

â(d)
j ϕj , â(d)

j =
(−1)d

n

n

∑
i=1

ϕ
(d)
j (Xi).

• Pour d = 0, estimateur classique de f .
• Comparaison avec l’approche à noyau où on dérive f̂h.

Vitesse de convergence et optimalité?
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j =
(−1)d

n

n

∑
i=1

ϕ
(d)
j (Xi).

• Pour d = 0, estimateur classique de f .
• Comparaison avec l’approche à noyau où on dérive f̂h.

Vitesse de convergence et optimalité?

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 10 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Définition de l’estimateur
I Sm = Vect{ϕ0, . . . ,ϕm−1}, avec ϕj = hj (cas Hermite) ou ϕj = lj

(cas Laguerre).

Projection orthogonale de f (d) sur Sm :

fm,(d) =
m−1

∑
j=0

aj (f (d))ϕj , aj (f (d)) =
∫
R

f (d)(x)ϕj (x)dx .

I Sous (A1), (A2) et (A3), on définit :

f̂m,(d) =
m−1

∑
j=0
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Espaces de régularité

Définissons W s(D) (voir Bongioanni and Torrea (2006)) par :

W s(D) = {θ ∈ L2(R), ∑
k≥0

ksa2
k (θ)≤ D}, D > 0,

où ak (θ) =
∫

θ(x)ϕk (x)dx et
• W s(D) = W s

H(D) pour le cas Hermite,
• W s(D) = W s

L (D) pour le cas Laguerre.
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Vitesse de convergence

Théorème
Supposons (A1)-(A2)-(A3) et

E[X−d−1/2
1 ] < +∞ ( Laguerre) ou E[|X1|2/3] < +∞ (Hermite).

Alors, pour mopt = [n(2/2s+1)], on a :

sup
f∈W s(D)

E
[
‖̂fmopt ,(d)− f (d)‖2]≤ C(s,d ,D)n−

2(s−d)
2s+1 .

• Même vitesse que Rao (1996), Schmisser (2013) pour le cas
dépendant.

• mopt ne dépend pas de d . Même que Lepski (2018)

• Meilleure lorsque s croît, se dégrade lorsque d croit.

• f̂mopt ,(d) minimax optimal pour f ∈W s(D).

mopt n’est pas accessible? Que faire?
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Sélection de modèle

But : Proposer un choix automatique de m, tel que :

E
[
‖̂fm,(d)− f (d)‖2]= ‖fm,(d)− f (d)‖2 +

1
n

m−1

∑
j=0

Var
[
ϕ
(d)
j (X1)

]
minimal.

I ‖fm,(d)− f (d)‖2 = ‖f (d)‖2−‖fm,(d)‖2

I Posons Vm,d = ∑
m−1
j=0 E[(ϕ

(d)
j (X1))2]

On pose :

m̂n := argmin
m∈Mn,d

{−‖̂fm,(d)‖2 +p̂end(m)}, p̂end(m) = κ
V̂m,d

n
,

où V̂m,d = 1
n ∑

n
i=0 ∑

m−1
j=0 (ϕ

(d)
j (Xi ))2, κ > 0 doit être calibré et Mn,d

une collection finie de modèles.
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Résultat final

Théorème (inégalité oracle)

Soit Mn,d := {d , . . . ,mn(d)}, où mn(d)≥ d. Supposons (A1), (A2),
‖f‖∞ < +∞, et que (A3) (Laguerre).

AL. mn(d) = b(n/ log3(n))
2

2d+1 c, supx∈R+
f (x)
xd < +∞ (Laguerre),

AH. mn(d) = bn
2

2d+1 c (Hermite).

Alors, pour tout κ ≥ κ0 := 32

E
[
‖̂fm̂n,(d)− f (d)‖2

]
≤ C inf

m∈Mn,d

(
‖fm,(d)− f (d)‖2 + pend (m)

)
+

C′

n
,

où pend (m) = κ
Vm,d

n .

Outils : Inégalités de Talagrand (1999) et de Bernstein.

Illustration numérique

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 14 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Résultat final

Théorème (inégalité oracle)

Soit Mn,d := {d , . . . ,mn(d)}, où mn(d)≥ d. Supposons (A1), (A2),
‖f‖∞ < +∞, et que (A3) (Laguerre).

AL. mn(d) = b(n/ log3(n))
2

2d+1 c, supx∈R+
f (x)
xd < +∞ (Laguerre),

AH. mn(d) = bn
2

2d+1 c (Hermite).

Alors, pour tout κ ≥ κ0 := 32

E
[
‖̂fm̂n,(d)− f (d)‖2

]
≤ C inf

m∈Mn,d

(
‖fm,(d)− f (d)‖2 + pend (m)

)
+

C′

n
,

où pend (m) = κ
Vm,d

n .

Outils : Inégalités de Talagrand (1999) et de Bernstein.

Illustration numérique

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 14 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Résultat final

Théorème (inégalité oracle)

Soit Mn,d := {d , . . . ,mn(d)}, où mn(d)≥ d. Supposons (A1), (A2),
‖f‖∞ < +∞, et que (A3) (Laguerre).

AL. mn(d) = b(n/ log3(n))
2

2d+1 c, supx∈R+
f (x)
xd < +∞ (Laguerre),

AH. mn(d) = bn
2

2d+1 c (Hermite).

Alors, pour tout κ ≥ κ0 := 32

E
[
‖̂fm̂n,(d)− f (d)‖2

]
≤ C inf

m∈Mn,d

(
‖fm,(d)− f (d)‖2 + pend (m)

)
+

C′

n
,

où pend (m) = κ
Vm,d

n .

Outils : Inégalités de Talagrand (1999) et de Bernstein.

Illustration numérique

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 14 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Illustration
d = 0 d = 1 d = 2

m̂ = 5.85 m̂ = 6.15 m̂ = 5.15

m̂ = 7.65 m̂ = 6.80 m̂ = 5.65

FIGURE – 20 estimés f̂m̂n,(d) en base de Laguerre, avec n = 500 (1ère ligne),
et n = 2000 (2 è ligne). Vraie trait continu (rouge) et les estimés en pointillés.
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d = 0 d = 1 d = 2

m̂ = 7.65 m̂ = 8.15 m̂ = 7.85

m̂ = 9.45 m̂ = 9.70 m̂ = 8.95

FIGURE – 20 estimés f̂m̂n,(d) en base d’Hermite, avec n = 500 (1ère ligne) et
n = 2000 (seconde ligne). Vraie en rouge, estimés en pointillés.

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 16 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Conclusion partielle

• Estimateur par projection, simple à implémenter, stable
numériquement.

• Description parcimonieuse de la fonction à estimer.

• Résultat non asymptotique, minimax et adaptatif avec une
pénalité indépendante de la base.
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Déconvolution d’une densité en base d’Hermite

Il s’agit d’un travail publié dans ALEA
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Modèle et Hypothèses

Modèle :

Zk = Xk + εk , k = 1, . . . ,n

(A1) les (Xk )k≥1 sont i.i.d. de densité inconnue f ,

(A2) les (εk )k≥1 i.i.d. de densité connue fε ,

(A3) les (Xk )k≥1 et (εk )k≥1 sont indépendantes

Soit fZ la densité de Z1 : il vient d’après (A3) que fZ = f ∗ fε .
Hypothèse sur la loi du bruit :

(A4) ∃c′1 ≥ c1 > 0, et γ ≥ 0,µ ≥ 0,δ ≥ 0

c′1(1 + t2)
γ
eµ|t|δ ≤ |f ∗ε (t)|−2 ≤ c1(1 + t2)

γ
eµ|t|δ ,

où t∗(u) =
∫

eiux t(x)dx est la transformée de Fourier de t .

Question : Comment estimer f à partir de Z1, . . . ,Zn ?
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Approche par projection

I Sm := Vect(ϕj )0≤j≤m−1, où ϕj base d’Hermite.

I Rappelons que ϕ∗j =
√

2π(i)jϕj

Soit f ∈ L2(R).

Estimateur :

f̂m =
m−1

∑
j=0

âjϕj , âj =
(−i)j
√

2π

∫
f̂ ∗Z (t)
f ∗ε (t)

ϕj(t)dt,

où

f̂ ∗Z (t) =
1
n

n

∑
k=1

eitZk .

Peut-on atteindre les vitesses classiques?
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Vitesse de l’estimateur?
Hypothèse additionnelle :

(A5) fZ = f ? fε est borné.

Pour f ∈W s
H(D) (boule de Sobolev-Hermite) :

E[‖̂fm− f‖2]≤Dm−s +C
mγ+ 1−δ

2 eulδ/2mδ/2

n
+

c
n
, C, c > 0, l ≥ 2,

Ainsi,

δ = 0 0 < δ < 2 or δ = 2, µ < ξ

mopt [n
2

2s+2γ+1 ]

[(
logn
2µ lδ

) 2
δ

]
Vitesse n−

2s
2s+2γ+1 (log n)−

2s
δ

TABLE – Vitesse de convergence de f̂m pour f ∈W s
H(D).

• Vitesses optimales, Fan (1993), Pensky et Vidakovic(1999).
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Estimateur adaptatif

Collection de modèles

Mn = {m ∈ N, ∆(m)≤ n},

où

∆(m) =
1
π

∫
|u|≤
√

lm
|f ∗ε (u)|−2du �mγ+ 1−δ

2 eulδ/2mδ/2
,

cf Comte and Lacour (2011). On sélectionne m :

m̂ = argmin
m∈Mn

{−‖̂fm‖2 +pen(m)},

pen(m)=

{
κ

∆(m)
n , si δ < 1

2 ,

2κ

(
1+24µ lδ/2mδ− 1

2

)
∆(m)

n si 1
2 ≤ δ ≤ 2,

où κ est une constante qui doit être calibrée.
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Estimateur final

Théorème (Inégalité oracle)
Supposons (A1),. . .,(A5) vérifiées et fε de carré intégrable. Alors, il
existe une constante κ0, telle que ∀κ ≥ κ0 = 17, l’estimateur f̂m̂
satisfait

E
[
‖̂fm̂− f‖2

]
≤ C inf

m∈Mn

(
‖f − fm‖2 + pen(m)

)
+

C′

n
,

où C est une constante (C=4 convient) et C′ une constante qui
dépend de fε .

Outil : Inégalité de Talagrand (1999)
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Graphe

Direct Laplace noise Gaussian noise

FIGURE – 20 estimés d’une (0.5N (−2,1) + 0.5N (2,1))/
√

5, avec n = 250
( 1 ère ligne) et n = 1000 (2e ligne). Vraie densité en trait continu (rouge) et
estimés en pointillés (vert).
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Déconvolution dans un modèle de régression en
base d’Hermite

"Il s’agit d’un travail en cours"
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Contexte

Modèle de convolution :

y(xk) = h(xk)+ εk , k =−n, . . . ,n−1,

où
h(x) = f ?g(x) =

∫
R

f (x− y)g(y)dy ,

• fonction g : noyau est supposée connue,
• (xk = kT/n)−n≤k≤n−1 où 0 < T < ∞ est fixé,
• (εk )−n≤k≤n−1 i.i.d. avec E[εk ] = 0 et Var(εk ) = σ2

ε < ∞, connu,
• f est la fonction inconnue que l’on désire reconstruire sur R.

Cas particulier
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Quelques références

Si supp(f)∩ supp(g)⊂ [0,+∞[ :

• Dey et al. (1998) : pour g(x) = be−ax1x≥0 et en utilisant une
équation différentielle linéaire.

• Abramovich et al. (2013) résument le problème à l’estimation de
h(d) avec une méthode à noyau.

• Comte et al. (2017) : un estimateur par projection, fondé sur un
développement des fonctions f ,g et h en base de Laguerre.
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Questions

Comment estimer f lorsque f et g ne sont pas
nécessairement nulles sur R− ?
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Hypothèses

(A1) f et f ∗ sont dans L1(R).

(A2) g∗ 6= 0.

(A3) Il existe c1 ≥ c′1 > 0, tels que

c′1(1 + t2)
γ ≤ |g∗(t)|−2 ≤ c1(1 + t2)

γ
, ∀t ∈ R .

Sous (A1), (A2), nous avons :

f (x) =
1

2π

∫
R

e−iux h∗(u)
g∗(u)

du, ∀x ∈ R .

On obtient un estimateur de f en remplaçant h par un estimateur.

Comment?
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Les approches?

Nous présentons 2 méthodes d’estimation :
• "Fourier-Hermite approach",
• "Hermite-Hermite approah"

Etape 1 : Problème de régression en "fixed design" en base d’Hermite.

y(xk ) = h(xk ) + εk , k =−n, . . . ,n−1,
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Estimateur de moindre carrés de h

Sd := Vect{ϕ0, . . . ,ϕd−1} où ϕj est la base d’Hermite.

On introduit les matrices :

Φd = (ϕj (xi ))−n≤i≤n−1,0≤j≤d−1, Ψd =
T
n

Φt
d Φd ,

où Φt
d est la transposée de Φd . Par la méthode des moindres carrés :

ĥd =
d−1

∑
j=0

b̂(d)
j ϕj ,

~̂b
(d)

= (b̂(d)
0 , . . . , b̂(d)

d−1)t = (Φt
d Φd )−1Φt

d~y =
T
n

Ψ−1
d Φt

d~y ,

~y = (y(x−n), . . . ,y(xn−1))t .

Notons pour n ≥ d , Ψd est inversible.
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Procédure d’estimation pour f :

Etape 2 :

f (x) =
1

2π

∫
R

e−iux h∗(u)
g∗(u)

du, ∀x ∈ R,

Estimateur :

f̂(`),d(x) =
1

2π

∫ `

−`
e−iux ĥ∗d(u)

g∗(u)
du, ∀` > 0.
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Vitesse de convergence de f̂(`),d

Théorème

Supposons que h ∈W s+γ

H (L′). Sous (A1) à (A4), nous avons pour
dopt = [n1/(s+γ+1)] avec s + γ > 11/6 et `opt ∝ n1/2(s+γ+1) que

sup
f∈W s(L)

E
[
‖̂f(`opt ),dopt − f‖2

]
= O

(
n−

s
s+γ+1

)
,

où W s(L) boule de Sobolev classique de régularité s et γ est donné
en (A3).

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 33 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Adaptation pour f̂(`),d avec la méthode GL
On pose ` =

√
2d .

f̃d(x) := f̂(
√

2d),d(x) =
1

2π

∫ √2d

−
√

2d
e−iux ĥ∗d(u)

g∗(u)
du.

On estime le biais par :

Â(d) := max
d ′∈M (1)

n

{(
‖̃fd ′ − f̃d∧d ′‖2−κ1V (d ′)

)
+

}
, κ1 > 0

V (d) = 2(1 + 24 log(n))σ
2
ε ∆(
√

2d)
λ2dT

n
.

On sélectionne d̂ :

d̂ := arg min
d∈M (1)

n

{
Â(d)+κ2V (d)

}
,

où κ1 ≤ κ2 et M
(1)
n une collection finie de modèles.

κ1 et κ2 doivent être calibrés ! Mais comment?

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 34 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Inégalités oracles

Théorème

Sous (A1) à (A4) et ε sous-gaussien, pour κ1 ≥ 12,

E[‖̃fd̂ − f‖2]≤ C inf
d∈M (1)

n

(
‖f − f(

√
2d)‖

2 + Rb(d) + V (d)
)

+ C′
log(n)

n
,

où Rb(d) := max
d ′∈M (1)

n ,d≤d ′

(
∆(
√

2d ′)‖h−E[ĥd ′ ]‖2
)

,

f ∗(`) = f ∗1[−`,`], C est constante numérique. De plus, si f ∈W s(L) et

h ∈W s+γ

H (L′) avec s + γ ≥ 17/6,

E[‖̃fd̂ − f‖2]≤ C1 inf
d∈M (1)

n

(
d−s + V (d)

)
+ C′1

log(n)

n
,

où C1 dépend de C, L, L′, s, γ et C′1 dépend de C′, s et γ .
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Étude numérique

• Fonctions test :
(i) f (x) = exp(−2x2), I = [−2,2],
(ii) f (x) = x2 exp(−x)1x≥0, I = [0,6]
(iii) f (x) = 4√

2π
(0.4exp(−8(x + 1)2) + 0.6exp(−8(x−1)2)),

I = [−2,2],
(vi) f (x) =−2x(1 + x2)−2, I = [−2,2]

• g(x) = θ 2x exp(−θx)1x≥0 avec θ = 4.
• εk ∼N (0,σ2

ε ), σε = 1/8.
• T = 10, n ∈ {250,500,1000}.
• κ1 = 1.5×10−3 et κ2 = 2κ1.
• M

(1)
n = {1,2, . . . ,25}.
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(i) (ii)

d̂ = 8, s2n = 2.34, s −→ ∞ d̂ = 17.7, s2n = 2.23, s = 2
(iii) (iv)

d̂ = 11.35, s2n = 1.94, s −→ ∞ d̂ = 12.85, s2n = 1.03, s −→ ∞

FIGURE – Collection d’estimateurs de f̃d̂ , la vraie fonction en trait épais
(rouge), la courbe des estimées en vert pointillés pour n = 500.
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Conclusions

• Trois pb inverses étudiés
• Bases Laguerre et Hermite⇒ estimateurs minimax optimaux
• Adaptatifs
• Faciles à implémenter
• Calculs rapides
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Perspectives

I Estimation optimale et adaptative des dérivées d’une densité.
• Risque de l’estimateur adaptatif pour le cas noyau avec la

méthode PCO.
• Est-il possible d’étendre les résultats au cas des variables

dépendantes?

I Déconvolution d’une densité sur R en base d’Hermite.
• Est-il possible d’utiliser la base Hermite pour fε inconnue?
• Étudier la procédure pour des réalisations dépendantes?

I Régression et déconvolution en base d’Hermite
• Problème d’optimalité?
• Étendre les resultats pour des xk aléatoires?
• Extension en dimension d ≥ 2?

Ousmane Sacko Problèmes inverses sur des espaces de Laguerre et d’Hermite 15/11/21 39 / 41



Problèmes inverses sur
des espaces de Laguerre

et d’Hermite

Ousmane Sacko

Introduction

Estimation adaptative et
optimale des dérivées
d’une densité

Modèle et Hypothèses

Estimateur par projection des
dérivées

Borne du risque et vitesse de
convergence

Procédure adaptative

Étude numérique

Déconvolution d’une
densité en base
d’Hermite

Modèle

Définition de l’estimateur

Borne du risque

Procédure adaptative

Illustration numérique

Régression et
Déconvolution en base
d’Hermite

Contexte

Régression en base d’Hermite

La stratégie «Fourier-Hermite»

Étude numérique

Perspectives

Perspectives

Références

Merci de votre attention !
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