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Résumé

On présente la preuve, due & M.Casalis et M.Capitaine, de la liberté asymptotique d’une famille
de matrices aléatoires gaussiennes. Pour obtenir cette asymptotique (en moyenne, et presque stire sous
des hypotheses renforcées), on établit une formule (non explicite) sur les moments généralisés d’une
telle famille associée & une famille de variables aléatoires indépendantes.

0.1 Rapide rappel de probabilités libres et formulation du probleme

Espace de probabilité Soit .4 une C-algebre unitaire, munie d’une forme linéaire ¢ vérifiant ¢(1) =1 :
c’est un espace de probabilités non-commutatives (epnc). Un exemple est donné par les espaces de matrices
My (C), munis de la forme linéaire “trace” Try (M) = +Tr(M). Pour obtenir des matrices aléatoires on

va d’abord se fixer un espace de probabilités (classique) (X, 2, P) et définir
Av= (] LP(X,My)
1<p<+o0

Pespace (non-commutatif) des variables aléatoires & valeurs matricielles qui sont p-intégrables pour tout
p € [1, 400, et Pon prend pour “mesure de probabilité” (non-commutative)

on(A) =E(Try(A)), VA€ Ay

Distribution A la place des moments classiques, comme les variables aléatoires ne commutent plus, on
considere les expressions du type P(ai,...,a,) ou P est un polynéme dans C(Xy,..., X, ), anneau des
polynémes non commutatifs & n variables, et aq,...,a, sont des variables aléatoires dans A.

Définition 1. Sias,...,a, appartiennent a un enpc (A, @), on appelle distribution de a1, ..., a, la forme
linéaire g, ... a0, sur C(Xy,...,X,) donnée par

fay,....a, (P) = ¢(P(ay, ..., an))

n

Liberté et convergence

Définition 2. Une famille de sous-algébres unitaires (A;) d’un epnc (A, ) est dite libre si pour tout
entier p et tout p-uplet (a1, ...,ap) de variables aléatoires centrées (i.e. telles que @(a;) = 0)) telles que
deux variables successives appartiennent & deux sous-algébres A; différentes, on a w(a; ...ap) =0.

Cela remplace la notion classique d’indépendance, et - comme en probabilités classiques - il est possible
de construire des espaces de probabilités ot 'on trouve “plusieurs copies libres” d’'un méme espace initial.

Définition 3 (Convergence). Soit (An,pn) une suite d’epnc, et (a )ien une suite de familles de variables
aléatoires (avec (al¥)ien inclus dans Ay pour tout N ). On dit que la suite converge vers la famille (a;)ien
lorsque les distributions correspondantes convergent simplement, i.e. lorsque l'on a :

N CS
HaN)y 1\:30 H(as)

Remarque : on a légerement abusé des notations en s’autorisant des familles infinies de variables, mais
un polynéme est toujours une suite presque nulle de coefficients, si bien que ’on ne considere a chaque
fois qu'un nombre fini de variables différentes.
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Position du probléme

Définition 4 (Liberté). Une suite de familles (afv)iel comme précédemment est dite asymptotiquement
libre lorsqu’elle converge vers une famille (a;);cr de variables aléatoires libres (au sens ot les sous-algébres
unitaires engendrées par chaque variable sont libres dans leur ensemble).

On s’intéresse ici a la liberté asymptotique d’une famille indépendante de matrices aléatoires de taille
de plus en plus grande. On privilégiera le modele “unitaire gaussien” (cf. cours). Pour établir la liberté
asymptotique, il faudra montrer la convergence simple des distributions précisées ci-dessus, la méthode de
I’article consiste a étudier 'asymptotique des “moments généralisés” et de conclure par un argument de
double récurrence.

0.2 Moments généralisés pour le modele gaussien

Notations Soit 5, le groupe symétrique a n éléments, soit 7 une permutation dans S,, décomposons
7 en cycles C(m) a support disjoints, et notons (m) leur nombre. On définit, pour tout ensemble de n
matrices By, ..., B, de taille N x N, le moment généralisé :

BBy =TT o (1180 ) = o TT ™ (113 (1)

ceC(n) jec ceC(n) jec

Remarquons que, malgré I’atmosphere non-commutative, cette définition n’est pas ambigué, puisque C
est commutatif (donc lordre dans lequel on considere les cycles n’importe pas) et puisque la trace est
invariante par permutation circulaire (donc il suffit d’énumérer chaque cycle dans 'ordre sans se soucier
du point de départ). On adapte cette définition au cadre général d’un epnc (A, ¢) en posant

‘Pﬂ(bh-“abn): H <,0(Hbj) (2>

cec(n) jeC

Convergence des moments généralisés Dorénavant, on va considérer des familles de suites de ma-
trices aléatoires, ce qui devrait se noter (AN);cr nen avec AN dans Ay pour tout i € I sera noté par
commodité A;, et lorsque ’on considere les moments d’exposant N ¥ il sera sous-entendu qu’on considere

le N-ieme terme de la suite.

Définition 5 (Condition (C)). Une famille (A;) vérifie la condition (C) de convergence des moments
généralisés lorsque l'on a pour toute taille N, tout entier n, toute permutation ™ € S, et tous polynéomes
non-commutatifs Py, ..., P,

Jim EGY(PUA) -, PalA) = x(Pi(a), .. Pala) 3)

ot a = (a;)ien+ est une famille de variables aléatoires dans un epnc (A, ).

Asymptotique des moments On peut maintenant énoncer et démontrer une estimation des moments
généralisés, qui permettra d’établir la liberté asymptotique recherchée.

Lemme 1. Soit H une matrice hermitienne dans GUE(N, %), et B une tribu indépendante de H. Fizons

un entier ¢ > 2 et By,..., By des matrices N x N aléatoires B-mesurables. Parallélement, soit s une
variable semi-circulaire (avec moment d’ordre un = 1 et moment d’ordre deuxr = 0) dans un espace de
probabilité (A, ) et © une sous-algébre unitaire de A libre avec la sous-algébre engendrée par s. Pour le
meéme entier q, fizons by, ...by des variables aléatoires dans ©.

Soit m une permutation de Sy, il existe une partie I, de Sq, des entiers pairs {m~(p),p € I} et des
réels {a(p),p € I} tels que l'on ait les identités suivantes :

QP
E(rfly(BlHa ey BqH)) = Z NTS(B))E(TSI(BM ey Bq))
pElL

et

Spﬂ(blsa"'abqs) = Z aﬂ'(p)gopa)lw"abq)
pPEILr,mx(p)=0



Preuve. Quitte a écrire explicitement les permutations et les décomposer en cycles, il suffit de montrer que
pour toute donnée de {B; o, . . . , Bi n, }i=1,...p matrices N x N aléatoires B-mesurables et {b; 0, ..., b;n; bi=1,...p
des variables dans ©, on a les identités :

n

p
E(HTTN(BLOHBM,...,HBm,i)) ZNW) (HTrN L B;J,n;‘l))
=1

j=1
et
p
[T eiosbis ... sbin,) = > H@ CYRRERTIS)
i1 J=leney#0 1=

avec des constantes (entieres, sauf les a; qui sont réelles) “combinatoires” indépendantes de N. On peut
supposer que k := Zle n; > 2, sinon par indépendance (resp. par liberté) les termes correspondant dans
la premiere équation (resp. la deuxiéme) sont nuls. On montre ces deux identités par récurrence sur k, qui
est exactement le nombre d’occurrences de H. L’initialisation ne pose pas de probleme, puisqu’on connait
explicitement les cas possibles. Par exemple, on trouve que

1
— E(Trn(B2,0B1,1B1,082.1))

E(TI'N(BLOHBLl)TrN(BQ’OHBQJ)) = N2

tandis que le terme correspondant a cette permutation pour ¢ est nul d’apres ’hypothese de liberté. Pour
la récurrence proprement dite, on s’appuie sur une propriété particuliere des matrices gaussiennes : si on
construit H une copie de H indépendante de H (et de la tribu B), alors

H+H -~ H-H
et K=
V2 V2

définissent deux matrices du GUE(N, N), indépendantes (et bien siir indépendantes de B). On a ainsi

K =

H= W(K +K ). Les variables non-commutatives semi-circulaires posseédent la méme propriété : on peut
écrire s = \/5(6 + ¢) ol ¢ et ¢ sont deux variables semi-circulaires de méme distribution que s, libres et

libres avec © (rappelons que la construction de variables libres de distribution donnée est permise comme
en probabilités classiques). Supposons le résultat vrai au rang k. Considérons les termes de la forme :

p
E([] Trn(BioHbiy,...,HBiy,))

i=1

et
p

H go(bi,osb“ . Sbi,ni)

i=1

et remplagons H (resp. s) par %(K + K) (resp. %(C + ¢), et développons, en utilisant simplement la
linéarité de la trace et de I'espérance (resp de ¢). Quand on développe Try (B; o I(K+K)bi71, ey f (K+
K )Bi n,;), on obtient, & un facteur f pres (il y a n; termes H remplacés), un terme ol n’apparait que K,

un terme ou n’apparailt que K et d’autres termes ot K et K comptent respectivement m et m occurrences,
avec mm # 0 et m + m = n;. En faisant le produit (pour ¢ € {1,...,p}) de tels termes, on obtient deux
termes “uniformes” (ne contenant que K ou que K ) et une somme de termes o K et K apparaissent
avec respectivement m et m occurrences (ot mm # 0 et m +m = >_ n;). En particulier, & chacun de ces
derniers termes on peut appliquer ’hypotheése de récurrence : on considere la tribu B’ égale a la tribu B
augmentée de la tribu engendrée par K : la variable K appartient au GUE(N, %), est indépendante de
B’ par construction, et elle apparait au plus k fois : 'hypothese de récurrence s’applique donc. Reste le

terme initial (celui qu’on a développé) et les deux termes “uniformes” qui, & un facteur preés (di aux %),

coincident avec le terme initial (puisqu’on simplement remplacé H par K ou K et que ces trois variables
aléatoires ont méme loi). La méme démarche combinatoire s’applique pour I'identité concernant (. O

0.3 Liberté asymptotique et convergence presque partout des moments géné-
ralisés

Convergence en moyenne On applique le lemme précédent pour déduire la liberté asymptotique
recherchée et, sous une hypothese supplémentaire, on montre que la convergence est presque stire.



Proposition 1. Soit H'! une suite de matrices aléatoires du GUE(N, =), soit A = (A;,i € N) une
famille de matrices N x N aléatoires et indépendantes de H. On suppose que la famille A; satisfait la
condition (C) définie plus haut. Alors H est asymptotiquement libre avec les A; et la famille (H, A) vérifie
encore la condition (C). Plus précisément, pour tout entier n et toute famille Py,..., P, de polyndmes
non commutatifs, on a :

]\1{1+Hl E(TfrV(Pl(A)I_L cee 7Pn(A)H)) = @W(Pl(a)sa ceey P’ﬂ(a)s) (4)
ot s est une wvariable non-commutative semi-circulaire comme considérée dans le lemme, libre avec la
famille a = (a;).

Preuve. La derniére conclusion résulte du lemme. Pour le voir, fixons des polynémes P, ..., P,, comme
H est indépendant de la famille des A;, H est également indépendant de la famille P;(A), ..., P,(A). A
m € S, fixé, le lemme nous apprend alors que la différence entre les deux termes de (4) est donnée (avec
les notations du lemme) par

Z aﬁ(p)(E(r;];V(Pl(A>7 R PH(A))) - @W(Pl(a)v R Pn(G')))
pEILr,mx(p)=0
+ Y () E(rY (P(A),..., Pa(A)))

var(p)
pPELr mx(p)#0

La premiere ligne tend vers 0, par convergence de la famille A2. Quant & la deuxiéme ligne, rappelons
que les m, intervenant sont des entiers > 2, il reste a voir que le terme concernant I’espérance est borné :
c’est ce que garantit la condition (C'), puisque la convergence des moments généralisés pour la famille A;
assure en particulier que, & p fixé, E(r,(Pi(A),..., P,(A))) est borné quand N tend vers +o0.

Pour déduire de cela la liberté asymptotique, remarquons que ’égalité (4) donne plus qu’une infor-
mation sur les seuls termes du type P(A)H (ou H n’apparait qu’a la premiere puissance). En effet, cette
égalité met en jeu n’importe quelle permutation, si bien que pour tout polynéme non commutatif ) en
les A; et en H, on a la convergence

Jim B (Te(Q(A, H) = 9(Qla, )

En effet, soit @ un polynéme (non-commutatif) en les A; et en H. On peut toujours décomposer Q
comme le produit Q(A, H) = [[;"; Qi(A)H X Qum+1(A) pour un certain nombre m+1 de polynoémes Q; qui
ne dépendent que de A. Le lemme assure la convergence de E(ré\fnﬂ(Ql(A)H, ces Qm(A)H, Qm+1(A))),
oll ¢, est le m + 1-cycle de S,,.1 3. On a alors :

m

E(Q(A H)) =E(Try(J[ Qi(A)H x Qnii(4) =E@Y  (Qi(A)H,...,Qm(A)H, Qmi1(A)))

i=1

et on sait que cette derniére expression converge, pour N — +00, vers :

Pen (Q1a)s, .., Qm(a)s,@mir(a)) = p(Qi(a)s. .. Qm(a)s@mi1(a)) = ¢(Q(a, s))

Ce qui est bien le résultat de convergence recherché. A ce stade, on dispose donc de la liberté asymptotique,
pour montrer que 'on dispose encore de la condition (C) il faut prouver la convergence des moments
généralisés pour la famille (H, A). La derniére conclusion de la proposition, que 'on a établie au début
de la preuve comme une conséquence du lemme et de la condition (C') pour A, montre cette convergence
pour les moments généralisés ne faisant intervenir que des polynomes du type P(A)H, c’est-a-dire dans
lesquels H n’apparait, la encore, qu’a la premiere puissance. Dans le cas général, une décomposition des
polynomes, semblable a celle qui a été pratiquée ci-dessus pour établir la liberté asymptotique, permet de
se ramener a ce cas particulier. O

Maintenant que ’on dispose de cette proposition, quitte a raisonner par récurrence sur le nombre de
matrices gaussiennes aléatoires indépendantes, on a facilement :

1. sous-entendu : Hy, cf. la remarque qui débute le paragraphe “convergence des moments généralisés”

2. La convergence des moments généralisés entraine évidemment la convergence des distributions

3. Notons que si le terme considéré se termine par Qm+1(A), sans dépendance en H, et n’entre donc pas dans le champ
d’application du lemme, cette expression est bien concernée par la forme “développée” qui a été utilisée dans la preuve du
lemme



Proposition 2 (Convergence en moyenne). Soit X; une famille de matrices du GUE(N, %) indépen-
dantes, indépendantes également d’une famille Ay de matrices N x N aléatoires vérifiant la condition
(C). Parallélement, soit x; des variables semi-circulaires (normalisées comme précédemment) libres dans
un enpc (A, @), libres également avec une famille ay, de variables dans A. Alors les moments généralisés
de la famille (X, Ai) convergent vers les moments correspondants de la famille (x;,ar), et en particulier
(X, Ay) vérifie la condition (C).

En particulier, mettons en valeur le :

Théoréme 1. Soit X; une famille de matrices du GUE(N, N) idépendantes, indépendantes également
d’une famille Ay, de matmces N x N aléatoires vérifiant la condition (C). Alors les familles {X;} et {A;}
sont asymptotiquement libres.

Convergence presque stire On énonce et on démontre un résultat de convergence presque stre des
moments généralisés, sous une hypotheése plus forte résumée dans la condition (C’) :

Définition 6 (Condition (C’)). On dit qu’une famille A = {A;,i € N} de matrices N x N aléatoires
vérifie la condition (C") de convergence tendue des moments généralisés lorsque :
1. La famille A converge vers une famille a = {a;,i € N} de variables dans un enpc (A, ).

2. Pour tout couples d’entiers (ni,ns) et de permutations (11, ma) € Sp, X Sn,, pour chaque ny+nq-uplet

de polynomes P, ..., Py, 1n,, on a la condition de tension :
Z |UN Pla"' n1+n2)| < +00 (5)
Ot Un(m, Py, ..., Py iny) est défini comme la covariance :

Un(m,Pry...y Poygny) = Cov(re, (Pi(A), ..., P (A), ey (Poy+1(A)s . . ., Poytns (4)))

Remarquons que cette condition (C') entraine la condition (C'). En effet, chaque moment généralisé est,
a un nombre fini de termes de covariance pres, un produit de termes du type E(Try (P1(A),..., P, (A))),
qui admettent une limite par définition de la convergence d’une famille de matrices aléatoires (condition
1.). Comme les termes de covariance d’ordre N tendent vers 0 d’apres la condition 2., on obtient bien la
convergence de chaque moment généralisé.

Sous cette hypothese, on obtient en fait un résultat de convergence presque sture :

Proposition 3. Soit A = {A;} une famille de matrices N x N aléatoires. On suppose que la fa-
mille vérifie la condition (C') définie plus haut. Alors chaque produit de polyndmes non-commutatifs

[15_, Trn(Pia(A) ... Py, (A)) converge presque sirement vers [[0_, o(P1(a) ... Py, (a)).

Prewve. Posons my = [[7_, Trn(Pi1(A) ... Py, (A)=E([[}_, Trn (P 1(A) ... Py, (A))), il suffit de mon-
trer que my converge presque stirement vers 0 puisque le terme en E(H) que l'on soustrait tend d’apres la
Proposition 1. (que I'on peut appliquer car (C') => (C)) vers la limite p.s. voulue. D’aprés Borel-Cantelli,

il suffit de montrer que (my étant centrée) : > E(|my|?) < 400, ce qui résulte de la condition 2. de la
condition (C”). O

On aimerait maintenant étendre ce résultat de convergence presque sture a une famille de matrices
aléatoires. Pour cela, il suffit d’établir la proposition suivante (on procéde ensuite par récurrence) :

Proposition 4. Soit A; une famille de matrices N x N aléatoires et soit H une matrice du GUE(N %)
indépendante des Aj. On suppose que la famille A; vérifie la condition (C'). Alors la famille (H, Aj)
vérifie encore la condition ch.

Preuve. La condition de convergence 1. est satisfaite par (H,A;), il suffit pour le voir d’appliquer les
résultats de convergence de la premiere partie. Pour la condition 2., rappelons que d’apres le Lemme 1.
on a le développement asymptotique :

E(Tﬂ'l (Pl(A)Hv ) Pnl (A)H)TW2 (PnlJrl(A)Hv ceey Pn1+n2 (A)H))
=Y . p(B@) o Paa (@) + O5)

P€I7r172 yMry o (p)#0



ot 'on a défini m; » comme la permutation de Sy, 45, correspondant a I'union de 7y et m5. Toujours d’apres
ce Lemme, on a également :

E(rﬂ'l (Pl(A)Hv cee ’Pnl (A)H))E(Tﬂ'2 (Pn1+1(A)Ha s 7Pn1+n2 (A)H))

= Z Oéﬂ'l(pl)aﬂz(pQ)(pm(Pl(a)’"'7Pn1(a)))<pP2(Pn1+1(a)7'"7Pn1+n2(a)) +O(

P1€15, ,p2€ry My (P1) My (p2)F#0

Pour conclure a la sommabilité de la covariance, il faudrait montrer une identité combinatoire reliant les
coefficients aur,, ar, €t ag, ,. En effet, en passant a la limite dans la condition 2. de la condition (C”), on
obtient que :

Pp1 (Pl(a)7 s 7Pn1 (a)))gppz (Pn1+1(a)a ) Pn1+n2 ((L)) = Ppip2 (Pl(a)7 LR Pn1+n2 (a)

oll p1p2 est la permutation de S, +n, correspondant a l'union de p; et p2. On aimerait alors montrer que
toutes les permutations p € I, , proviennent d’une décomposition ,,,, et identifier les coefficients a.
correspondants. Jusqu’a présent, on s’est contenté de développements non explicites, puisqu’on n’a pas
cherché a déterminer effectivement les constantes qui apparaissaient dans le développement du Lemme 1.
On peut en fait mener & bien le calcul explicite des moments du type E(r.(B1H, ...,B,H)), et utiliser
certaines propriétés du groupe symétrique pour obtenir I'identité recherchée. O
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