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Introduction

La théorie du transport de mesures répond à différentes questions : celle liée à l’exis-
tence et l’unicité d’un transport optimal selon les coûts (donné soit par une mesure
abstraite sur l’espace produit soit par une certaine application de transport), l’analyse
de la régularité du transport optimal selon la régularité des mesures et la géométrie de
leur support (et l’étude de l’équation de Monge-Ampère associée à de tels problèmes)
ou encore les conséquences fonctionnelles de la possibilité de transporter une mesure sur
une autre. Il est légitime de déterminer quels aspects de cette théorie admettent des
équivalents au sein de la “théorie de la mesure non-commutative” interprétée au sens des
algèbres d’opérateurs. La plupart des questions demandent, au minimum, d’être reformu-
lées car on ne peut plus considérer de points sur les “espaces mesurés non-commutatifs”
sous-jacents, tandis que la bonne notion de densité d’une mesure non-commutative reste
encore énigmatique.

L’objectif de ce mémoire est de présenter le résultat récent [GS12] d’Alice Guionnet
et Dimitri Shlyakhtenko, qui établissent l’existence d’un transport monotone libre (free
monotone transport) entre la loi de variables semi-circulaires (associée au potentiel qua-
dratique V1(X) = 1

2X.X) et une loi (la loi de Gibbs libre) τV2 associée à un potentiel
V2 proche de V1. Ce transport est donné par un vecteur de séries entières en plusieurs
variables non commutatives, qui s’écrit comme le gradient (cyclique) d’une telle série,
et dont la matrice jacobienne est positive (c’est en ce sens qu’il est dit “monotone”).
Pour de petites valeurs de la perturbation V2−V1, ce transport est également inversible
(toujours dans un espace de séries entières à plusieurs variables non commutatives de
multi-rayon de convergence assez grand), ce qui fournit un isomorphisme entre la C∗-
algèbre engendrée par n variables semi-circulaires libres et la C∗-algèbre engendrée par
n variables de loi τV2 .

1 Généralités sur les probabilités libres

Cette partie est consacrée à de brefs rappels du vocabulaire et des notions de pro-
babilités libres qui seront utiles pour énoncer et motiver les résultats de transport.

1.1 Espaces de probabilités et variables aléatoires

Définition 1 (Espace de probabilité non commutatif). Un espace de probabilité non
commutatif (e.p.n.c) est la donnée d’une C-algèbre unitaire A et d’une forme linéaire
(la loi) ϕ : A −→ C telle que ϕ(1A) = 1. Dans la suite, on supposera toujours (sauf
mention explicite) que A est une C∗-algèbre, et que ϕ est un état tracial fidèle sur A.

Cette définition recouvre les espaces probabilisés en théorie de la mesure, si (X,β, µ)
est la donnée d’un espace mesuré X, muni d’une tribu β et d’une mesure de probabilité µ,
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alors la C∗-algèbre unitaire A := L∞(X,β, µ) des fonctions β-mesurables bornées (avec
l’involution donnée par conjugaison et la norme ||.||∞) munie de la forme linéaire Eµ :
F 7→

∫
Fdµ vérifie la définition précédente. Dans cet exemple, les variables aléatoires

bornées sont exactement les éléments de l’espace de probabilité non-commutatif (A,Eµ).
Par analogie, on donne la définition suivante :

Définition 2 (Variables aléatoires non commutatives). Si (A, ϕ) est un espace de pro-
babilité non commutatif, les éléments de A sont appelées variables aléatoires non com-
mutatives (v.a.n.c).

La théorie des probabilités libres se développe autour d’un analogue non-commutatif
de la notion d’indépendance : la liberté. Construisons un e.p.n.c naturellement associé à
Fn, le groupe libre à n générateurs : Fn agit sur l’espace des suites complexes l2(Fn) (muni
du produit hermitien usuel) par translation à gauche, c’est la représentation régulière
gauche de Fn. Cette représentation donne une injection de Fn dans l’espace B(l2(Fn)) des
opérateurs bornés sur l2(Fn), puis la complétion de la sous-algèbre involutive engendrée
par l’image de Fn dans B(l2(Fn)) pour la norme d’opérateur définit la C∗-algèbre réduite
du groupe libre à n générateurs notée C∗red(Fn). On définit un état tracial sur C∗red(Fn)
en posant, pour tout élément g de Fn, ϕ(g) = 〈g · 1, 1〉 (où 1 est l’élément neutre de
l2(Fn) pour le produit de convolution, à savoir la suite nulle partout sauf en l’élément
neutre de Fn, noté 1Fn , où elle vaut 1), et en étendant cette définition par linéarité et
continuité à toute la C∗-algèbre 1.

On suppose maintenant que le nombre de générateurs n est supérieur à 2. Si f1, f2
sont deux générateurs distincts du groupe libre à n générateurs, que l’on identifie avec
leur image dans C∗red(Fn), on a : ϕ(f1f2) = 0 = ϕ(f1)ϕ(f2), et plus généralement, si P et
Q sont deux polynômes, ou même deux fonctions continues sur S1, alors l’expression sui-
vante fait sens par calcul fonctionnel et ϕ(P (f1)Q(f2)) = ϕ(P (f1))ϕ(Q(f2)). Cependant
les v.a.n.c. f1 et f2 ne sont pas indépendantes au sens où ϕ(P1(f1)Q1(f2)P2(f1)Q2(f2))
n’est pas, en général, égal à ϕ(P1P2(f1))ϕ(Q1Q2(f2)) pour des fonctions P1, P2, Q1, Q2

continues sur S1 - il suffit de considérer P1(x) = Q1(x) = x et P2(x) = Q2(x) = x−1,
pour lesquelles le premier terme vaut 0 et le second terme vaut 1. En revanche, on a la
propriété suivante, qui est une traduction de la liberté des générateurs : pour tout m-
uplet x1, . . . , xm d’éléments de Fn (identifiés avec leur image dans la C∗-algèbre réduite)
tels que chaque xi (i = 1 . . .m) appartient au sous-groupe engendré par un généra-
teur, si tous les xi sont dans le noyau de ϕ et si deux éléments consécutifs (xi et xi+1,
pour i = 1 . . .m − 1) appartiennent aux sous-groupes engendrés par deux générateurs
distincts, alors le produit des xi est dans le noyau de ϕ.

En accord avec cette propriété, on donne la définition suivante de la notion de liberté,
qui jouera un rôle analogue à la notion d’indépendance.

Définition 3 (Liberté de sous-algèbres, de v.a.n.c. d’un e.p.n.c). Soit (A, ϕ) un e.p.n.c.
et A1, . . . ,Am des sous-algèbres unitaires de A. Cette famille de sous-algèbres est dite
libre (pour la loi ϕ) si ϕ(a1 . . . ar) = 0 dès que :

1. Il existe k1, . . . , kr ∈ {1, . . . ,m}r tels que ai ∈ Aki pour tout i = 1 . . . r et ki 6= ki+1

pour tout i = 1 . . .m− 1.

2. ϕ(ki) = 0 pour tout i = 1 . . .m

1. En termes imprécis, si l’on se restreint à la sous-algèbre (non-commutative) CFn de C∗red(Fn)
(isomorphe à la C-algèbre de groupe de Fn) l’application ϕ détecte le coefficient devant 1Fn dans l’écriture
d’un élément comme combinaison linéaire d’éléments du groupe.
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Soit x1, . . . , xm des v.a.n.c. On dit que x1, . . . , xm est une famille libre d’éléments de
A si les sous-algèbres unitaires engendrées par les xi (i = 1 . . .m) sont libres au sens
précédent.

À partir de là, la théorie des probabilités libres peut se développer, révélant de nom-
breuses similarités avec la théorie des probabilités “classiques”, on renvoie par exemple
à [NS06] pour une présentation très claire.

Définition 4 (Distribution d’une v.a.n.c, d’une famille de v.a.n.c). Soit (A, ϕ) un
e.p.n.c. La distribution d’un élément x de A est la donnée de ϕ(P (x, x∗)) pour chaque
polynôme P à deux variables non commutatives (si x est normal, c’est équivalent à cette
donnée pour P polynôme à deux variables commutatives, et si x est auto-adjoint on peut
choisir les polynômes à une seule variable). Soit x1, . . . , xm des éléments de A, leur dis-
tribution jointe est la donnée de ϕ(P (x1, x

∗
1, . . . , xm, x

∗
m)) pour tout polynôme P à 2m

variables non commutatives. On parle aussi de loi (resp. de loi jointe) des variables.

Remarquons que dans le cas d’une seule variable auto-adjointe x dans un e.p.n.c
(A, ϕ), la distribution de x est équivalente à la donnée des moments d’une mesure
de probabilité sur le spectre (compact) de x. On conclut par la définition d’une loi
particulière, qui joue à maint égards en probabilités libres le rôle de la loi gaussienne en
probabilités classiques.

Définition 5 (Loi semi-circulaire). On appelle distribution semi-circulaire, ou loi semi-
circulaire, la mesure de probabilité sur [−2, 2] de densité dµsc =

√
4− x2 dx2π . Une famille

de n variables semi-circulaires libres est la donnée d’un espace de probabilité non com-
mutatif (A, ϕ) et d’éléments x1, . . . , xn de A, libres pour ϕ et de même distribution
ϕ(xk) =

∫
xkdµsc. On renvoie à [VDN92] pour la construction de variables aléatoires

libres de distribution donnée.

1.2 Liberté asymptotique des matrices aléatoires

La liberté apparâıt comme un phénomène limite pour des familles indépendantes
de matrices aléatoires dont la taille tend vers 0. On citera un résultat parmi beaucoup
d’autres (voir par exemple [Gui09]) :

Théorème 1 (Liberté asymptotique pour le GUE). Soit (M
(N)
1 , . . . ,M

(N)
p )N≥1 une

suite de variables aléatoires vérifiant les propriétés suivantes pour tout N ≥ 1 : Les

variables aléatoires M
(N)
1 , . . . ,M

(N)
p sont indépendantes, à valeur dans l’espace des ma-

trices hermitiennes de taille N , et sont équidistribuées. La loi de M
(N)
1 est donnée ex-

plicitement par la loi jointe de ses coefficients, qui sont indépendants et distribués de la
façon suivante :

1. Les coefficients diagonaux suivent la loi normale N(0, 1√
N

)

2. Les coefficients non-diagonaux sont distribués comme 1√
2
(XN + iYN ), où XN et

YN sont deux variables aléatoires indépendantes de loi N(0, 1√
N

).

alors pour tout polynôme P à m variables non commutatives, on a :
1
N Tr(P (M

(N)
1 , . . . ,M

(N)
p )) −→

N+∞
ϕ(x1, . . . , xm) où (x1, . . . , xm) est une famille de

variables semi-circulaires libres pour la loi ϕ.
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1.3 Transport optimal classique et libre

Il s’agit ici de dresser un parallèle rapide entre des concepts et des résultats valables en
théorie “classique” de la mesure, et leurs analogues non-commutatifs lorsqu’ils existent.

Transport optimal classique On présente la situation dans un cas très particulier :
soit K une partie compacte de Rn, µ1, µ2 deux mesures de probabilité sur X. Un plan
de transport (sous-entendu “pour le triplet (X,µ1, µ2)”) est une mesure de probabilité
sur K × K dont les marginales (sur les deux coordonnées) cöıncident avec µ1 et µ2.
Une application T : K −→ K est une application de transport (de µ1 vers µ2) si le
poussé en avant T#µ1 de la mesure µ1 par T est égal à µ2. La seule chose claire est qu’il
existe toujours un plan de transport, donné par la mesure produit µ1 ⊗ µ2 sur K ×K.
Il est aussi facile de construire un exemple pour lequel il n’existe pas d’application de
transport : si K est d’intérieur non vide, la mesure µ1 une masse de Dirac en un point
de K et la mesure µ2 la mesure de Lebesgue normalisée sur K.

Introduisons un coût, c’est à dire une fonction raisonnablement régulière mais pas
nécessairement positive c : K×K −→ R∪{−∞,+∞}. Le problème du transport optimal
est alors de résoudre le problème de minimisation

dc(µ1, µ2) := inf
µ plan de transport

∫
K×K

c(x, y)dµ(x, y) (1)

En particulier, pour les coûts cp(x, y) = |x − y|p (p ≥ 1), l’infimum obtenu est appelé
la distance de (p-)Wasserstein entre deux mesures de probabilités sur K. Un résultat
fondamental affirme - sous des conditions peu contraignantes - l’existence d’un plan de
transport optimal, et que de plus il existe des applications de transport dont le coût
approche arbitrairement près l’infimum dc.

Proposition 1. Si c est un coût semi-continu inférieurement, alors l’infimum dc est
atteint par un plan de transport. De plus, si la distribution µ1 est sans atome, et le coût
c continu, alors on peut approcher arbitrairement bien l’infimum dc en intégrant le coût
c le long du graphe d’une application de transport.

L’existence d’un plan optimal est facile à obtenir : quand c est semi-continu inférieu-
rement, il en est de même de l’application P : µ 7→

∫
c(x, y)dµ, pour la topologie faible

sur l’espace des plans de transport, mais cet espace est un convexe compact, si bien que
P atteint son infimum. Pour la deuxième partie de la proposition, on renvoie à [Amb03]
p. 7-8.

Une question naturelle est alors de déterminer dans quel cas l’infimum est en fait
atteint pour une certaine application de transport, et quelle régularité on peut demander
à cette application. Le résultat fondateur de Brénier [Bre91] entrâıne l’existence d’un
transport donné par le gradient d’une application convexe dès que les mesures sont
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue. Par ailleurs, si c2 est le coût
quadratique alors il existe un unique transport optimal, donné par une fonction convexe.
Pour montrer ce dernier résultat, on peut utiliser la remarque suivante : soit µ un plan
de transport optimal pour le coût c2 (qui existe d’après la proposition précédente), alors
le support de µ vérifie une certaine propriété dite de c2-monotonie cyclique : si les points
(x1, y1) et (x2, y2) sont dans le support de µ, alors le prix c2(x1, y1) + c2(x2, y2) doit être
inférieur au prix c2(x1, y2)+c2(x2, y1), autrement il vaut mieux ôter la mesure à (x1, y1) et
(x2, y2) et charger les couples (x1, y2) et (x2, y1), ce qui peut se faire en préservant les lois

4



marginales. Cette propriété s’étend à un nombre quelconque de couple. Cela suffit pour
montrer que, dans le cas du coût quadratique, le support de µ est contenu dans le graphe
de la superdifférentielle d’une fonction convexe (pour φ convexe, sa superdifférentielle
au point x est l’ensemble des vecteurs u tels que φ(x)− φ(z) ≥ (x− z) · u pour tout z),
or ce graphe est presque partout le graphe d’une fonction car une fonction convexe est
presque partout différentiable.

Pour une présentation extrêmement claire du transport optimal, voir [Vil03].

Transport optimal libre Voyons maintenant comment transcrire ces questions dans
le cadre des probabilités libres. D’abord, on remplace la partie K de Rn, munie d’une me-
sure m par son algèbre de fonctions mesurables L∞(K,m). Cette algèbre est engendrée
(en tant qu’algèbre de Von Neumann), par les n fonctions “coordonnées” X1, . . . , Xn,
où Xi : x ∈ K 7→ xi ∈ R est bien mesurable et bornée (K est compact). D’après un
théorème classique d’analyse fonctionnelle, les mesures sur K sont en bijection avec les
formes linéaires sur L∞(K), il est donc possible d’identifier une mesure m à la trace τm
qu’elle induit sur L∞(K,m). Ainsi, l’analogue non-commutatif de la situation classique
est la donnée de n variables aléatoires non commutatives X1, . . . , Xn qui engendrent une
algèbre de Von Neumann M que l’on munit de deux états traciaux τ1 et τ2.

L’algèbre des fonctions sur un espace produit cöıncide avec le produit tensoriel des
algèbres de fonctions sur chaque composante (à condition de compléter le produit tenso-
riel algébrique, voir annexe). Dans le cadre non-commutatif, on considère donc le produit
libre plein M ?M (décrit dans l’annexe). Si M1 et M2 sont deux algèbres de Von Neu-
mann, notons i1 et i2 les deux inclusions de M1 et M2 dans M1 ? M2 ; le problème du
transport dans ce cadre devient la recherche d’une loi τ sur M ?M telle que τ cöıncide
avec τ1 (resp. τ2) sur la sous-algèbre i1(M) (resp. i2(M)). La seule chose claire est qu’il
existe toujours un plan de transport, donné par la loi τ1 ? τ2.

Une application de transport, dans le cas classique, c’est la donnée d’une fonction
F : K → K telle que F pousse la mesure µ1 sur la mesure µ2. Il n’est pas difficile de
voir qu’il s’agit de construire un vecteur de n fonctions F = (F1, . . . , Fn) tel que les
variables aléatoires F1(X1, . . . , Xn), . . . , Fn(X1, . . . , Xn), où Xi est la variable aléatoire
“i-ème coordonnée” sous la loi de probabilité µ1, aient pour loi jointe la loi du vecteur
(Y1, . . . , Yn), où Yi est la variable aléatoire “i-ème coordonnée” sous la loi de probabilité
µ2. Cela s’adapte sans difficulté au cadre non-commutatif.

On peut étendre la définition des distances de Wasserstein, en effet la quantité clas-
sique ∫

K×K
|x− y|pdµ

s’écrit en fait, avec les notations précédentes, τµ(
∑n

i=1 |Xi − Yi|p). Cette écriture fait
encore sens dans le cadre non-commutatif qu’on vient de présenter, si bien qu’on défi-
nit la distance de p-Wasserstein entre les lois τ1 et τ2 comme l’infimum de la quantité
τ(
∑n

i=1 |i1(Xi) − i2(Xi)|p), pris sur l’ensemble des lois τ sur M ? M avec les bonnes
“marginales”. Par des arguments de compacité, il est encore vrai que l’infimum est at-
teint. En revanche, dans le cas non-commutatif, beaucoup moins de choses sont sues
au niveau de l’existence d’un transport, en particulier d’un transport optimal. À titre
d’exemple, s’il est possible de parler du support d’une trace, il n’est pas évident de voir
comment adapter le raisonnement mené dans le cas classique pour le coût quadratique
pour montrer (et même donner un sens) que la trace “se concentre sur le graphe d’un
transport”.
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D’autres aspects du transport optimal ont été étudiés dans le cadre des probabilités
libres, comme les inégalités de coût de transport (ICT). On renvoie à [BV01] pour une
présentation détaillée et un premier exemple de ICT.

2 Le transport monotone libre

Dans cette section, on s’attache à montrer le résultat principal de [GS12], à savoir
l’existence d’une application de transport entre la loi semi-circulaire et une petite pertur-
bation de cette loi. Après avoir reformulé le problème du transport comme une équation
analogue à l’équation de Monge-Ampère, l’existence de cette application est obtenue par
une technique de point fixe dans un espace convenable de fonctions analytiques en plu-
sieurs variables non commutatives, ce qui nécessite au préalable d’estimer les opérateurs
différentiels (formels) mis en jeu.

2.1 Notations, conventions, et un théorème d’inversion

Espaces de fonctions analytiques Pour tout entier n, on notera Poln := C〈X1, . . . , Xn〉
la C-algèbre libre à n générateurs, ou - ce qui revient au même - l’algèbre des polynômes
à coefficients complexes en n variables non-commutatives. Tout élément de Poln s’écrit∑

q λq(P )q, la somme portant sur tous les monômes unitaires (les mots en X1, . . . , Xn),
λq(P ) désignant le coefficient devant q dans l’écriture de P comme somme de monôme,
les coefficients λq(P ) étant presque tous nuls.

On munit Poln d’une famille de normes ||.||A pour A > 0, donnée par :

||P ||A =
∑

q,deg(q)≥0

|λq(P )|Adeg(q)

et on note Pol
(A)
n le complété de Poln pour la norme ||.||A. C’est un espace de fonc-

tions à plusieurs variables non-commutatives développables en série entières de rayon
de convergence au moins A au sens suivant : pour toute algèbre de Banach Q et tout
n-uplet d’éléments T1, . . . , Tn de norme au plus A, il existe un morphisme d’algèbres

Pol
(A)
n −→ Q qui envoie chaque Xj sur Tj (j = 1 . . . n). Il est clair que Pol

(A)
n ⊂ Pol(B)

n

pour B < A, et le cas n = 1 (séries entières à une variable) montre que cette inclusion
est stricte.

2.1.1 Outils différentiels sur Poln

Soit P un polynôme de Poln et H = (H1, . . . ,Hn) un vecteur d’éléments de Poln,
le polynôme P (X1 + εH1, . . . , Xn + εHn) s’écrit P (X1, . . . , Xn) + εQ(X1, . . . , Xn) +
ε2R(X1, . . . , Xn) avec R un polynôme de Poln, et Q donné par :

Q(X1, . . . , Xn) =
∑

deg(q)≥0

λq(P )

n∑
i=1

∑
q=AXiB

A(X1, . . . , Xn)Hi(X1, . . . Xn)B(X1, . . . , Xn)

Cela justifie la définition suivante :

Définition 6 (Gradient non-commutatif). Pour tout i = 1 . . . n, le i-ème taux d’ac-
croissement libre ∂i est défini sur Poln en étendant par linéarité l’application qui à un
monôme q associe

∑
q=AXiB

A⊗ B. Le gradient non-commutatif est l’application ∂ qui
à tout P de Poln associe le vecteur (∂1P, . . . , ∂nP ).
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Cette application est bien une dérivation :

Proposition 2. Pour tout i = 1 . . . n, le i-ème taux d’accroissement libre ∂i est l’unique
dérivation de Poln à valeurs dans Poln ⊗ Poln telle que ∂iXj = δi=j.

Il faut préciser que Poln agit par : A(P1 ⊗ P2)B = AP1 ⊗ P2B.

Preuve. Il est clair que ∂iXj = δi=j . Pour montrer que ∂i est une dérivation, comme ∂i
est linéaire, il suffit de vérifier la règle de Leibniz sur un produit de monômes, mais∑
q1q2=AXiB

A⊗B =
∑

q1=A1XiB1

A1 ⊗B1q2 +
∑

q2=A2XiB2

q1A2 ⊗B2 = ∂i(q1)q2 + q1∂i(q2)

avec les conventions sur la structure de Poln ⊗ Poln comme Poln-bimodule précisées
plus haut. Comme les Xi engendrent l’algèbre, deux dérivations qui cöıncident sur les
Xi sont identiques.

On utilisera beaucoup dans la preuve le gradient cyclique défini par :

Définition 7 (Gradient cyclique). Pour tout i = 1 . . . n, la i-ème dérivée cyclique Di

est définie sur Poln en étendant par linéarité l’application qui à un monôme q associe∑
q=AXiB

BA. Le gradient cyclique est l’application qui à tout P de Poln associe le
vecteur (D1P, . . . ,DnP ).

Cet opérateur n’est pas une dérivation pour n ≥ 2.
Enfin, on introduit un opérateur qui donne, dans ce contexte, l’analogue de la matrice

Jacobienne :

Définition 8. Si F = (F1, . . . , Fn) est un vecteur de n éléments de Poln, on note JF
la matrice de coefficients (JF )i,j = (∂jFi) (1 ≤ i, j ≤ n).

Notations Si q est une matrice carrée de taille n à coefficients dans Poln ⊗ Poln, et
F = (F1, . . . , Fn) un vecteur de Polnn, on note :

1. Tr(q) :=
∑n

i=1 qii

2. q#F := (
∑

i qjiFi)
n
i=1

Ouvrons une parenthèse, nécessaire quoique sans intérêt : la notation 2. n’est pas exempte
d’ambigüıté : on veut effectuer le produit qjiFi, où qji est un élément de Poln⊗Poln et
Fi un élément de Poln. Supposons, pour simplifier, que qji = P1⊗P2 est un tenseur pur.
L’algèbre Poln ⊗ Poln est munie d’une structure de Poln-bimodule que l’on a décrite
précédemment : A(P1⊗P2)B = AP1⊗P2B. Mais ici, on considère plutôt la structure de
Poln⊗Poln-module (à droite) sur Poln donnée par (P1⊗P2)B = P1BP2. Le mieux est
d’oublier la structure de Poln-bimodule sur Poln ⊗ Poln, qui n’est intervenue que pour
montrer que les opérateurs ∂i étaient des dérivations, dorénavant quand on lira ab avec
a dans Poln⊗Poln et b dans Poln, on pensera à la structure de Poln⊗Poln-module (à
droite) sur Poln donnée par (P1 ⊗ P2)B = P1BP2.

Remarque sur les complétions de Poln On tente ici de prévenir certaines confu-
sions de notations. SoitX1, . . . , Xn n variables aléatoires non-commutatives auto-adjointes
de loi τ . Appelons M la C∗-algèbre engendrée par X1, . . . , Xn, et N l’algèbre de von Neu-
mann engendrée par ces mêmes variables. Les algèbres M et N contiennent les éléments
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obtenus par calcul fonctionnel appliqué à X1, . . . , Xn : M contient le calcul fonction-
nel continu, et N contient de plus le calcul fonctionnel mesurable. Dans les deux cas,
M et N contiennent les éléments P (X1, . . . , Xn), pour tout polynôme P dans Poln (et

même pour toute fonction analytique P dans Pol
(A)
n , du moment que A est supérieur

au maximum des normes des éléments Xi, i = 1 . . . n). En ce sens, M et N pourraient
être considérées comme des complétions (pour deux topologies différentes) de l’espace
C〈X1, . . . , Xn〉. Cependant, tandis que les variables (formelles) X1, . . . , Xn sont libres
dans C〈X1, . . . , Xn〉, il se peut très bien que les variables aléatoires non commutatives X1

et X2 commutent (par exemple) et d’ailleurs on n’a pas tenu compte, dans la description
précédente, de la loi τ .

La loi τ des variables aléatoires non commutatives X1, . . . , Xn induit par identifi-
cation évidente une forme linéaire sur Poln = C〈X1, . . . , Xn〉 (polynômes formels), et
on construit l’espace L2(Poln, τ) qui est le complété de l’espace Poln pour la norme
d’espace de Hilbert associée au produit hermitien 〈P,Q〉 := τ(P̄Q) (il faut d’abord quo-
tienter par l’idéal des éléments dégénérés pour ce produit scalaire). On peut ensuite
retrouver les variables aléatoires non commutatives X1, . . . , Xn comme opérateurs agis-
sant sur l’espace de Hilbert L2(Poln, τ), suivant le principe de la construction GNS (voir
par exemple [Bla06] p.107), et préciser en quel sens M et N tels que définis au para-
graphe précédent sont naturellement associés à la loi τ en n variables (sans passer par
des variables concrètes).

Opérateur adjoint à l’opérateur J On termine par la définition de l’opérateur J ∗,
qui joue le rôle d’adjoint à J :

L’opérateur ∂j est de domaine dense sur L2(Poln, τ). Si 1⊗1 appartient au domaine
de ∂∗j , alors Poln ⊗ Poln est contenu dans le domaine dom ∂∗j . Dans ces conditions
on notera J ∗ l’application qui à une matrice carrée q de taille n à coefficients dans
Poln ⊗ Poln associe :

J ∗q := (
∑
i

∂∗i (qji))
n
j=1

En particulier, si F = (F1, . . . , Fn) est un vecteur de n éléments de Poln, la matrice
J ∗ ◦ JF a pour coefficient (i, j) le terme :

(J ∗ ◦ JF )i,j = ∂∗i (∂iFj)

2.1.2 Applications au calcul différentiel

Convenons dans toute la suite de définir la norme d’une matrice (qui peut être
une matrice-colonne) d’éléments d’un espace vectoriel normé comme le maximum des
normes de ses coefficients. L’opérateur de gradient cyclique D n’est alors pas borné sur
Poln, et - à l’instar de la dérivation usuelle dans le cas commutatif- ne s’étend pas en un

opérateur borné Pol
(A)
n −→ Pol

(A)
n . On dispose néanmoins d’une inégalité de Cauchy :

Proposition 3 (Inégalité de Cauchy pour D). L’opérateur de gradient cyclique D est
borné de (Poln, ||.||A) vers (Poln, ||.||A1) pour tout 0 < A1 < A. Ainsi, il s’étend par

continuité en un opérateur borné de Pol
(A)
n vers Pol

(A1)
n et l’on a :

||DG||A1 ≤
A

|A−A1|2
||G||A (2)
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Preuve. Il suffit d’écrire la définition de la norme, qui ramène (pour chaque coefficient
DiG (i = 1 . . . n)) le calcul à l’inégalité de Cauchy usuelle pour une fonction d’une
variable complexe analytique sur le disque de rayon A.

Une inégalité semblable est valable pour l’opérateur de type jacobienne J . Pour

A > 0, on munira systématiquement Pol
(A)
n ⊗Pol(A)n du produit tensoriel projectif noté

Pol
(A)
n ⊗π Pol(A)n (||.||A⊗πA sera la norme associée).

Proposition 4 (Inégalité de Cauchy pour J ). L’opérateur J est borné de (Polnn, ||.||A)
vers (Mn(Poln⊗Poln), ||.||A1⊗πA1) pour tout 0 < A1 < A. Ainsi, il s’étend par continuité

en un opérateur borné de ((Pol
(A)
n )n, ||.||A) vers (Mn(Pol

(A1)
n ⊗π Pol(A1)

n ), ||.||A1⊗πA1) et
l’on a :

||JF ||A1⊗πA1 ≤
A

|A−A1|2
||F ||A (3)

On a aussi, ce qui est mieux que la combinaison de (2) et (3) :

||JDG||A1⊗πA1 ≤
A

|A−A1|3
||G||A (4)

De la même manière, on peut majorer la norme du vecteur ∂g pour une fonction g

de Pol
(A)
n :

Proposition 5 (Inégalité de Cauchy pour ∂). L’opérateur ∂ est borné de (Poln, ||.||A)
vers (Poln ⊗π Poln, ||.||A1⊗πA1) pour tout 0 < A1 < A. Ainsi, il s’étend par continuité

en un opérateur borné de (Pol
(A)
n , ||.||A) vers ((Pol

(A1)
n ⊗π Pol(A1)

n )n, ||.||A1⊗πA1) et l’on
a :

||∂g||A1⊗πA1 ≤
A

|A−A1|2
||g||A (5)

Une dernière série de notations que l’on utilisera dans la preuve :

Définition 9. – L’opérateur N est défini par son action sur un monôme q : N q =
degq × q et prolongé par linéarité à Poln, cet opérateur ne s’étend pas en un

opérateur borné Pol
(A)
n −→ Pol

(A)
n mais est borné de Pol

(A)
n vers Pol

(A1)
n pour

tout A1 < A.
– Pour tout A > 0, N est inversible sur l’adhérence dans Pol

(A)
n du sous-espace de

Poln formé par les polynômes sans terme constant, on note Σ son inverse. On
note Π l’opérateur de projection sur le sous-espace des fonctions nulles en 0.

– On note S l’opérateur de symétrisation, défini sur ΠPol
(A)
n par son action sur les

monômes :

SXi1 . . . Xip :=
1

p

p∑
r=1

Xir+1 . . . XipXi1 . . . Xir

Notons que S est clairement une isométrie.

– On note avec un indice 0 (Poln0, Pol
(A)
n 0) le sous-espace des fonctions (polyno-

miales, analytiques. . .) nulles en zéro i.e. sans terme constant.
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Calcul fonctionnel avec Pol
(A)
n On donne maintenant quelques définitions qui prennent

leur sens lorsqu’on applique les fonctions analytiques sur des algèbres de Banach concrètes
comme vu au paragraphe 2.1. Pour simplifier la discussion, on ne considérera que des
C∗-algèbres.

Définition 10 (Fonctions croissantes). Soit F = (F1, . . . , Fn) un vecteur d’élements

de Pol
(A)
n (pour un certain A > 0). On dit que F est croissant lorsque pour toute C∗-

algèbre M , pour tout couple de vecteurs X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn) de M tel
qu’aucun des Xi ou Yi (i = 1 . . . n) n’a une norme strictement supérieure à A, on a

[F (X)− F (Y )] · (X − Y ) ≥ 0

(au sens de la positivité dans les C∗-algèbres). Le produit entre deux vecteurs X · Y est
défini par X · Y := 1

2

∑n
i=1XiY

∗
i + YiX

∗
i .

Définition 11 (Fonctions c-convexes). Soit G dans Pol
(A)
n . On dit que G est c-convexe

si l’inégalité suivante est vérifiée au sens de la positivité dans une C∗-algèbre :

[F (X)− F (Y )] · (X − Y ) ≥ c(X − Y ) · (X − Y )

pour tout couple de vecteurs X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn) d’une C∗-algèbre M
tel qu’aucun des Xi ou Yi (i = 1 . . . n) n’a une norme supérieure ou égale à A.

Il est facile de vérifier que si F = (F1, . . . , Fn) est un vecteur d’élements de Pol
(A)
n

(pour un certain A > 0) et si JF est une matrice positive, alors F est croissante.

2.2 Théorèmes d’inversion pour les fonctions analytiques

Théorème 2 (Théorème de point fixe). Soit G un élément de Pol
(A)
n pour un certain

A > 0, supposons qu’il existe un réel a tel que 0 < a < A et C < 1 pour lesquels :

1. F est C-Lipschitz sur la boule ouverte de rayon a dans (Pol
(A)
n )n

2. ||F (0)||A < (1− C)a

Alors il existe une solution Z∗ de norme ||Z∗||A < a à l’équation de point fixe Z = F (Z).

Preuve. C’est un cas particulier du théorème de point fixe dans un espace de Banach.

Pour appliquer le théorème des fonctions implicites, il faut déterminer la différentielle
(au sens du calcul différentiel dans les espaces de Banach) des applications du type :

Y 7→ F (Y ) pour F = (F1, . . . , Fn) un vecteur d’élements de Pol
(A)
n et Y = (Y1, . . . , Yn)

un vecteur de n fonctions analytiques de norme inférieure à A. On a vu, en définissant le
gradient non-commutatif, comment les expressions du type

∑
q=AXiB

AHiB = ∂i(q)Hi

apparaissaient comme termes de premier ordre dans le développement de q(X + εH)−
q(X). L’application différentielle est donc la multiplication par la matrice des gradients
non-commutatifs (la jacobienne J ).

Proposition 6 (Lien entre la différentielle et JF ). Soit F = (F1, . . . , Fn) un vecteur

d’élements de Pol
(A)
n , et φF l’application, définie sur la boule ouverte de centre 0 et de

rayon A dans (Pol
(A)
n )n, à valeurs dans (Pol

(A)
n )n

φF (Y1, . . . , Yn) := (F1(Y1, . . . , Yn), . . . , Fn(Y1, . . . , Yn))
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le calcul s’effectuant au sens du calcul fonctionnel défini par les Fi sur les n-uplets

de variables de norme inférieure à A dans l’espace de Banach Pol
(A)
n . Alors φF est de

classe C1 sur son domaine de définition, et sa différentielle est donnée en tout point Y =
(Y1, . . . , Yn) par l’application de multiplication par la matrice JF (Y ) dont le coefficient
(i, j) est ∂jFi(Y ), la dernière expression étant toujours interprétée au sens du calcul
fonctionnel.

Remarquons que ∂jFi n’est pas un élément de Pol
(A)
n ⊗πPol(A)n en général, mais dans

tout Pol
(A1)
n ⊗π Pol(A1)

n avec A1 < A, ce qui autorise à l’appliquer sur des éléments de

la boule ouverte de centre 0 et de rayon A dans (Pol
(A)
n )n.

Preuve. [Esquisse] Le résultat est simple à obtenir si chaque coefficient Fi (i = 1 . . . n)
de F est un polynôme : on suit alors la définition du gradient non-commutatif. Dans

le cas général tout élément de (Pol
(A)
n )n peut être approché (en norme ||.||A et aussi

en norme ||.||A1 si A1 < A) par des polynômes, et les différentielles forment (au moins
localement) une suite de Cauchy (pour la norme ||.||A1) - cela découle des inégalités de
Cauchy mentionnées plus haut, et du fait général que la norme de la différentielle de
φF , c’est à dire la norme d’opérateur de la matrice associée, est majorée par n fois la

norme dans Mn(Pn(A1) ⊗π Pol(A1)
n ) (que l’on a définie comme le maximum des normes

des coefficients). On applique alors un résultat de calcul différentiel sur un Banach : si fn
est une suite de fonctions C1 qui converge (en norme) vers f , et dont les différentielles
convergent (en norme) vers une fonction g, alors f est C1 de différentielle g.

Théorème 3 (Fonctions implicites). Soit A > 0 et F (X,Y ) = (F1(X,Y ), . . . , Fn(X,Y ))

un vecteur d’éléments de Pol
(A)
2n . On suppose que :

1. F (0, . . . , 0, 0, . . . , 0) = 0

2. Q = J2(0, . . . , 0) est inversible (J2 désigne l’application de l’opérateur J à la
fonction des n dernière coordonnées)

Alors il existe a > 0 tel que pour tout vecteur U = (U1, . . . , Un) d’éléments de Pol
(A)
n ,

si ||U ||A < a, il existe une unique solution V dans (Pol
(A)
n )n à F (U, V ) = 0 vérifiant

||V ||A < a.

Preuve. C’est le théorème des fonctions implicites pour les espaces de Banach. La condi-
tion d’inversibilité de J2 assure l’inversibilité de la différentielle, vu la proposition pré-
cédente.

On termine cette section par une version du théorème d’inversion locale :

Théorème 4 (Inversion locale). Pour tout réels C et D positifs et deux réels A > A′ >

0, notons ΩC,D,A,A′ le sous-ensemble de (Pol
(A)
n )n0 sur lequel les quantités ||J f ||A⊗πA

et ||(J f(0))−1f ||A existent et sont bornées par C et D respectivement. Alors pour tout
D, A′, A fixés, il existe un C strictement positif tel que, pour tout f dans ΩC,D,A,A′,
le vecteur Y = X + f(X) est inversible au sens suivant : il existe un vecteur G dans

(Pol
(A′)
n )n tel que X = G(Y ).

Preuve. Pour C suffisamment petit, J Y est inversible dans Pol
(A)
n ⊗πPol(A)n avecA > A′.

On applique alors le théorème des fonctions implicites à F (U, V ) = U − Y (V ), il faut
toutefois s’assurer qu’on peut l’appliquer sur tout le disque (fermé) de centre 0 et de
rayon A′, puisqu’on veut l’appliquer en U = X qui est de norme A′. Mais cela est
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garanti, pour C suffisamment petit, si D reste borné (c’est un corollaire de la preuve du
théorème des fonctions implicites, ou, de manière équivalente, du théorème d’inversion
locale dans un espace de Banach. Rappelons que pour inverser localement une fonction f ,
on peut commencer par appliquer la transformation f 7→ df(0)−1(f − f(0)) qui ramène,
au premier ordre, le problème à une situation “universelle”).

2.3 États de Gibbs classiques et libres

On définit brièvement la notion d’état de Gibbs (au sens classique). On définit ensuite
son analogue libre, et on évoque les questions d’existence et de caractérisation.

États de Gibbs classiques

Définition 12 (État de Gibbs associé au potentiel V ). Soit V une fonction C2 sur Rd,
telle que ZV =

∫
Rd e

−V (x)dx < +∞. La mesure de probabilité µV (dx) = 1
ZV
e−V (x)dx est

alors bien définie, et est appelé état de Gibbs associé au potentiel V .

Un lien de cette définition avec le mouvement Brownien est le suivant : soit Bt un
mouvement Brownien sur Rd, et soit Xt la solution de l’équation différentielle stochas-
tique suivante :

dXt = dBt −
1

2
∇V (Xt)dt

Alors pour toute distribution initiale X0, le processus Xt converge en loi, quand t tend
vers l’infini, vers l’état de Gibbs associé à V .

États de Gibbs libres Dans la perspective du lien entre grandes matrices aléatoires
et probabilités libres, il est naturel de se demander si la limite

τ(Q(M)) := lim
N+∞

1

ZN

∫
(HN )k

1

N
Tr(Q(M))e−NTr(V (M))dM (6)

existe pour tout N , lorsque l’intégration porte sur les k-uplets de matrices hermitiennes
par rapport à la mesure 1

ZN
e−NTr(V (M))dM , dM désignant la mesure de Lebesgue sur

(HN )k identifié à (Rn2
)k. Ici ZN est un facteur de normalisation, V est un polynôme (ou

une fonction) fixée en k variables non commutatives tel que chaque intégrale est définie.
Si la limite existe pour tout polynôme Q en k variables non commutatives, alors τ est la
loi de k variables aléatoires non commutatives, et on appelle cette loi la loi de Gibbs libre
associée à V . Cette terminologie de “libre” se justifie par les résultats de liberté asymp-
totique de grandes matrices aléatoires, par exemple pour V (M1, . . . ,Mk) = 1

2

∑k
i=1M

2
i ,

on obtient à la limite la loi de k variables semi-circulaires libres. Plus généralement, si
V se décompose comme la somme de k fonctions V1, . . . , Vk telles que Vi ne dépend que
de la variable Mi, alors si la loi limite existe c’est la loi de variables aléatoires libres.

Équations de Schwinger-Dyson Quand le potentiel V est c-convexe (au sens
de la définition 11), la loi de Gibbs libre, si elle existe, satisfait à une équation, dite de
Schwinger-Dyson, qui permet dans certains cas de la caractériser. Cette propriété est
remarquée par Biane dans [Bia03], et développée notamment dans [GMS06] en relation
avec la combinatoire des cartes planaires (voir aussi [Gui09] Part III). Dans un précédent
article [GS09], Guionnet et Shlyakhtenko ont montré (sous certaines conditions) l’unicité
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de solutions à l’équation de Schwinger-Dyson pour des potentiels strictement convexes,
si bien qu’on peut réduire le problème du transport à la recherche d’éléments vérifiant
une certaine équation de Schwinger-Dyson.

L’équation de Schwinger-Dyson associée à un potentiel V =
∑
λV (q)q porte sur une

loi τ de n variables aléatoires non-commutatives et s’écrit

τ ⊗ τ(∂iQ) = τ(QDiV ) (7)

pour tout i = 1 . . . n et tout polynôme Q à n variables non-commutatives. Pour montrer
que les limites simples de l’équation (6) vérifient cette équation (au moins pour V c-
convexe), on se restreint au cas où Q est un monôme (ce qui suffit par linéarité de (7)) et
on écrit que le terme de droite est, par définition la limite pour N → +∞ de la quantité :∫

1

N
e−NTr(V )

∑
q

λV (q)
∑

q=AXiB

Tr(AQB)dM

Mais par intégration par parties, l’expression précédente est égale à∫
e−NTr(V ) 1

N2
(Tr⊗ Tr)(∂iQ)dM

Comme Q est un monôme, ∂iQ =
∑

Q=AXiB
A⊗B et∫

e−NTr(V ) 1

N2
(Tr⊗ Tr)(∂iQ)dM =

∫
e−NTr(V ) 1

N2
Tr(A)Tr(B)dM

Ce qui est presque la quantité apparaissant dans la définition du terme de gauche dans
l’équation (7). Il faut maintenant utiliser deux arguments de théorie de la mesure (une
inégalité de Brascamp-Lieb associée à une inégalité de concentration) pour garantir que
l’on peut séparer les deux occurrences de la trace.

Inégalités de concentration Les phénomènes de concentration de la mesure sur-
viennent notamment pour des mesures log-concaves, i.e. s’écrivant dµ = exp(−V (x))dx,
où dx désigne la mesure de Lebesgue sur Rn et V est une fonction convexe sur Rn. Pour
cerner le cas des matrices aléatoires on dit parfois que V est convexe si pour tout entier
N l’application (M1, . . . ,Mn) 7→ TrV (M1, . . . ,Mn) est convexe sur l’espace des n-uplets
de matrices hermitiennes de taille N . Autrement dit, lorsque V est convexe, la mesure
de densité exp(−NTr(V ))dM est log-concave (où M désigne la mesure de Lebesgue sur
les n-uplets de matrices hermitiennes de taille N). Cette définition est compatible avec
la définition 11, car un polynôme c-convexe (au sens de 11) est convexe.

Les mesures log-concaves présentent des effets de concentration de la mesure : les
fonctions Lipschitziennes s’écartent peu de leurs valeurs moyennes pour de telles mesures,
par exemple si f est 1-Lipschitzienne, la probabilité que f s’écarte d’au moins δ de
sa valeur moyenne est majorée par exp(−Cδ2), où C est un réel strictement positif
dépendant de la mesure et qui, dans le cas des mesures exp(−NTr(V ))dM , peut être
choisi proportionnel à N .

Bien entendu, on ne peut pas espérer en général de concentration pour des fonc-
tions non Lipschitziennes, or on espère appliquer de telles inégalités à des fonctions
du type M1, . . . ,Mk 7→ 1

NTr(q(M1, . . .Mk)) où q est un monôme en k variables non-
commutatives. Une fonction polynomiale de degré supérieur à 2 n’est en général pas
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Lipschitzienne sur une partie non bornée, mais reste Lipschitz sur toute partie bornée.
On a alors besoin d’estimer la mesure du complémentaire d’une partie bornée.

Les inégalités de Brascamp-Lieb fournissent une telle information, par exemple dans
le cas d’un potentiel V c-convexe : la probabilité sous exp(−NTr(V ))dM que le maxi-
mum des rayons spectraux de M1, . . . ,Mn soit supérieur ou égal à un réel M décrôıt
exponentiellement avec M , le temps caractéristique pouvant être choisi inversement pro-
portionnel à N .

En combinant ces deux outils, on peut écrire∫
e−NTr(V ) 1

N2
(Tr⊗ Tr)(∂iQ)dM =

∫
e−NTr(V ) 1

N2
Tr(A)Tr(B)dM

=

∫
e−NTr(V ) 1

N
Tr(A)dM

∫
e−NTr(V ) 1

N
Tr(B)dM + o(1)

si bien que la limite quand N → +∞ des lois exp(−NTr(V ))dM , si elle existe, satisfait
à l’équation de Schwinger-Dyson associée à V .

Loi de Gibbs libre associée à un potentiel c-convexe Par analogie avec l’EDS
dXt = dBt − 1

2∇V (Xt)dt pour laquelle les solutions suivent la loi de Gibbs (classique)
associée à V , l’étude de l’équation différentielle stochastique libre :

dXt = dSt −
1

2
(DV )(Xt)dt (8)

où St est un mouvement Brownien libre, permet de montrer l’existence d’une loi de
Gibbs libre pour certains potentiels V , et de la caractériser comme l’unique solution
de l’équation de Schwinger-Dyson associée. Dans [BS01], Biane et Speicher montrent
l’existence et l’unicité de solutions à l’équation 8 pour une certaine classe de potentiels
V (ceux tels que V + aX2 est convexe pour un certain a), cependant lorsque V n’est
pas convexe il se peut que la solution de 8 ne converge pas, pour t→ +∞, vers la loi de
Gibbs libre.

Définition 13 (Potentiels (c,M) convexes). Un polynôme V à n variables non commu-
tatives est dit (c,M)-convexe si l’inégalité suivante est vérifiée au sens de la positivité
dans une C∗-algèbre :

[V (X)− V (Y )] · (X − Y ) ≥ c(X − Y ) · (X − Y )

pour tout couple de vecteurs X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn) d’une C∗-algèbre tel
qu’aucun des Xi ou Yi (i = 1 . . . n) n’a une norme supérieure ou égale à M .

Dans l’article [GS09], Guionnet et Shlyakhtenko montrent que, pour des potentiels
(c,M)-convexes (c et M sont des réels positifs), les solutions de l’équation (8) convergent
vers la loi de Gibbs libre associée à V à condition que la norme de la donnée initiale soit
suffisamment petite (afin qu’on puisse contrôler la taille de Xt au cours du temps de
façon à pouvoir toujours appliquer l’inégalité de convexité). En particulier, comme une
solution à l’équation de Schwinger-Dyson associée à V est une mesure stationnaire pour
(8), la mesure de Gibbs libre est la seule solution à l’équation de Schwinger-Dyson, au
moins parmi les lois de n variables aléatoires non commutatives bornées par une certaine
constante.
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Théorème 5 (Guionnet-Shlyakhtenko, 2007). Soit V un polynôme (c,M)-convexe en
n variables non commutatives. Il existe M0 et B0 deux constantes dépendant de c et de
||DV (0) ·DV (0)|| et une constante b ≥ B0 telles que si M ≥M0 et si Z est un vecteur
de variables aléatoires auto-adjointes bornées par b, alors il existe une unique solution
XZ
t à l’équation (avec donnée initiale Z) :

dXZ
t = dSt −

1

2
DV (XZ

t )dt, t ≥ 0

De plus cette solution est bornée par M pour tout t ≥ 0 et vérifie lim sup ||XZ
t ||∞ ≤ B0.

La solution XZ
t converge en loi vers une certaine loi de probabilité de n variables non

commutatives bornées par B0, et cette loi limite est indépendante de la distribution
initiale. Cette loi vérifie l’équation de Schwinger-Dyson associée à V , et il n’existe pas
d’autre loi de n variables non commutatives bornées par b qui vérifie cette équation.

2.4 Formulation du problème à plusieurs variables

On passe maintenant à la question de l’existence d’un transport.
Fixons X1, . . . , Xn des variables semi-circulaires libres. Le problème du transport,

comme décrit au paragraphe (1.3), consiste à chercher des éléments Y1, . . . , Yn dans
l’algèbre de Von Neumann (M, τsc) engendrée parX1, . . . , Xn (M est en particulier stable
par calcul analytique) dont la loi (sous τsc) est la loi τV (loi de Gibbs libre de potentiel
V ). Si l’on suppose que V (X) = 1

2X · X + W (X) est proche du potentiel quadratique
(pour une certaine norme analytique), on peut supposer qu’il existe une solution Y =
Y1, . . . , Yn proche des générateursX = X1, . . . , Xn, et on cherche une solution de la forme
Y = F (X), où F = (F1, . . . , Fn) est un vecteur de fonction analytiques (qui doivent
converger sur un rayon plus grand que le rayon spectral des variables X1, . . . , Xn) que
l’on écrit F (X) = X + f(X), où f est, dans cette heuristique, considéré comme “petit”
puisque Y est cherché proche de X. Une façon de garantir que F (X) suit bien, sous τsc,
la loi τV est de vérifier l’équation de Schwinger-Dyson (qui possède une unique solution
dans les cas considérés).

Il est facile de vérifier qu’une famille (Y1, . . . , Yn) de variables aléatoires non-commutatives
vérifie l’équation de Schwinger-Dyson associée au potentiel V si et seulement si l’équation
suivante est satisfaite pour tout j = 1 . . . n :

∂∗Yj (1⊗ 1) = DjV (Y ) (9)

où ∂∗Yj désigne l’adjoint de l’opérateur ∂Yj agissant sur l’algèbre de von Neumann obtenue

par complétion de C〈Y1, . . . , Yn〉 par rapport à la loi de Y . Cette écriture n’est pas ma-
niable, car on cherche à exprimer le problème en fonction des générateurs (X1, . . . , Xn).
Cela est possible si l’on peut passer de X à Y par changement de variables, par exemple
si la matrice jacobienne de Y (par rapport aux coordonnées X) est inversible.

Proposition 7 (Formule de changement de variable). Soit Y = (Y1, . . . , Yn) dans l’al-
gèbre de Von Neumann (M, τ) engendrée par des variables aléatoires non commutatives
X1, . . . , Xn de loi τ . Les opérateurs de taux d’accroissement libre ∂i sont alors vus comme
des opérateurs non-bornés définis sur un domaine dense. Si la matrice J Y = (∂XiYj)ij
est bien définie et inversible, et si 1⊗ 1 est dans le domaine de ∂∗j pour tout j = 1 . . . n,
alors :
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1. L’opérateur ∂Yj cöıncide avec ∂̂j défini par :

∂̂j(Z) :=
n∑
i=1

(J Y )−1ji #∂i(Z)

où (a⊗ b)#(A⊗B) := Aa⊗ bB
2. L’adjoint ∂∗Yj cöıncide avec

∑
i ∂
∗
i ((J Y )−1ji )† où (a⊗ b)† := b∗ ⊗ a∗

3. Si Y est le gradient cyclique DG d’une fonction G dans Pol
(A)
n pour un A > 0,

alors ((J Y )−1ji )† = (J Y )−1ji , et (J Y )−1 est auto-adjoint.

Preuve. La preuve de 1. et 2. est un calcul direct, pour 1. on vérifie que les deux opé-
rateurs s’accordent sur Yj (et que ce sont deux dérivations). La propriété 3. permet de
simplifier les expressions, et la dernière observation (J Y auto-adjoint) est proche du
lemme de Schwarz pour les fonctions C2.

On peut maintenant reformuler le fait qu’un transport Y = F (X) = X + f donné
vérifie l’équation de Schwinger-Dyson associé à V (X) = 1

2X · X + W (X). La famille
d’équations (9) est équivalente à l’équation vectorielle

J ∗Y (1) = Y + (DW )(Y ) (10)

Notons que cette écriture est bien plus compacte que la liste d’équations traduisant
l’égalité des moments de deux lois (qui serait le moyen le plus näıf pour vérifier que l’on
a bien transporté τsc sur τV2). Si l’on cherche F (donc f) comme gradient cyclique d’une
fonction G, et si l’on suppose que JF est inversible (i.e. 1 + J f est inversible), alors
l’équation (10) est équivalente à :

J ∗((1 + J f)−1) = X + f + (DW )(X + f) (11)

Si τP est la loi associée à un potentiel P , on a J ∗(1) = DP (gradient cyclique). Pour la loi
semi-circulaire, en particulier, on obtient J ∗(1) = X, si bien que l’équation précédente
se ré-écrit sous la forme d’une équation de point fixe pour f :

f = −J ∗(J f(1 + J f)−1)− (DW )(X + f) (12)

Il n’est cependant pas clair qu’on puisse borner efficacement la constante de Lipschitz de
la fonction de f qui constitue le terme de droite. Une série de manipulations va donner
une forme plus maniable à l’équation (12), nous décrivons d’abord ces manipulations
dans le cas à une variable.

2.5 Un exemple éclairant : le cas à une variable

Le cas à une variable est particulièrement maniable pour plusieurs raisons : la non-
commutativité n’apparâıt pas, les variables aléatoires considérées sont des variables aléa-
toires au sens classique, les polynômes et les fonctions analytiques considérées prennent
leur sens usuel, les opérateurs différentiels ont une expression simple : en particulier,
JF = F (x)−F (y)

x−y et DG = G′. Par ailleurs, les questions que l’on peut se poser relèvent
de plein droit de la théorie classique du transport de mesure, largement développée
en dehors du cadre très restrictif des petites perturbations de la loi semi-circulaire.
Pourtant, la démarche va fournir, en plus d’une “nouvelle preuve” de l’existence d’un
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transport, les manipulations convenables à effectuer dans le cas de plusieurs variables
non commutatives.

Soit X une variable aléatoire semi-circulaire, que l’on peut réaliser comme l’opérateur
de multiplication par x sur l’espace de Hilbert L2(R, µsc), avec dµsc = 1[−2,2]

1
2π

√
4− x2.

Pour V2(x) = V1(x) + W (x) potentiel assez proche de V1(x) = 1
2x

2, il y a existence et
unicité de la solution de l’équation de Schwinger-Dyson associée à V2 (cf. paragraphe
2.3). Cette équation est équivalente à J ∗(1⊗ 1) = 2

∫
1

x−ydηV2 (on notera dans la suite
de cette section ηV la mesure de probabilité associée à l’état de Gibbs libre de potentiel
V ) ce qui est encore équivalent à

2

∫
1

x− y
dηV (y) = V ′(x)

On peut maintenant chercher un transport entre ηV1 et ηV2 , c’est à dire une certaine
application F : R −→ R telle que F pousse en avant la mesure ηV1 sur ηV2 , ou, pour
abréger, F∗ηV1 = ηV2 . Cette dernière propriété est vérifiée si et seulement si F∗ηV1 vérifie
l’équation de Schwinger-Dyson associée à V2, i.e. si :

2

∫
1

F (x)− F (y)
dηV1 = V ′2(F (x))

Ce qui est simplement la traduction, après le changement de variable x 7→ F (x) du
fait que J ∗V2(1⊗ 1) = V ′2 , lorsque JV2 désigne l’opérateur de dérivation agissant sur (une
partie dense de) l’espace L2(R, ηV2) (c’est l’équivalent du JY de la formule de changement
de variables de la proposition 7). Retranchons JV1(1 ⊗ 1) = V ′1(x) de chaque côté de
l’équation

−2

∫
1

x− y
J f(x, y)

1 + J f(x, y)
dηV1(y) = F (x) +W ′(F (x))− x

Si l’on multiplie par F ′(x) = 1 + f ′(x) l’équation obtenue, le terme de droite s’écrit
FF ′(x) +W ′(F (x))F ′(x)−xF ′(x), ce qui est agréable puisqu’on reconnâıt des dérivées.
Pour manier le terme de gauche on décompose J f + f ′J f en ajoutant et retranchant
f ′, si bien que :

(1 + f ′(x))×
∫

1

x− y
J f

1 + J f
dηV1 =

∫
1

x− y
J f(x, y)− f ′(x)

1 + J f(x, y)
dηV1(y)

+

∫
1

x− y
f ′(x) + f ′(x)J f(x, y)

1 + J f(x, y)
dηV1(y)

la deuxième intégrale s’écrit aussi f ′(x)
∫

1
x−ydηV1 , dont on connâıt une autre expression

par hypothèse. Finalement, si F ′(x) n’est essentiellement jamais nul (i.e. la multiplication
par F ′ préserve l’équivalence entre les équations), l’équation du transport est équivalente
à :

−2

∫
1

x− y
J f(x, y)− f ′(x)

1 + J f(x, y)
dηV1(y) + f ′(x)V ′1(x) = FF ′(x) +W ′(F (x))F ′(x)

ou encore :

−2

∫
1

x− y
J f(x, y)− f ′(x)

1 + J f(x, y)
dηV1(y) = FF ′(x) +W ′(F (x))F ′(x)− xF ′(x) + xf ′(x)
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et un calcul élémentaire donne encore :

−2

∫
1

x− y
J f(x, y)− f ′(x)

1 + J f(x, y)
dηV1(y) =

1

2
(f2)′(x) + (xf)′(x) +W (x+ f(x))′(x) (13)

équation équivalente à l’équation de transport sous réserve que F ′(x) soit inversible (ηV1
presque partout). On utilise ensuite les relations suivantes entre le taux d’accroissement
et la dérivée :

1

x− y
(f ′(x)− J f(x, y)) = ∂x(J f(x, y))

∂x

∫
J f − log(1 + J f)dηV =

∫
(f ′(x)− J f)

x− y
dηV (y)−

∫
(f ′(x)− J f)

(x− y)(1 + J f)
dηV

qui sont faciles à vérifier, et permettent d’obtenir, après quelques manipulations, que le
terme de gauche dans (13) est la dérivée de 2

∫
log(1+J f(x, y))dηV1(y), si bien que (13)

est équivalente, en intégrant, à :

2

∫
log(1 + J f(x, y))dηV1(y) = (xf)(x) +

1

2
(f(x))2 +W (x+ f(x)) + const. (14)

On peut ré-écrire (14) sous la forme d’une équation de point fixe : cherchons f sous
la forme g′, sachant que l’opérateur sur les fonctions analytiques g 7→ xg′ admet une
forme relativement simple (il agit sur les monômes en les multipliant par leur degré). On
a noté N cet opérateur, inversible sur l’espace des fonctions analytiques qui s’annulent
en 0, d’inverse noté Σ. Alors (14) est équivalent à :

2

∫
log(1 + J (Σĝ)′)dηV1(y)− 1

2
((Σĝ)′(x))2 −W (x+ (Σĝ)′(x)) + const. = ĝ(x) (15)

avec f = (Σĝ)′. Résoudre cette équation de point fixe en ĝ demande d’estimer les
constantes de Lipschitz de la fonction de ĝ définie par le terme de gauche, ce que l’on va
faire directement dans le cas général, après avoir brièvement décrit comment adapter la
méthode précédente pour n variables non commutatives.

2.5.1 Le cas général

La première étape est encore d’exprimer le fait qu’un certain vecteur F = (F1, . . . , Fn)

dans (Pol
(A)
n )(n) pour unA strictement supérieur à la norme des variables semi-circulaires,

noté F (X) = X + f(X) transporte la loi semi-circulaire vers une (en fait, la seule) loi
vérifiant l’équation de Schwinger-Dyson associée au potentiel V2 = V1 +W .

L’équation de Schwinger-Dyson s’écrit, dans le cas de n variables non-commutatives,
sous la forme J ∗F (X)(1) = DV2(F (X)). D’après la formule de changement de variables

(7), cela est équivalent à l’équation :

J ∗((1 + J f)−1) = DV2(F (X)) = X + f +DW2(X + f)

On peut retrancher DV1 des deux côtés de l’égalité, et comme DV1(X) = X on obtient :

−J ∗( J f
1 + J f

) = f +DW2(X + f) (16)
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Maintenant, l’opération équivalente à la multiplication par F ′(X) dans le cas uni-
dimensionnel est la multiplication par la différentielle de F , c’est à dire l’application
de g 7→ JF#g = J f#g + g (le symbole # a été défini dans ce contexte, voir le pa-
ragraphe de notations, c’est la multiplication matricielle avec, de plus, la structure de
module (a⊗ b)gi = agib). On obtient l’équation suivante, similaire à (13) :

J ∗( J f
1 + J f

)− J f#J ∗( 1

1 + J f
) = J f#f + f + J f#X + JF#DW (F (X))

Le terme de droite s’écrit comme un gradient cyclique, en effet J f#f = D(12f · f),
f + J f#X = D(f ·X) et JF#DW (F (X)) = D(W (F (X))). Pour le terme de gauche,
on s’inspire du résultat à une variable, en cherchant à l’écrire comme la dérivée d’une
certaine expression en log(1 + J f). On utilise le lemme technique suivant :

Lemme 1. Soit g un élément de Pol
(A)
n et f = Dg. Si 1⊗ 1 appartient au domaine de

∂∗j (calculé pour la loi τ) pour tout j = 1 . . . n, alors pour tout entier m ≥ −1, on a :

D

(
(1⊗ τ + τ ⊗ 1)(

n∑
i=1

(J f)m+2
ii )

)
= (m+2)×

(
−J ∗((J f)m+2) + J f#J ∗((J f)m+1)

)
Preuve. La preuve (Lemme 3.4 du preprint [GS12]) est surtout technique, et consiste à
décomposer Dg = f en monôme puis à travailler sur les indices, en s’appuyant sur une
expression explicite pour ∂∗j (A⊗B).

En développant log(1 +J f) en série entière (formellement, ou pour J supposé petit
- ce qui sera le cas a posteriori), et en comparant terme à terme, on obtient finalement
l’identité suivante, similaire à ce qui a été obtenu pour une variable :

D ((1⊗ τ + τ ⊗ 1)(Tr log(1 + J f))) = J ∗( J f
1 + J f

)− J f#J ∗( 1

1 + J f
)

En résumé, l’équation de transport est équivalente, sous réserve que JF soit inversible,
que J f soit suffisamment petit en norme ||.||A, et que f soit un gradient cyclique à
l’équation

D ((1⊗ τV1 + τV1 ⊗ 1)(Tr log(1 + J f))) = D(
1

2
f · f) +D(f ·X) +D(W (F (X))) (17)

Il est faux que le noyau de D ne contienne que les fonctions de degré inférieur à 0 :
considérer par exemple X1X2 − X2X1 (ou plus généralement un polynôme P tel que
P (σ ·X) = ε(σ)P (X) pour tout cycle σ de Sn, où ε(σ) désigne la signature). Cependant,
on peut toujours chercher à résoudre l’équation “intégrée”

(1⊗ τV1 + τV1 ⊗ 1)(Tr log(1 + J f)) =
1

2
f · f + f ·X +W (F (X))

Rappelons que l’on cherche f comme le gradient cyclique d’une fonction Dg, et l’on peut
sans restreindre la généralité supposer g sans terme constant. Le terme f ·X = Dg ·X
est l’analogue du terme xf ′(x) dans le cas à une variable, et il cöıncide avec N g. On
effectue le changement de variable ĝ = N g, i.e. g = Σĝ. L’équation précédente se ré-écrit
sous la forme d’une équation de point fixe :

ĝ = (1⊗ τV1 + τV1 ⊗ 1)(Tr log(1 + JDΣĝ))− 1

2
D(Σĝ · Σĝ)−W (X +DΣĝ) (18)

Il s’agit maintenant de montrer que cette équation de point fixe est résoluble dans un

espace Poln
(A)
0 avec A suffisamment grand et W suffisamment petit, pour cela on va

estimer les fonctions de ĝ qui apparaissent dans le terme de droite.
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2.6 Estimation des opérateurs différentiels

On commence par estimer le terme en log(1 + JDΣĝ), grâce au lemme suivant :

Lemme 2. Soit g1, . . . , gm des éléments de Poln0. Posons

Qm(g1, . . . , gm) := (1⊗ τ + τ ⊗ 1)(Tr[(JDg1) . . . (JDgm)])

où τ est une forme linéaire sur Poln vérifiant |τ(q)| ≤ Cdegq
0 pour tout monôme q. Alors

pour tout A > C0, on a :

||Qm(Σg1, . . . ,Σgm)||A ≤ C(C0, A, n,m)
m∏
i=1

||gk||A

avec C(C0, A, n,m) = 2( n
A2−AC0

)m. En particulier l’application (g1, . . . , gm) 7→ Qm(Σg1, . . . ,Σgm)

s’étend en un opérateur multilinéaire borné de Pol
(A)
n 0 dans Pol

(A)
n .

Preuve. Montrons d’abord le résultat dans le cas où tous les gi (i = 1 . . .m) sont de
monômes. On a (JDΣg)ij = 1

p∂jDig = 1
p

∑
g=AXiB

∑
BA=RXjQ

R⊗Q pour tout monôme
g de degré p. Ainsi, on peut écrire en développant :

(JDg1) . . . (JDgm)ii =
∑

i=j0,j1,...,jm=i

m∏
k=1

1

deg gk

∑
gk=AkXjk−1

Bk

∑
BkAk=RkXjkQk

Rk⊗Q1 . . . Qk

Remarquons qu’il y a au plus deg g décompositions d’un monôme g qui apparaissent dans
une expression du type

∑
g=AXiB

. On peut alors estimer ||(1⊗τ)Tr[(JDg1) . . . (JDgm)]||A :

il y a nm−1 termes dans la somme
∑

i=j0,j1,...,jm=i et chacun est contrôlé de telle sorte
que :

‖(1⊗ τ)[(JDΣg1) · · · (JDΣgm)]j0jm‖A

=
∑

j1,...,jm−1

m∏
k=1

1

deg gk

∑
gk=AkXjk−1

Bk

∑
BkAk=RkXjkQk

Adeg(R1···Rm) ⊗ τ(Q1 · · ·Qm)

≤ nm−1
∑
l1···lm

Al1+···+lm · Cdeg g1−l1−2+···+deg gm−lm−2
0

= nm−1Adeg g1+···+deg gmA−2m
∑
l1···lm

(
C0

A

)deg g1−l1−2+···+deg gm−lm−2

≤ nm−1
m∏
k=1

A−2‖gk‖A
1

1− C0/A

On a une même estimation pour ||(τ ⊗ 1)Tr[(JDg1) . . . (JDgm)]||A, si bien qu’en som-
mant les n termes de la trace on arrive à :

||Qm(Σg1, . . . ,Σgm)||A ≤ 2nmA−2m(
1

1− C0/A
)m

m∏
k=1

||gk||A

qui est la formule voulue. Pour le cas général, on décompose les gi en somme de monômes
et on utilise la multilinéarité de Qm.
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On peut maintenant contrôler la constante de Lipschitz de g 7→ Qm(g, . . . g) sur toute
partie bornée.

Lemme 3. Soit g1, g2 des éléments de Pol
(A)
n 0, on pose Qm(x) = Qm(x, . . . , x), on

suppose que τ (dans la définition de Qm) est une forme linéaire sur Pol
(A)
n vérifiant

|τ(q)| ≤ Cdegq
0 pour tout monôme q et que A > C0, alors on a :

‖Qm(Σg1)−Qm(Σg2)‖A ≤ C(C0, A, n,m)(‖g1‖A + ‖g2‖A)m−1‖g2 − g1‖A.

et en particulier, ‖Qm(Σg1)‖A ≤ C(C0, A, n,m)‖g1‖mA , avec la même constante C(C0, A, n,m) =
2( n
A2−AC0

)m que précédemment.

Preuve. On écrit la différence Qm(g1) − Qm(g2) comme une somme télescopique et on
applique le lemme 2 précédent.

Lemme 4. Soit g un élément de Pol
(A)
n 0, on note toujours Qm(x) = Qm(x, . . . , x), on

suppose que τ (dans la définition de Qm) est une forme linéaire sur Pol
(A)
n vérifiant

|τ(q)| ≤ Cdegq
0 pour tout monôme q et que A > C0. On suppose de plus que ||g||A <

A2−AC0
n . Alors la série de terme général (−1)m

m Qm(Σg) (m ≥ 1) converge dans Pol
(A)
n ,

et si l’on pose :

Q(Σg) :=
∑
m≥1

(−1)m

m
Qm(Σg)

on a Q(Σg) = (1⊗ τ + τ ⊗ 1)Tr log(1 + JDΣq), où le terme de droite se comprend au
sens du calcul fonctionnel. De plus, la condition de Lipschitz suivante est vérifiée :

||Q(Σg)−Q(Σf)||A ≤ 2||f − g||A
n

A2 −AC0

1

1− n
A2−AC0

(||f ||A + ||g||A)

dès que g et f sont de norme ||.||A strictement inférieure à 1
2
A2−AC0

n .

Preuve. D’après le lemme 3, on a ‖Qm(Σg)‖A ≤ 2( n
A2−AC0

)m‖g‖mA . Par hypothèse,

||g||A < A2−AC0
n , si bien que la série de terme général (−1)m

m Qm(Σg) converge abso-

lument dans l’espace de Banach Pol
(A)
n .

Pour l’égalité Q(Σg) = (1 ⊗ τ + τ ⊗ 1)Tr log(1 + JDΣq), on peut raisonner ainsi :

la condition ||g||A < A2−AC0
n entrâıne que ||JDg||A′ ≤ A

(A−A′)3
A2−AC0

n pour tout 0 <

A′ < A d’après l’inégalité de Cauchy pour JD. Ainsi, pour A′ suffisamment petit, on a
||JDg||A′ < 1, et on peut utiliser le développement en série entière de log(1 + x) pour

obtenir l’égalité voulue dans Pol
(A′)
n . Comme le terme de gauche de l’égalité appartient

en fait à Pol
(A)
n et que Pol

(A)
n ⊂ Pol(A

′)
n , l’égalité vaut dans Pol

(A)
n .

Enfin, pour la constante de Lipschitz, il suffit d’utiliser terme à terme le lemme 3,
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on obtient :

||Q(Σg)−Q(Σf)||A ≤
∑
m≥1

1

m
||Qm(Σg)−Qm(Σf)||A ≤

≤ 2
∑
m≥1

1

m
(

n

A2 −AC0
)m(‖g‖A + ‖f‖A)m−1‖f − g‖A

≤ 2||f − g||A
∑
m≥1

1

m
(

n

A2 −AC0
)m(||f ||A + ||g||A)m−1

≤ 2||f − g||A
n

A2 −AC0

1

1− n
A2−AC0

(||f ||A + ||g||A)

Les autres termes de l’équation de point fixe 18 se contrôlent facilement :

Lemme 5. Pour tout f, g dans Pol
(A)
n 0 on a :

||W (X +DΣg)−W (X +DΣf)||A ≤ ||∂W ||A⊗πA||DΣg −DΣf ||A
≤ ||∂W ||A⊗πA||g − f ||A

et

||DΣg#DΣg−DΣf#DΣf ||A ≤ ||DΣg−D Σf ||A(||DΣg||A+||DΣf ||A) = (||f ||A+||g||A)||g−f ||A

Preuve. La première inégalité est une conséquence de l’inégalité des accroissements fi-
nis, puis de l’identité DΣq = 1

deg qDq pour q monôme (qui assure que DΣ est une
contraction). La seconde inégalité est élémentaire.

On peut maintenant contrôler tout le terme de droite dans l’équation 18.

Proposition 8. Soit W un polynôme dans Poln. On définit la fonction

H(g) := (1⊗ τV + τV ⊗ 1)(Tr log(1 + JDΣĝ))− 1

2
D(Σĝ · Σĝ)−W (X +DΣĝ)

Supposons que |τ(q)| ≤ Cdegq
0 pour tout monôme q. Alors pour tout A > C0, H est

bien définie sur la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
2
A2−AC0

n dans Pol
(A)
n 0, et y est

localement Lipschitzienne :

||H(g)−H(f)||A ≤

(
2

1
A2−AC0

n − (||f ||A + ||g||A)
+

1

2
(||g||A + ||f ||A) + ||∂W ||A⊗πA

)
||f−g||A

Résolution de l’équation de point fixe

Proposition 9. Soit τ une forme linéaire sur Poln vérifiant |τ(q)| ≤ Cdegq
0 pour tout

monôme q. Soit A tel que A2(1− C0
A ) > 2n. En particulier, C0 < A, si bien que τ s’étend

en une forme linéaire sur Pol
(A)
n vérifiant toujours |τ(q)| ≤ Cdegq

0 pour tout monôme q.
Alors il existe deux constantes C1(n,A,C0) et C2(n,A,C0) strictement positives telles
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que pour tout polynôme W de Poln0, si ||W ||A < C1 et ||∂W ||
Pol

(A)
n ⊗πPol(A)

n
< C2,

l’équation de point fixe :

SΠN g = SΠ

(
1⊗ τ + τ ⊗ 1)Tr log(1 + JDg)− 1

2
DΣg#DΣg −W (X +DΣg)

)
(19)

admet une solution g dans l’espace des fonctions analytiques Pol
(A)
n 0. De façon équiva-

lente, si ĝ = N g (i.e. g = Σĝ), alors ĝ vérifie l’équation de point fixe ĝ = SΠH(ĝ), où
H est la fonction définie dans la proposition 8.

Preuve. On veut appliquer un théorème de point fixe dans l’espace des fonctions nulles
en zéro, il faut toutefois s’assurer de demeurer dans ce sous-espace à chaque étape de
l’itération, et dans ce but il convient de remplacer g 7→ F (g) par g 7→ F (g)− F (g)(0) =
ΠF (g) afin d’éliminer le terme constant qui peut apparâıtre lorsqu’on applique F . Cette
élimination ne modifie pas le rapport de Lipschitz, en effet Π est linéaire de norme 1. Il
en est de même pour l’opérateur S.

D’après la proposition 8 et la remarque précédente, l’application H̃ : ĝ 7→ SΠH(ĝ)
est bien définie et localement Lipschitzienne sur la boule ouverte de centre 0 et de rayon
1
2
A2−AC0

n dans Pol
(A)
n 0. La constante de Lipschitz de H̃ sur la boule de centre 0 et de

rayon r dans Pol
(A)
n 0 est, d’après la proposition 8, inférieure ou égale à

2
1
nA

2(1− C0
A )− 2r

+ r + ||∂W ||A⊗πA

C’est une fonction de r continue sur l’intervalle [0, 12
A2−AC0

n [, qui prend en 0 la valeur

2n

A2(1− C0
A )

+ ||∂W ||A⊗πA

Cette valeur est strictement inférieure à 1 + ||∂W ||A⊗πA par hypothèse. Il existe donc
un réel r > 0 (qui ne dépend que de A,C0, n) et une constante C2(A,C0, n) tels que H̃
est de rapport de Lipschitz inférieur à (1 − C1), où C1 = C1(A,C0, n) est strictement

positive, sur la boule de centre 0 et de rayon r dans Pol
(A)
n 0 lorsque ||∂W ||A⊗πA est

strictement inférieur à C2. Comme H̃(0) = W , lorsque ||W ||A est strictement inférieur
à C1, on peut appliquer le théorème du point fixe de Picard à la boule ouverte de centre

0 et de rayon r dans le sous-espace des fonctions de Pol
(A)
n 0.

Existence d’un transport Reformulons la proposition précédente, en fonction de
f = Dg, et en utilisant les estimées de Cauchy pour les opérateurs D et ∂. Désormais,
la loi τ sera la loi semi-circulaire, et C0 = 2.

Théorème 6. Soit A′ tel que A′2(1 − C0
A′ ) > 2n. En particulier, C0 < A′, si bien que

τ s’étend en une forme linéaire sur Pol
(A′)
n vérifiant toujours |τ(q)| ≤ Cdegq

0 pour tout
monôme q. Alors pour tout A > A′ il existe une constante C3(A,A

′, n, C0) telle que pour
polynôme W de Poln0, si ||W ||A < C3, l’équation (vectorielle)

J ∗((1 + J f)−1) = DV2(F (X)) = X + f +DW (X + f)

admet une solution f dans (Pol
(A′)
n )n. De plus f = Dg pour une fonction g dans Pol

(A)
n 0,

et la norme ||f ||A′ de la solution tend vers 0 quand ||W ||A tends vers 0.
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Preuve. Fixons A > A′. Soient C2 et C3 les constantes données par la proposition 9
pour (A′ + A)/2 (et n, C0). D’après les inégalités de Cauchy pour D et J , on peut
trouver une constante C3(A,A

′) telle que la minoration ||W ||A < C3 garantisse d’avoir

||W ||(A+A′)/2 < C2 et ||∂W ||(A+A′)/2⊗π(A+A′)/2 < C3. Soit g la solution dans Pol
(A+A′)/2
n

donnée par la proposition 9, l’équation qu’elle satisfait implique (par construction, va-
lable seulement dans le cas de la loi semi-circulaire) que son gradient f = Dg vérifie
l’équation vectorielle J ∗((1 + J f)−1) = DV2(F (X)) = X + f + DW (X + f). De plus

f est dans (Pol
(A′)
n )n car f est dans Pol

(A+A′)/2)
n et A′ < (A+ A′)/2. Enfin, il est clair

que la solution g tend, en norme, vers zéro quand W tend vers zéro, donc c’est aussi le
cas de f = Dg (toujours par inégalité de Cauchy).

2.7 Conséquences

L’équation J ∗((1 + J f)−1) = DV2(F (X)) = X + f + DW (X + f) est équivalente
à l’équation de Schwinger-Dyson pour le potentiel V2, à condition que 1 + J f soit
inversible, ce qui est vérifié en particulier quand f est petit, condition qu’entrâıne la
petitesse de W d’après la conclusion du théorème précédent. De plus, pour W petit (i.e.
V2 est une petite perturbation du potentiel quadratique), il existe une unique solution
τV2 à la l’équation de Schwinger-Dyson associée à V2, c’est la “loi de Gibbs libre” associée
à V2 (voir le paragraphe 2.3 et [GS09]). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Théorème 7. Soient X1, . . . , Xn des variables semi-circulaires libres, et A > A′ deux
réels assez grands. Il existe une constante C ne dépendant que de n, A et A′ telle que si
W est un polynôme de Poln de norme ||W ||A inférieure à C, alors il existe une fonction

G dans Pol
(A)
n telle que le vecteur (Y1, . . . , Yn) := DG, vu comme vecteur d’éléments

de Pol
(A′)
n , a pour loi la loi de Gibbs libre τV2 associée au potentiel V2(X) = 1

2X ·X +
W (X). De plus, la matrice JDG est strictement positive, comme petite perturbation de
la matrice identité. Enfin, la différence ||Xj − Yj ||A′ tend vers 0 avec la norme ||W ||A.

D’après le théorème des fonctions implicites évoqué dans la proposition 4, le vecteur
Y = (Y1, . . . , Yn) est inversible (au sens où l’on peut obtenir X comme H(Y ), où H est un
vecteur de fonctions analytiques) dès que l’on peut contrôler (J (Y −X)(0))−1(Y −X))
et pour J (Y −X) suffisamment petit, et à condition que Y soit nul en zéro. On a donc :

Théorème 8. Soient X1, . . . , Xn des variables semi-circulaires libres, et A > A′ deux
réels assez grands. Il existe une constante C ne dépendant que de n, A et A′ telle que si
W est un polynôme de Poln de norme ||W ||A inférieure à C, alors il existe une fonction

G dans Pol
(A)
n telle que le vecteur (Y1, . . . , Yn), vu comme vecteur d’éléments de Pol

(A′)
n ,

a pour loi la loi de Gibbs libre τV2 associée au potentiel V2(X) = 1
2X ·X+W (X). De plus

X = H(Y ) pour un certain vecteur de fonctions analytiques dans Pol
(A′)
n . En particulier,

il existe un isomorphisme préservant la trace entre les C∗-algèbres (et les W ∗-algèbres)
engendrées par τV1 et τV2.

Preuve. On sait que pour W assez petit, ||Y −X||(A+A′)/2 devient petit, en particulier
on peut contrôler ||Y (0)||(A+A′)/2 pour ||W ||A assez petit. Retranchons Y (0) à Y , si

bien qu’on obtient un vecteur Ỹ nul en zéro. On peut rendre ||J (Ỹ − X)||(A+A′)/2 et

||X̃ −X||(A+A′)/2 arbitrairement petits en choisissant ||W ||A suffisamment petit, si bien

que le vecteur Ỹ appartient à ΩC,D,(A′+A)/2,A′ (notation de la proposition 4) pour D fixé
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et C arbitrairement proche de zéro. On peut alors inverser le vecteur Ỹ (donc le vecteur

Y ) en l’exprimant comme X = H(Y ) via un vecteur H d’éléments de Pol
(A′)
n .

Une application Si la loi de Gibbs libre associée à un potentiel V peut dans certains
cas être obtenue comme mesure limite des mesures spectrales de matrices hermitiennes
aléatoires, l’unicité de la solution à l’équation de Schwinger-Dyson associée à 1

2X
2 +

W (X) pour W petit en norme analytique permet de traiter le cas de loi de Gibbs libres
définies de façon abstraites.

Proposition 10. Soit X1, . . . , Xn n variables aléatoires non-commutatives de loi τ , et

supposons que ξj = ∂∗j (1⊗1) existe et appartient à Pol
(A)
n pour un certain A assez grand

(comme dans le théorème précédent 8). Si tous les ||ξj −Xj ||A (j = 1 . . . n) sont assez
petit qu’une constante ne dépendant que de A et n, alors la C∗-algèbre (resp. l’algèbre de
Von Neumann) engendrée par X1, . . . Xn est isomorphe à la C∗-algèbre (resp. l’algèbre
de Von Neumann) du groupe libre à n éléments.

Preuve. Définissons une fonction V (X1, . . . , Xn) := Σ
(∑n

j=1Xjξj

)
(le premier symbole

Σ désigne ici l’opérateur défini sur Pol
(A)
n ), qui appartient à Pol

(A)
n vu l’hypothèse sur

les ξj . Il s’agit d’abord de vérifier que la loi de Gibbs libre associée à V est bien la loi
τ des variables aléatoires X1, . . . , Xn : on utilise pour cela le lemme suivant qui permet
d’identifier DV :

Lemme 6 (Voiculescu [Voi00]). Si P1, . . . , Pn sont des polynômes de Poln tels que∑
1≤j≤n[Xj , Pj ] = 0, alors D(

∑
1≤j≤n PjXj) = (N + Id)Pj

Ce lemme s’étend au cas où P1, . . . , Pn sont en fait des fonctions analytiques dans

Pol
(A)
n car la preuve est purement combinatoire et consiste à travailler monôme par

monôme. Il reste à vérifier que
∑

1≤j≤n[ξj , Xj ] est nul pour ξj = ∂∗j (1 ⊗ 1), ce qui est
vrai d’après le corollaire 5.12 de [Voi99]. En utilisant ce résultat et l’identité Σ ◦ D =
D ◦ Σ + Σ ◦ D ◦ Σ on peut alors identifier la loi de Gibbs libre associée à V et la loi
de X1, . . . , Xn (au moins dans les cas où l’équation de Schwinger-Dyson a une unique
solution). Il est par ailleurs clair que si ||Xj − ξj ||A est petit uniformément en j, alors
||W ||A est petit, et l’on peut alors appliquer le théorème 8.

En particulier, cela permet à Guionnet et Shlyakhtenko de répondre, pour de petites
valeurs de q, à la question, ouverte depuis 20 ans, de la classe d’isomorphisme des
algèbres q-gaussiennes. Dans l’article [BS91], Bozejko et Speicher ont introduit une classe
d’algèbres de Von Neumann, paramétrées par un réel q ∈ [−1, 1]. Pour q = 1, on obtient
l’algèbre de Von Neumann (abélienne) engendrée par des variables aléatoires gaussiennes,
et pour q = 0 on obtient une famille de variables aléatoires semi-circulaires. Pour q
général, une longue série d’articles (voir les références de [GS12]) ont progressivement
permis de démontrer certaines propriétés de ces algèbres (propriétés valables soit pour
q assez petit, soit pour tout q). D’après [Dab10], on peut satisfaire aux hypothèses de la
proposition 10 pour q assez petit, ce qui entrâıne que pour tout q assez petit les algèbres
q-gaussiennes sont en fait isomorphes à l’algèbre de Von Neumann engendrée par une
famille de variables semicirculaires libres.
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Annexe : Produits tensoriels min et max et produit libre
plein

Définition 14 (Produit tensoriel projectif d’algèbres de Banach). Soit X et Y deux
algèbres de Banach sur C. On appelle produit tensoriel projectif (ou produit tensoriel
minimal) de X et de Y l’algèbre de Banach obtenue par complétion du produit tensoriel
algébrique X ⊗alg Y pour la norme :

||a||X⊗πY := inf{
∑
k

||xk||X ||yk||Y |
∑
k

xk ⊗ yk = a}

Il est faux en général que L∞(X ×X) cöıncide avec le produit tensoriel algébrique
L∞(X) ⊗alg L∞(X) (pour X espace mesuré). De la même façon, l’égalité C(X) ⊗alg
C(X) = C(X × X) est fausse en général (l’inclusion ⊂ est bien sûre toujours vraie).
Cependant, il suffit de compléter le produit tensoriel pour obtenir l’égalité. Le produit
tensoriel minimal est en fait la “plus grande complétion”, mais il suffit de compléter a
minima en considérant le produit tensoriel. . .maximal !

Définition 15 (Produit tensoriel maximal de C∗-algèbres). Soit C1 et C2 deux C∗-
algèbres. On appelle produit tensoriel maximal de C1 et C2 la C∗-algèbre obtenue par
complétion du produit tensoriel algébrique C1 ⊗alg C2 pour la norme :

||a||C1⊗maxC2 := sup{||π(a)||B(H) | π : C1⊗algC2 → B(H) morphisme d’algèbres unitaires}

Par exemple C(X)⊗max C(X) ∼= C(X ×X) pour X métrique compact.
Dans la situation non-commutative, on a considéré le :

Définition 16 (Produit libre plein). Soit C1 et C2 deux C∗-algèbres. On appelle produit
libre plein la complétion de leur produit libre algébrique pour la norme

||a||C1?C2 := sup{||π(a)||B(H) | π : C1 ?alg C2 → B(H) morphisme d’algèbres unitaires}
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