1 Mesures - Intégration

1.1 Exemples

Remarques diverses :

— La projection d'une tribu n’est pas une tribu : prendre E = {0,1}? quatre points sommets
d’un carré, et la tribu formée de (), E/, d’'un sommet et des trois autres. L’une des projections
donne alors (), {0,1},{0,1},{0} ce qui ne forme pas une tribu.

— Il n’existe pas de mesure de masse finie non nulle sur (Z,P(Z)) invariante par translation.

1.2 Exemples

Remarque sur 'unicité de la mesure. Si (E,.A) est un espace mesurable, C une famille d’éléments
de A stable par intersection finie et telle que o(C) = A, et si p et v sont deux mesures coincidant
sur C et vérifiant de plus :

1. w(E) =v(E) < +oo, alors u = v.

2. Si on dispose simplement d’une suite croissante E,, de parties mesurables telle que |J E,, = F
et u(Ey) = v(Ey,) < 400 pour tout n, alors yu = v

Cette conséquence du lemme des classes monotones (qui dit que la classe monotone engendrée par
une famille stable par intersections finies coincide avec la tribu engendrée par cette famille) entraine
I'unicité de la mesure de Lebesgue (cas 2.), ou encore le fait qu’une mesure finie sur (R, B(R)) est
caractérisée par la mesure des intervalles | — oo, a.

Les hypotheses ne sont pas trop fortes : si on omet de demander p(F) = v(E) au 1., un contre-
exemple est donné par u = g et v = 2§y ou Jg est la mesure de Dirac en 0, qui coincident sur
I'ensemble des intervalles de R et R*. Cette famille d’intervalles est bien stable par intersection
finie, et la tribu qu’elle engendre est bien B(R) puisqu’elle contient tous les intervalles de R, cependant
v # p (méme si ces deux mesures sont finies).

2 Convergence dominée

2.1 Exemples

Lemme de Scheffé. Soit (f,,)nen une suite de fonctions mesurables positives E — R*, telle que
fo 5 f, avec f intégrable, et si [ fudu — [ fdu alors [|f, — fldu — 0 (ce qui est en général
faux, seule 'autre implication est vraie). Preuve :

On écrit f, + f = fu V [+ fu A f, et on remarque que [ f, V fdp — [ fdu par convergence
dominée. Donc [ f, max fdu — [ fdu. En écrivant f, A f = 3|fo — f| + f + fn, on obtient bien
J | fn = fldp — 0. Quelques remarques :

— On peut remplacer la condition “f,, positive” par la condition d’appui : f, > g avec g intégrable
(poser h, = fn, — g qui est bien positive). On a besoin de cette hypothese dans 'application
du théoreme de convergence dominée, il faut pouvoir écrire |f, V f| < f + qqch d’intégrable.
Sinon, on a le contre-exemple du “grand écart russe”, deux créneaux (largeur 1/n et hauteur n)
qui se compensent (en haut et en bas), qui tendent vers 0 p-presque partout, dont 'intégrale



2.2

toujours nulle tend vers celle de la fonction nulle, mais pour lesquels I'intégrale du module
vaut 2.
Il y a une vision “graphique” de Scheffé qui traduit la démonstration.

Contre-exemples utiles

La bosse glissante : une bosse de masse constante qui part a Uinfini.

L’escalier belge : une vague de masse infinie qui débute de plus en plus loin.

Le puits infini : une montagne de hauteur n et de largeur % qui s’écrase en 0.

Le stroboscope infernal : un éclairage de taille a,, qui se déplace le long de [0, 1] modulo 1,

1

avec la série des a, qui diverge (ex. a, = ).

n

Le chameau élastique : une bosse fixe de masse 1 et une bosse jumelle mouvante qui s’éloigne.
Utilisons les pour former des contre-exemples :

1. Théoréme de convergence monotone. Si la suite (fy,)nen est une suite croissante de fonctions
positives alors lim [ f, = [lim f,.

(a)
(b)

(c)

Evidemment, si la suite n’est pas croissante, n’importe quel contre-exemple fonctionne
(par exemple le puits infini droit).

On peut remplacer, comme dans le Lemme de Scheffé, la condition “positives”, par une
condition d’appui f,, > g intégrable (quitte a considérer h,, = f,, — g). En particulier, il
suffit que 'une des fonctions soit intégrable (puis on utilise la croissance).

1

Sans cette hypothese d™“appui intégrable”, prendre f, = —+ contredit la conclusion.

2. Lemme de Fatou : si les fonctions f,, sont mesurables, positives, alors [ liminf f,, < liminf [ f,.

(a)
(b)

(c)

Si les fonctions ne sont pas positives : prendre un puits infini inversé. Alors liminf f,, = 0
mais [ f, = —1.
Il n’y a pas forcément égalité, méme si f,, > 0 : prendre un puits infini droit ou une bosse

glissante. Alors liminf f,, = 0 mais [ f, = 1 : lintégrale est constante mais la fonction
s’écrase.

Application du Lemme de Fatou : Soit f, une suite de fonctions positives intégrables qui
converge (u-p.p.) vers f, avec de plus [ f, — 1, alors f est intégrable et [ f < 1. Mais
il n’y a pas forcément égalité, on peut choisir par exemple [ f = %, pour cela, prenons le
chameau élastique de masse 1.

3. Théoreme de convergence dominée : si les f, sont mesurables, dominées (u-p.p) (en module)
par g intégrable et si f, — f (u-p.p.) alors [|f, — f| — 0

(a)

(b)
()

Si ’on oublie I’hypotheése de domination, on peut prendre le puits infini droit (sans aucune
domination) ou le puits infini inversé (si 'on omet de mettre un module).

L’hypothese de convergence u-presque partout de f, vers f n’est pas essentielle.
On a méme : [|f, — f| — 0.

4. On peut construire, a l'aide du stroboscope, une suite de fonctions positives continues sur
[0, 1], bornées par 1, telle que lim f,, — 0 avec la suite (fy,)nen ne convergeant nulle part.



2.3 Lemme de Borel-Cantelli

Si A,, est une suite de parties mesurables de F telles que > u(A,) < oo alors u(limsup(A4,)) =0
(autrement dit il n’y a p-presque aucun élément qui appartient a une infinité de A,,). Différentes
preuves de B-C :

1. “A la main”. Soit € > 0. Il existe N € N tel que, u( J 4Az) < > k>N H(Ag) < €. Mais alors

k>N
() UAr) <p(U Ap) <e
n>1k>n k>N

2. Par un théoreme de convergence dominée en utilisant le cours. On définit la suite de fonctions
mesurables f, = >} 14,, qui est une suite croissante de fonctions positives et intégrables
(puisque [ fndp = >"p_y u(Ag)). La limite est donc intégrable, et une remarque du cours fait
observer que si f est positive et intégrable, alors u{z, f(x) = 400} = 0 (c’est 'inégalité de
Markov). Or ici f(x) = 400 si et seulement si z appartient & une infinité de Ay, ce qui conclut.

2.4 Applications du lemme de Borel-Cantelli

— Soit € > 0. Pour presque tout = € [0,1], il n’existe qu'un nombre fini de rationnels % tels

que |z — £| < #. En effet, la somme des mesures des intervalles Apg =]2 — q2—1+€, E+ #[
converge.

2.5 1l n’existe ni tribu, ni topologie qui soient infinies dénombrables

Soit E un espace muni de B C P(FE) qui désignera soit une tribu de E soit une topologie sur
E caractérisée par I'ensemble des fermés de E (qui est par passage au complémentaire en bijection
avec I'ensemble des ouverts de F). On définit dans tous les cas 'atome engendré par z € E comme
T =(aeprea A Comme A = J, 4 7 et que les atomes forment une partition de F, B est équipotent
a P({z,z € E}). il y a un nombre fini d’atomes, B est fini, et s’il y a un nombre infini (au
moins dénombrable) d’atomes alors B est de cardinal supérieur ou égal a P(N) donc B n’est pas
dénombrable.

2.6 Théoréme de récurrence de Poincaré

Soit f : E — E une application mesurable sur un espace F mesurable de mesure finie (u(E) <
00), qui conserve la mesure (u(f~1(A)) = u(A) pour tout partie mesurable A). Alors pour toute
partie mesurable A et pour tout p-presque tout point x € A, il existe une infinité d’itérés de = par
f qui reviennent dans A.

Idée de la preuve : la masse de I'espace étant finie il ne peut y avoir une infinité de parties
disjointes de méme mesure non nulle.

2.7 Théoreme d’Egoroff

Soit E' un espace mesurable et g une mesure finie sur E, soit f, une suite de fonctions réelles
mesurables sur E convergeant u-presque partout vers f réelle mesurable. Alors pour tout € > 0, il
existe une partie A mesurable telle que p(A) < € et telle que la convergence soit uniforme sur £ — A.



Preuve : on montre la convergence uniforme a % pres pour un espace de “co-mesure” aussi petite
que 'on veut a partir d’un certain rang :

vk N, Wi >0, 3021, w({J{e € B (@) — f@)] > 11 <

jzn

Pour cela on introduit A, l'ensemble considéré et on montre que, a k fixé, la suite (A,x), est
décroissante, d’intersection totale vide, donc il existe un rang a partir duquel p(A4,x) < n. Pour
conclure, on choisit 7 = 27% x e.

Un contre-exemple en mesure infinie est celui de f, = 1, 4 o[-

Application : en mesure finie, on peut toujours réduire I’étude de la convergence & un espace de
“co-mesure” aussi petite qu’on veut et sur lequel la convergence est uniforme, par exemple quand on
se ramene au cas de fonctions étagées qui convergent vers la fonction mesurable considérée.

2.8 Uniforme continuité de l’intégrale - Dépasser Markov

Si f = (F,u) — R est une fonction intégrable, alors :
Ve >0, 3n > 0, VA mesurable, pu(A4) <n = / |fldu < €
A

Choisissons pour simplifier [ |f|dp = 1. L'inégalité de Markov nous donne VM > 0, u{z,|f(z)| >
M} < 1/M, mais on ne peut pas conclure avec ga.

I1 faut dépasser Markov (qui ne donne des renseignements que ponctuellement, ou pour passer a
la limite, mais qui ne permet pas de majorer I'intégrale d’une partie autrement que par 'intégrale
totale). En utilisant la remarque suivante :

Remarque : Pour une fonction intégrable au sens de Riemann, on a : pour tout € > 0
il existe M > 0 tel que f‘x|> u [f(z)|dr < e. Pour Lebesgue, une application du théoréme

de convergence dominée donne f\f(a:)|>M |f(z)|dz < e.

Soit € > 0 fixé. On peut choisir N assez grand tel que f{x lg(2)[>n} lgldu < €/2. Mais alors, avec
d = €/2N, on a pour tout partie A mesurable de mesure plus petite que ¢ :

[tz e ej2 =
A

On peut également (c’est sensiblement la méme chose) utiliser une comparaison série-intégrale
qui commencerait ainsi : Posons A4, = {z,2" < |f(z)] < 2", remarquons que Y, ., 2" u(Ay)
converge, car minore [ |f|dp. Ainsi : il existe N € N vérifiant 2pnpsn 2" 1(An) e

2.9 Convergence en mesure

On se place en mesure finie p sur E. Soit f, et f des fonctions mesurables, on dit que f,, converge
vers f en mesure si pour tout € > 0, on a : pu{z,|fn(z) — f(x)] > €} — 0. Alors la convergence
n—:r oo

en norme 1, la convergence simple entrainent la convergence en mesure, mais la réciproque est fausse



(prendre d’abord une fonction qui converge simplement p-p.p. mais pas en norme 1 comme le puits
infini, prendre ensuite le stroboscope infernal).

Si f, converge vers f en mesure, on peut quand méme extraire de f,, une suite qui converge vers
f p-p.p. Pour cela, on considére une suite nj, strictement croissante telle que (A, = {z,|fn, (z) —
f(@)| > £} < 27", la série de terme général 1i(A,,) converge, donc d’apres le lemme de Borel-
Cantelli la suite f,, converge p-p.p. vers f. On montre un théoréeme de convergence dominée : si
fn converge en mesure vers f en étant dominée (u-p.p.) par une fonction g intégrable pour tout n,
alors

JAIE

E n—---4o0o

Preuve : soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N, p{z,|fn(z) — f(z)| > e}e. Mais alors
pour n supérieur a N on a :

[ 100 =i < e [ g+ (ulE)e)
FE FE

(Tl faut remarquer que f est elle aussi dominée par g u-p.p. par extraction d’une sous-suite).

Remarques supplémentaires : on peut métriser la convergence en mesure par 6(f, g) = inf{e, u{|f—
g] > €} < e}, qui rend I'espace LV des fonctions mesurables (quotienté par I'égalité u-p.p.) complet,
mais on ne peut pas métriser la convergence p-p.p. : il existe d’apres ce qui précede une suite (ex.
stroboscope infernal) qui converge en mesure mais pas p-p.p., une telle suite resterait a distance
(u-p.p.) strictement > e de sa limite tandis qu’une de ses sous-suites convergerait, donc serait a
distance < €/2, absurde.

3 Mesure de Lebesgue - Espaces [

3.1 Questions de régularité

Pour tout € > 0, il existe un ouvert dense de R de mesure < € : indexer les rationnels par g, et
prendre des intervalles ouverts de taille 2=("tDe autour de chaque ry,.

— Un ouvert de mesure finie non bornée de : voir question précédente.

— Un borélien de mesure strictement positive et d’intérieur vide : les irrationnels.
Un ouvert dense de [0, 1] de mesure # 1 : la question précédente intersectée avec [0, 1].
— Deux compacts homéomorphes de mesure différente : plusieurs ensembles de Cantor.

3.1.1 Deux preuves du théoreme de Lusin

Théoreme (Lusin) : si f : [0,1] — R est mesurable, alors pour tout ¢ > 0 il existe une
partie mesurable de mesure inférieure a € sur laquelle f est continue (ou encore il existe g continue
coincidant avec f partout sauf sur un ensemble de mesure inférieure a €

1. On rappelle que les fonctions continues sont denses dans L!([a,b]). Alors, il existe une suite
de fonctions continues {g,} telle que {g,} — f dans L!. De cette suite, on peut extraire une
sous-suite {gy, } telle que g,, — f presque partout. En utilisant le théoreme d’Egoroff (on est
bien en mesure finie), on a g,, — f en convergence uniforme sauf sur un ensemble de mesure



aussi faible que voulue. Comme ’ensemble des fonctions continues est fermée par convergence
uniforme, cela termine la démonstration.

2. Soit f mesurable. Il existe une suite de fonctions étagées qui converge vers f, donc on peut
se ramener a une fonction étagée, donc a une fonction caractéristique d’un borélien. Par régu-
larité de la mesure de Lebesgue, on se ramene a la fonction caractéristique d’un ouvert, donc
d’un nombre dénombrable d’intervalles ouverts. Pour chaque intervalle, on peut approximer la
fonction caractéristique a 27" pres par une fonction affine donc continue.

3.1.2 Une autre preuve de ’inégalité de Jensen

Théoréme (Jensen) Si p est une mesure de probabilité, f : E — R une fonction inté-
grable et ¢ une fonction convexe a valeurs positives, alors

/sOOfduZw(/fdu)

Preuve du cours : utiliser le fait que pour ¢ convexe, () = sup, yee, (ax+b) ot &, = {(a,b), p(z) >
ax +bVr}.

Preuve plus “naturelle” (proche de la preuve pour Riemann / f continue). Supposons ¢ monotone.
Soit f,, une suite monotone de fonctions étagées qui converge (u-p.p.) vers f, telle que po f, < po f
(donc f, < f si ¢ est croissante et vice-versa). On vérifie I'inégalité de Jensen pour les f, par
simple convexité, en remarquant que p doit étre de masse totale 1 pour appliquer la convexité. Par
convergence monotone et continuité de ¢ on établit : (p( [ frdp) — ©([ fdp)) < [pofn < ([ @of)
Plus généralement, ¢ étant convexe, elle est soit monotone, soit décroissante puis croissante. Dans
ce dernier cas, on découpe E en deux parties Ay et Ao sur lesquelles ¢ est monotone. On doit ensuite
vérifier que :

@ (/E fdu> . w( . J‘“d/ﬂr/A2 fdu> = (u(z‘h) “ .. fu(djﬁ + p(Az) x Agfu(di))

puis par convexité :

w(/}ﬂf@) Su(z‘h)xw( Alf/&)+u@z)><¢</j4jﬁ&>

En appliquant ce qui précede aux intégrales sur des mesures de probabilité ﬁ et ﬁ, on obtient
finalement :

w(/Efdu> < <M(A1)XAI¢Ofugﬁl)+M(A2)X[42w0fuili2> Z/wadu

3.2 LP

3.2.1 Complétude dans les espaces L

Lemme : Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute suite absolument conver-
gente est convergente. Si u,, est une suite de Cauchy, on peut extraire une suite v, telle que la série



> ||vn+1 — vnl|| converge, donc que > v,41 — vy, converge, donc que v, converge, et une suite de
Cauchy dont une sous-suite converge converge.

Soit fy, une suite de LP telle que ) || fy||, < +00. On veut construire une fonction candidate,
a savoir »_ f, : probleme de convergence. On se ramene a construire la limite pour tout z, pour
cela, comme R est complet, on peut montrer que Y |f,(x)| < 400 presque partout, auquel cas on
peut poser h(z) = > fn(z) presque partout. On pose g,(z) = >."|fn(z)|, soit g la limite de la
suite (croissante) g, : g prend éventuellement des valeurs infinies mais le théoreme de convergence

1 1
monotone est aussi valable dans ce cas. En particulier : ([(g,)?)? — ([ gP)? par convergence
1
monotone, avec ([(gn)?)? = || X" |falllp < X" 1 fallp < 2% |1 fnllp (par Minkowski), et finalement

en passant a la limite ( [ gp)% <Y | fnllp < +oo. Cette inégalité entraine que g < +00 p-p.p. donc
que la série Y fy(z) converge absolument vers h(z) p-p.p. On a bien obtenu notre candidat h(z),
il vaut maintenant vérifier la convergence en norme p de >." f,, vers h (il faudrait au préablable
étendre la définition de h en posant par exemple h(z) = 0 sur ’ensemble de mesure nulle pour lequel
la série ne converge pas). Remarquons que |h(x)| < g(x) et que par conséquent h est dans LP.

On utilise pour cela une convergence dominée, mais le TCD ne donne habituellement que [ |s, —
s| — 0 et pas [ s, — s[P. On doit considérer la suite de fonctions | Y " f,(z) — h(z)[P, qui tend
w-p.p. vers 0, et qui est dominée comme suit :

Ian D) < Q@)+ h(@))? < (2lg(@)])? < 27|g(a)?

La fonction g étant dans LP, la fonction ¢” est dans L', et une application du théoreme de
convergence dominée conclut & [ |f,,(z) — h(z)[? — 0, puis || fn — h|[, — 0.
Deux remarques :

1. Si la série de terme général f,, converge normalement (pour la norme LP), on a vu que la série
de terme général f,, converge p-p.p. normalement au sens usuel, i.e. Y |fn(z)] < 0.

2. Si f,, est une suite de Cauchy dans L”, on peut extraire une suite telle que ) ||[vp41 — vnllp
converge, donc d’apres la remarque précédente la suite v, admet une limite simple p-p.p.

3.2.2 Théoreme de Radon-Nikodym

On peut toujours comparer deux mesures (o-finies) p et v en décomposant v (de fagon unique)
comme la somme d’une mesure absolument continue par rapport a u et d’'une mesure étrangere a
u (i.e. il existe une partie mesurable qui comporte toute la masse de p et dont le complémentaire
contient toute la masse de 'autre mesure).

Pour la preuve, on étudie d’abord le cas ou v < p (auquel cas v << p), et on utilise le caractere
“Espace de Hilbert” de L?(E) pour trouver une fonction h de carré intégrable et positive telle que

A) = [, hdp.
Dans le cas général, on étudie v par rapport a u + v. L’étude précédente fournit un A tel que
= [,h 4 h(dp + dv). On observe que lorsque h vaut 1, cela correspond a = 0 et au fait que v
porte la masse de pu + v : la restriction de v a cet ensemble fournit la partie “étrangere.

On vérifie ensuite que la restriction de v au complémentaire est bien absolument continue par
rapport & y, en effet si p(A) = 0 sur une partie A de ce complémentaire, on a v(A) = [, hdv avec
h <1 ce qui est absurde sauf si ¥(A) = 0 & son tour.



4 Mesures produits

4.1 Propriétés
4.1.1 Identité B(El X EQ) = B(El) X® B(EQ)

Rappel : B(E; x E3) est la tribu engendrée par les ouverts de la topologie produit (ici les ouverts
élémentaires sont les pavées Ouvert x Ouvert, tandis que B(FE1) ® --- x B(FE)) est la plus petite
tribu contenant les produits Ay X --- X Ag, i.e. la plus petite tribu contenant le produit des tribus.
On aimerait avoir B(E; x Ey) = B(E1) ® B(E2). La bonne hypothese est d’avoir E; et Ey métriques
et séparables, afin qu’on puisse recouvrir tout ouvert de facon dénombrable par des pavés.

Preuve : B(E1)® B(FE2) C B(FEj X E3). Pour cela on doit remarquer que B(F)® B(E2) est aussi
la plus petite tribu rendant mesurables les projections : si A; est une partie mesurable de E; alors
. Y(4;) = By x A; x - - - x E}, qui est bien mesurable pour la tribu produit. Réciproquement, si £ est
une tribu rendant mesurable les projections, pour tout A; X --- X A ona Ay X --- X A = ﬂﬂ'i_lAz‘
ou les A; sont mesurables, donc Ay X --- X Ay est mesurable. Ainsi la tribu produit est-elle incluse
dans &.

Réciproquement, il s’agit de vérifier que tout ouvert de E; x Fj est inclus dans B(E;) ® B(FE3).
Pour cela, on utilise la séparabilité : si (z,, y,) est une suite dense, alors quitte & mettre sur Fq x F» la
distance produit (qui induit bien la topologie produit), on dispose d’une base dénombrable d’ouverts
de la forme Ouvert x Quvert. Tout ouvert de 7 X Es est alors union dénombrable de tels ouverts,
donc appartient & B(E;) ® B(E2) (car les ouverts sont mesurables pour B(E;) et B(Es), donc le
produit de deux ouverts est bien dans B(E;) ® B(Es).

T,

4.2 Fubini
4.3 Construction de la mesure produit
4.3.1 Fibres

Soit Ey, Ey et Fh ® Fy. On veut construire une mesure sur le produit, telle que la mesure du
produit de deux pavés soit le produit des mesures des pavés. On introduit d’abord la fibre au-dessus
de x pour une partie mesurable C C Ey ® Fy : C, = {y € Es,(x,y’) € C}. Symétriquement, on
définit CY. Propriétés : C,, est une partie mesurable de Fs et si v est une mesure finie sur Fo, p une
mesure finie sur Ej, alors application qui & x associe la mesure v(C;) est p-mesurable (en fait il
faut surtout ici que v soit finie, mais on aime avoir la propriété symétrique donc on demande p et
v finies).

Preuve : on vérifie que 'ensemble des parties C' dans F1 ® Eo qui vérifient “C,, est mesurable” est
une tribu contenant les pavés, donc coincide avec Fy ® Es. De méme, on considere I’ensemble des
parties C' de F1 ® F» telles que = — C, soit mesurable. On vérifie qu’il s’agit d’une classe monotone
(en particulier pour avoir v(C' —C"), = v(C) —v(C%) on a besoin d’avoir v finie) contenant les pavés
(donc contient la classe monotone engendrée par les pavés, qui par application du lemme des classes
monotones est F1 ® Es tout entier).

Remarque : on adapte la preuve au cas o-fini.



4.3.2 Mesure-produit

On affirme existence et I'unicité d’une mesure sur E; ® Fs telle que m(A x B) = u(A) x v(B)
ou A et B sont mesurables et u, v sont des mesures o-finies. On constate que cette mesure coincide
avec

m(C) = /E u(dz)p(Cy) = /E v (dy)u(CY)

(Idée : laire peut se calculer de deux fagons en découpant en rectangles de largeur dz selon les
abscisses ou dy selon les ordonnées, et en multipliant par la mesure de la projection selon ’autre
axe).

L’unicité découle du lemme des classes monotones. On garantit I’existence en vérifiant que chaque
définition avec les intégrales vérifie les hypotheses (elles sont donc égales par unicité) : on définit
bien une mesure et la valeur sur les pavés est bien celle voulue.

4.3.3 Théorémes de Fubini

Théoreme pour les fonctions positives : si m désigne la mesure-produit de p et v (qui sont donc
o-finies) et si f : Ex F — [0, 00| est une fonction mesurable, alors les fonctions z — [ f(z, y)v(dy)
et y — [ f(x,y)u(dz) sont mesurables, et on a de plus

/Efo(f”’y)dmz/E(/Ff(rc,y)V(dy))u(d):vz/F(/Ef(:c,y)u(dx))y(dy)

La preuve de la premiere assertion se fait en se ramenant & des fonctions étagées (la limite de fonctions
mesurables étant mesurables), et par linéarité a des fonctions caractéristiques. La preuve de la
seconde assertion se fait également en passant par des fonctions étagées (puis convergence monotone
des 0 < f,, < f [Rappel : f positive]) (puis deuxiéme convergence monotone et interversion).
Théoreme pour les fonctions intégrables sur £ x F : si f est dans L'(E x F,E® F) alors :

1. y — f(x,y) est intégrable presque partout (idem x — f(z,y)
2. La fonction z — [ f(z,y)v(dy) est bien définie presque partout, et intégrable.
3. Le calcul de [ E x F f(z,y)dm peut se faire en intégrant selon I'une puis I'autre coordonnée

Preuve : on applique le théoreme précédent a |f|, on obtient 1. (remarquons que y — f(z,y) est
mesurable car I'image réciproque d’une partie mesurable par f est une partie mesurable C, et que
I'image réciproque de cette méme partie mesurable par 'application y — f(z,y) est exactement C,,
qui est mesurable comme précisé plus haut). Pour obtenir 3., on décompose en f = f* — f~.

4.3.4 Convolution

Si f,g sont intégrables, alors leur produit de convolution est bien défini presque partout, et
[|f*glli <|Ifll1]lg]]1. C’est une application du théoréeme de Fubini-Tonnelli.

Proposition : Si p et g sont conjugués, f est dans LP et g dans L4, alors leur produit de
convolution est toujours bien défini, uniformément continu et borné par || f||,||gll4-

Preuve : bonne définition et caractere borné = Holder. Pour I'uniforme continuité, on procede ainsi :



1. Par Holder on se ramene a controler ||f — fe||, ot fe(x) = f(z + €) pour € petit.

2. Par densité des fonctions C'°° a support compact, on se ramene a traiter ces fonctions. Comme
elles sont a support compact, leurs dérivées sont bornées, donc elles sont lipschitziennes, et
comme leur support est compact la différence ||f, — fn.c|l, est majorée par S(n)'/P§ ou § est
I’écart maximal pour deux points espacés de € et S(n) est la mesure du support de f,.

Remarque : si f est dans LP et g dans LY, alors f x g tend vers 0 en +00. On peut par exemple
approcher f uniformément par f, C°.

Remarque : on a montré la convergence en norme ||.||, de fe vers f quand e — 0. On a une
notion plus faible de convergence, définie par : une suite de fonctions LP f,, tend vers f € LP si pour
tout g € L9, on a [ fu(z)g(z) — [ f(x)g(z) : c’est la convergence relativement au produit scalaire.

4.3.5 Approximation de I'unité

Rappel : une approximation de l'unité est une suite de fonctions continues de R? dans R,
intégrables de norme L; égale a 1, et telles que la masse se concentre en 0 i.e. flﬂ?|>5 fn(z)de — 0.
On demande a ce que le support des f,, soit compact et inclus dans un compact K indépendant
de n (on peut enlever cette hypothese, mais on doit remplacer f continue par continue a support
compact dans la suite et les résultats suivants deviennent douteux).

On a les deux résultats suivants :

Si f est continue alors ¢, x f converge uniformément vers f sur tout compact.

Preuve : on écrit

pnx f(2) - f(z) = / on(®)(f(z — 1) — f(x))dt

Soit € > 0 et K’ un compact. Par uniforme continuité, il existe n > 0 tel que pour x € K’, avoir
|t| < n entraine |f(x —t) — f(x)| < e. Mais alors

Ve € K, lpn + f() — f(@)] < /

[t|<n

on(t)e+ /| _ enlblSe =0~ 1)

o € K lpn xS0~ S@ S+ [ anl®) 2ot
>n

Si f est dans LP (avec p fini), alors ¢ * f converge vers f en norme |[.||,.

Preuve : Il faut d’abord remarquer (ce qui est intéressant), que : ||¢n * f —@nxgllp < [|f = 9llps
ainsi la multiplication par ¢, est 1-lipschitzienne pour la norme p (appliquer I'inégalité de Jensen en
remarquant que ¢, (z — y)dy est une mesure de probabilité). On en déduit que 'on peut se ramener
par densité (et ici on a besoin d’avoir p < oo car la densité des fonctions continues a support compact
dans LP n’est vraie que pour p < oo) a f continue & support compact. Soit on plagie la preuve du
1. pour I'adapter au cas de la norme ||.||, pour de telles fonctions, soit on applique le théoreme de
convergence dominée & la suite de fonctions |p, x f — f|P qui tend vers 0 presque partout, et qui est
dominée par 27| 1By e i) (cat [ x f — FIP < [ic on(m)lf(@ —y) — F(x)[P avec f nulle en
dehors de K’ et ¢, nulle en-dehors de K. (En appliquant Jensen une fois encore).

On peut les construire en posant ¢, (z) = n%p(nz) pour ¢ : R — R d’intégrale 1.
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5 Mesures signées

5.1 Définition :

Mesure signée : application des parties mesurables dans R qui vérifie u()) = 0 et une condition
de o-additivité : si A, est une famille de parties mesurables disjointes, alors la somme des mesures
converge absolument, et la mesure de I'union est la somme de cette série (on a besoin de la conver-
gence absolue pour pouvoir définir la somme de fagon univoque et que ¢a ne dépende pas de 'ordre
dans lequel on considere les parties).

De toute mesure signée on peut déduire une vraie mesure || appelée “mesure variation totale”
et notée par |u|(A)|, qui vaut le supremum des sommes ) |(Ay)| sur toutes les partitions (Ay)
de A. Cette vraie mesure |u| est une mesure positive finie et telle que |u(A)| < |u|(A). Remarque :
cette mesure apparait naturellement si I’on se pose le probleme de déterminer la plus petite mesure
positive qui majore pu, i.e. plus grande que |pu(A)| pour tout A mesurable. On voit que pour toute
partition de A = |J A,,, on doit avoir |u|(A4) = > |p[(4rn) < > |p|(A,) done qu’il est agréable de
poser |u(A)| comme le plus petit des majorants de ces quantités.

5.2 Exemples

Décomposition de Jordan : toute mesure signée se décompose comme différence de de mesure
finies positives : p = p™ — p= avec p™ = F(|u| + p) et p= = F(|u| — p). De plus, p* et p~ sont
étrangeres, on a méme pt = 1g|ul et = = 1g_p|u| (o B est unique a une partie de |u|-mesure
nulle pres).

Preuve : comme p* et p~ sont inférieures & |u|, le premier cas traité dans la démonstration du
théoreme de Radon-Nikodym nous apprend qu’il existe h; et ho deux fonctions mesurables positives
(et finies) telles que ut = hy|u| et p= = ha|p|. (Rappel : c’est tout simplement le théoréme de repré-
sentation de Riesz de toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert comme produit scalaire).
On montre ensuite que le support de hy et celui de he sont a peu de choses pres complémentaires.
L’unicité découle de 'unicité “de la densité” dans le théoreme de Radon-Nikodym.

On sait alors intégrer par rapport & une mesure signée en décomposant p = pu* — p~.

On adapte le théoreme de Radon-Nikodym, qui stipule (dans un premier cas) que toutes les
mesures absolument continues sont des mesures & densité (mesurable seulement) par rapport a la
mesure de référence (a condition qu’elle soit o-finie!!). Une mesure signée u est absolument continue
par rapport a v mesure positive o-finie si seulement si il y a une des deux conditions (équivalentes)
suivantes :

— 1 est uniformément absolument continue, i.e. |u|(A) peut étre rendue aussi petite que l'on

veut quelque soit A & condition d’imposer v(A) suffisamment petit

— p dépend de A par une densité signée : u(A) = [, hdv (et en particulier |u|(A) = [, |hldv).

Preuve 1 : si p est une mesure signée, on la décompose en u™ — p~, avec put et p~ mesures
positives finies, et toujours absolument continues par rapport a u. D’apres le théoreme de Radon-
Nikodym (cas des mesures positives), il existe hy et hy des densités pour u™ et p~, et on trouve
h = hi — ho la densité voulue. Attention, Radon-Nikodym cas positif ne donne que des densités
mesurables, il faut remarquer ici que les intégrales sont bien finies car u est une mesure signée donc
“finie” en un certain sens (en particulier |u(FE)| est fini car inférieur a |u|(E)|, cela est vraiment 1ié
au fait qu’on a imposé la convergence absolue de la série).
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Preuve 2 : Soit € > 0 fixé. On peut choisir N assez grand tel que f{x l9(@)|>n} lgldun < €/2. Mais
alors, avec § = ¢/2N, on a pour tout partie A mesurable de mesure plus petite que 9 :

/|f]d,u§e/2+e/2:e
A

5.3 Application : dualité L? — ¢

Soit v une mesure positive o-finie sur E espace mesuré. Pour p fini, et ¢ le conjugué de p, LY est
le dual topologique de LP, via

gELqH@g:fELpH/fng

Preuve : on sait d’apres Radon-Nikodym que toute mesure signée p absolument continue par
rapport a v est une mesure a densité. Ici on se donne une forme linéaire continue ® et on cherche a
déterminer g € LY telle que ® = &, (¢ca donnera la surjectivité).

Pour cela, on peut vouloir construire une mesure signée p associée naturellement a ®, qui donnera
une densité (via R-N) candidate. Soit p une application sur I’ensemble des parties mesurables, définie
par u(A) = ®(14). On vérifie que p est bien une mesure signée (en particulier il y a une remarque
intéressante pour montrer que la série des mesures d’une partition de A converge absolument : on
montre que p(A) est la limite des sommes partielles pour une certaine indexation de la partition
(par convergence dominée et continuité de ®. Cet argument ne tient plus dans le cas p = o0). Deux
arguments se dégagent alors : soit on sépare partie positive et partie négative, soit on dit que p(A)
ne dépend pas de 'ordre dans lequel on a sommé les 1( A, ), donc que la série est “commutativement
convergente” (négation du théoréme de Riemann) donc absolument convergente).

On en déduit I'existence d’une fonction g “densité” intégrable telle que du = gdv, en particulier
©(14) = [1agdv. L’égalité recherchée

B(f) = By(f) = [E fodv

est donc vraie pour les fonctions caractéristiques, pour les fonctions étagées. On peut 1’étendre
par convergence dominée a des fonctions mesurables bornées. On aimerait ’étendre par passage a
la limite (densité des fonctions mesurables bornées), mais rien ne nous dit que f — [ g fgdv est
continue, en particulier rien ne nous dit que g est dans L (ce qui est pourtant le résultat demandé,
et qui donnerait la continuité via Holder).

Pour vérifier que g est dans LY, on distingue p = 1 et p > 1. Dans le second cas, on utilise fois
f(z) = Signe(g(z))|g(x)|?~! qui est véritablement reliée & g. Comme f n’a aucune raison d’étre dans
LP, on borne f (on est en mesure finie) en posant f, = 1<, f. Une convergence monotone donne
le résultat.

Comme g est dans L, la fonction ®4 est continue tout comme @, et elles coincident sur le sous-
espace dense des fonctions mesurables bornées (par exemple continues & support compact, comme
p < o0), donc sont égales.
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