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L’énergie libre du log-gas a I’échelle microscopique
1. PRESENTATION DES SYSTEMES, MOTIVATIONS

1.1. Le log-gas en dimension 1 et 2. Dans toute la suite on notera d la dimension, avec d = 1
ou 2. Soit N > 1, on note Xy := (z1,...,2x5) un N-uplet de positions dans I’espace euclidien R¢.
Soit pp une mesure de probabilité sur RY, admettant une densité continue et a support compact par
rapport a la mesure de Lebesgue, on note Ky son support.

On s’intéresse & une énergie logarithmique Xn — Hy (X n|uo) définie par :

N ®2
1
(L.11) v (Xlio) =5 [ =logle =l (Y06~ Nawo ) (z0)
2 JJazy i=1

L’interprétation habituelle est que z1, ...,z N représentent des particules ponctuelles de méme charge
+1 et que —Npg est une densité continue de charges négatives. La charge totale du systéme formé de
{ N particules positives de masse 1 + densité négative de masse N } est nulle. Le terme — log |z — y|
représente un potentiel d’interaction logarithmique entre une charge placée en x et une charge placée
en y. Ce potentiel est répulsif entre charges de méme signe, car deux charges de méme signe placées
tres proches ont une grande contribution positive a I’énergie. En particulier, Hy prend la valeur +oo
si et seulement si deux charges ponctuelles occupent la méme position.
2
Remarque 1. En développant la forme quadratique (vazl Oy, — Ndu0)® (x,y) on peut ré-écrire

l’énergie sous la forme suivante :

N

1

Hy (Xn|po) == 3 Z —log|z; — x;| + ZN/log\xi —y|duo(y)
1<i#j<N i=1

+ N? // —log |z — y|dpo(«)dpo(y).
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Le premier terme correspond d linteraction par paires des charges ponctuelles, le dernier terme est
une constante qui ne dépend que de g, et le terme du milieu revient a appliquer une certaine fonction
z — [log|z — ylduo(y) (qui ne dépend que de po) & chaque charge ponctuelle. En remplacant cette
fonction par une fonction V plus générale, on peut considérer une famille d’énergie logarithmique “a
poids” :

N
1
(1.1.2) HY (Xy) == 3 Z —log |z; — x| + ZN -V(x;) + constante,
1<i#j<N i=1

la constante ne jouant en fait aucun role.
On travaille avec un parameétre positif 5 appelé température inverse, et on introduit une mesure

de probabilité P4y 5 sur (RN de la fagon suivante : | 5 admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue dXpy :=dzx; ...dxny donnée par :

APy 4 1
(1.1.3) enk 7 exp (—BHN (Xn ko)) Ix ey

ou Z% 5 est la constante de normalisation appropriée, a savoir :
:

(114) ZMNO,,B = ‘/KN eXp(—BHN(XN‘,U,()))dXN.

0
Remarque 2. Les particules sont contraintes par définition d vivre dans le compact Ky. Comme il
y a N telles particules, on distingue d’ores et déja deux échelles de longueur :
(1) L’échelle macroscopique, ou globale, d’ordre 1, qui correspond d la distance mazimale entre
deuz particules.

1/d

(2) L’échelle microscopique ou locale, d’ordre N—'/¢ qui correspond a la distance typique entre

deux particules voisines.

Notre étude se concentre sur les propriétés du systéeme a I’échelle microscopique.
Remarque 3. Dans le cas plus général d’une interaction d poids, on poserait
dPY, 1
dXn T 7Y,

(1.1.5) exp (_6H\]</'(XN)) ,

ot ZX,)B est, de nouveau, la constante de normalisation. Notons que dans cette situation, on n’impose
plus auzx particules de vivre dans un compact. En particulier, pour garantir la convergence de l’intégrale
définissant ZY\/,B il faut supposer que V croit assez vite a l'infini, par exemple comme une puissance
positive du module. On dit alors que V est un potentiel (fortement) confinant.

Dans la terminologie empruntée a la physique statistique, P‘](,O) 5 est la mesure de Gibbs canonique et
Zﬁ‘v‘” 5 la fonction de partition, tandis que le terme exponentiel est parfois appelé facteur de Boltzmann.
La donnée de p (ou de V), de N et de 8 permettent de parler des log-gas en dimension 1 ou 2, auxquels
on pensera le plus souvent comme étant une variable aléatoire & valeurs dans (R4)?, distribuée selon
la mesure de Gibbs définie ci-dessus.

1.2. Motivations. On parlera ici de deux principales motivations pour ’étude des log-gas : la phy-
sique statistique a I’équilibre et la théorie des matrices aléatoires.

1.2.1. Physique statistique. Le log-gas en dimension 2 a été étudié dans la littérature physique sous
divers noms : “two-dimensional log-gas”, “two-dimensional Coulomb gas”, “two-dimensional jellium”,
et le plus souvent en tant que “2DOCP” (two-dimensional one-component plasma). L’analyse de
ces systémes est intéressante car l'interaction logarithmique est (un peu) singuliére en 0, et surtout
posséde un caractere dit @ longue portée car V log décroit lentement & l'infini. Bien sir, r — % n’est
intégrable & I'infini ni dans R ni dans R?, mais la divergence est pire dans le deuxiéme cas (tandis
qu’a linverse, la singularité en 0 est pire en dimension 1 qu’en dimension 2).
En dimension 2, le noyau logarithmique est solution de

—A(=1log) = 27y,

c’est & dire qu’il s’agit (& une constante multiplicative pres) de la solution fondamentale du Laplacien,
aussi appelé noyau de Coulomb, d’ou le terme “gaz de Coulomb”. En dimension d = 1, il s’agit du
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noyau de A2, qui n’est plus un opérateur local. Les difficultés techniques sont donc différemment
réparties entred =1 et d = 2.

1.2.2. Matrices aléatoires. La théorie des matrices aléatoires présente des liens avec les systemes a
interaction logarithmique, principalement en dimension 1, on parle de “one-dimensional log-gas”, ou
de B-ensemble. Cela résulte de la coincidence accidentelle entre la loi jointe des valeurs propres de
certaines matrices aléatoires et la loi jointe des particules d’un log-gas. En particulier :
— Pour des matrices hermitiennes a coefficients gaussiens complexes, les valeurs propres sont
distribuées comme la mesure de Gibbs d’un log-gas avec § = 2.

— Pour des matrices symétriques a coeflicients gaussiens réels, les valeurs propres sont distribuées
comme la mesure de Gibbs d’un log-gas avec 5 = 1.

— Pour des matrices auto-duales a coeflicients gaussiens quaternioniques, les valeurs propres sont
distribuées comme la mesure de Gibbs d’un log-gas avec § = 4.

— Pour 8 > 0 général, il existe un modele matriciel dont les valeurs propres sont distribuées
comme la mesure de Gibbs d’un log-gas & température inverse 3, voir [DEQ2].

Il s’agit, dans tous ces cas, du modele a poids (|1.1.5) avec pour V un potentiel quadratique.

Pour la dimension 2, il y a essentiellement une seule correspondance de ce type, entre la loi des
valeurs propres de matrices non-hermitiennes a coefficients gaussiens complexes et la mesure de Gibbs
d’un 2DOCP avec 8 = 2. Il est bon de remarquer que cette fois, si on remplace les coefficients gaussiens
complexes par leurs analogues réels, on n’obtient plus la mesure de Gibbs pour 5 = 1.

1.3. Questions. Le but de notre étude est de caractériser les comportements typiques et atypiques
de ces systeémes de particules. Pour cela, on se fixe généralement une observable, c’est-a-dire une
application Xy — On(Xy) & valeurs dans un certain espace topologique Obs et on considére la
loi de la variable aléatoire On(Xy), autrement dit le poussé-en-avant de la mesure de Gibbs par
I’application Op. On cherche alors a répondre a tout ou partie des questions suivantes :

— Y a-t-il une limite en loi quand N — oo ? Peut-on décrire cette limite, au-dela de sa simple
existence ? En particulier, la limite est-elle solution d’un principe variationnel ayant une in-
terprétation physique ?

— Sila limite existe, peut-on comprendre les fluctuations autour de la limite ? Etablir des inégalités
de concentration ? A I'inverse, peut-on déterminer la loi des valeurs extrémes ?

Comme exemples naturels d’observables, mentionnons :

— La plus petite distance entre deux particules. Le module de la particule la plus éloignée de
I’origine.

— La mesure empirique % Zf\il 0z, observable privilégiée a 1’échelle macroscopique.

— La configuration locale vue de l'origine Zi\il ON1/dg, -

— Pour ¢ une fonction continue par morceaux sur RY, la statistique linéaire Ef\il o(z;). On
s’'intéresse parfois a des fonctions tests ¢ assez lisses, mais un cas crucial est celui ou ¢ est
I'indicatrice d’'un domaine €2, la statistique linéaire associée consistant alors a “compter les
points” dans €.

— Plus généralement, si ¢ € C9, (R? x - - - x RY) est une fonction de k variables on peut considérer
la statistique a k points

(1.3.1) S @iy, w).
1<iz#...ig <N
Dans une perspective légerement différente, on peut chercher & calculer les fonctions de corrélations
a k points (k = 1,...,N) qui correspondent aux marginales a k points de la mesure de Gibbs.
Connaitre ces fonctions donne acceés & de nombreuses propriétés du systémes (on peut par exemple
calculer I'espérance des statistiques & k points en termes des fonctions de corrélation), mais la tache
se révele, en pratique, extrémement difficile, méme pour de petites valeurs de k.

1.4. Quelques repéres historiques.

1.4.1. Log-gas et matrices aléatoires. Le lien entre valeurs propres des matrices aléatoires et particules
d’un gaz est mis en évidence dans les travaux de Wigner et Dyson (et Ginibre pour le cas de la dimen-
sion 2) au début des années 1960, on parle alors de la log-gas analogy. En 1995 article [BAMPS95]
de Boutet de Monvel-Pastur-Shcherbina parle explicitement d’une approche de mécanique statistique
pour I'étude des matrices aléatoires, et a utiliser l'intuition physique sous-jacente afin établir des
résultats & 1’échelle macroscopique. Bien entendu, on peut (ré-)interpréter nombre de travaux en
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matrices aléatoires avec un vocabulaire et un point de vue physiques. Dans les années 2010, les
travaux [SS12] [SS15al [SS15D] de Sandier-Serfaty, trouvant leur origine dans 1’étude de systémes de
vortex (en physique mathématique de la matiére condensée) introduisent des outils adaptés a un
traitement rigoureux et systématique de ces systemes a 1’échelle microscopique. Dans le monde des
matrices aléatoires, I’étude microscopique a été menée depuis des décennies, culminant avec la preuve
de l'universalité des statistiques locales (travaux de Tao-Vu, Bourgade-Erdos-Yau). Il est intéressant
de noter que, si 'on cherche plutét ici a appliquer une intuition physique & des problémes de ma-
trices aléatoires, réciproquement certaines méthodes développées dans le cadre de 1’étude des valeurs
propres aléatoires ont été importées avec succes dans le monde des log-gas, par exemple dans [BEY14]
pour montrer I'universalité du comportement microscopique. Pour une présentation détaillée des liens
entre ces deux sujets, 'ouvrage monumental [Forl()] fait référence.

1.4.2. Etude du 2DOCP dans la littérature physique. Dans la littérature physique (ainsi que certaines
publications de chimie), les systémes dits “de Coulomb” sont surtout étudiés dans le cas physiquement
réaliste de la dimension 3, ou l'interaction logarithmique — log |z — y| est remplacée par la “vraie”
interaction de Coulomb ﬁ C’est un systeme si naturel a considérer qu’il est difficile de dater son
étude, a titre historique on peut mentionner les travaux de Debye-Hiickel en 1923. L’intérét pour le
cas du 2DOCP se développe a la fin des années 1970 avec une série de travaux, tantot numériques et
tantot théoriques, parmi lesquels on peut mentionner [AJ81] (voir [CL21] pour une liste commentée
de références). La question centrale est celle de I'existence d’une transition de phase, que le consensus
s’accorde a situer autour de 5 &~ 140, mais dont la nature exacte reste sujet a débat. L’intérét pour
cette question vient du fait qu’en dimension 2, un résultat théorique (le théoréme de Mermin-Wagner)
affirme que, sous certaines hypotheéses techniques, il est impossible d’observer un ordre cristallin a
longue portée, or les simulations numériques indiquent ’apparition d’une phase solide a température

assez basse (% < ﬁ). L’étude mathématique de cette question reste pour le moment hors de portée.

1.5. Un point technique. Pour 5 =1,2,4, en dimension d = 1, et pour 8 = 2 en dimension d = 2,
c’est-a-dire dans les cas qui présentent un lien privilégié avec la théorie des matrices aléatoires, il
existe des outils techniques spécifiques qui réduisent certaines questions importantes a des calculs
(au moins en principe, ces calculs pouvant se révéler tres délicats). En particulier, pour 8 = 2 en
dimension d = 1 ou 2, le systéme est dit déterminantal, c’est-a-dire que les fonctions de corrélations a
k points s’expriment comme un déterminant k X k faisant intervenir un certain noyau explicite. Plus
généralement, en dimension 1, certaines méthodes (polynémes orthogonaux, modéles matriciels, . ..)
offrent une multiplicité d’angles d’attaque. Notre approche, qui s’inscrit dans la lignée des travaux
de Sandier-Serfaty, privilégie le point de vue “f arbitraire” et I'intuition physique sous-jacente. On
cherche également & mener, autant que possible, les études pour d = 1 et d = 2 en parallele, avec
I’idée de pouvoir adapter certains outils a des interactions plus générales, en dimension quelconque.

2. ASPECTS MACROSCOPIQUES : UN RESUME

2.1. Fonctionnelle d’énergie a 1’échelle globale. Dans cette section, on mentionne les princi-
paux résultats concernant ’étude des log-gas a 1’échelle macroscopique. L’observable est ici la mesure
empirique définie par :
emp _ 1

(2.1.1) BN =N O, s

i=1
qui est une mesure de probabilités sur RY. On note P(RY) I’espace des mesures de probabilités sur
RY, muni de la topologie faible. C’est un espace polonais, et une distance particulierement maniable
qui métrise la topologie est la distance de 1-Wasserstein

dist(p, ') == sup fdp —dy')

[ IV Sllee<1

Rd

Au vu du probléme considéré, il est naturel de distinguer dans P(RY) un nombre dénombrable de
composantes qui correspondent aux mesures qui peuvent s’écrire comme une somme de N masses de
Dirac, pour N > 1.

L’énergie Hy (Xn|uo) s’exprime facilement comme une fonction de la mesure empirique :

Hy (Xn|po) = N? //;‘é —log |z — y| (duy™ — d,uo)‘g’2 (z,y)
TFY
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On introduit la fonctionnelle p +— Z(u|uo) = ffg:#y —log |z — y| (dp — dpo)®? (z,y), et on vérifie
que 7 est semi-continue inférieurement, a valeurs dans [0, +00], avec Z(p]po) = 0 si et seulement si
© = po- De plus on sait déja que pp a une densité continue, par conséquent si c’est aussi le cas pour
w alors la restriction & {x # y} est sans effet sur la valeur de I'intégrale. On a

Hy (X o) = N2Z(u3" o),

il s’ensuit que min Hy (+|10) > 0, mais comme £ est toujours une somme de masses de Dirac, elle ne
peut étre égale & g si bien que min Hy (-|po) est strictement positif. On voit qu’il y a 14 un probléme
d’approximation de la mesure continue py par une mesure discrete, et on est amené a chercher une
majoration raisonnable de min Hy (o).

Lemme 1. On a min Hy (-|po) = O(N log N). De plus, on peut trouver C,c > 0 et une configuration
XS de points vérifiant la propriété suivante : toute configuration X qui satisfait || Xy —Xn|loo < Ni7d
est telle que Hy(Xn|po) < CNlog N.

Démonstration. Esquissons la preuve en dimension 1 : soit G : R — [0, 1] la fonction cumulative de
o et soit G™! un inverse a droite pour G. Posons 2§ = G71(i/N) pour i = 0,..., N — 1. Comme
la densité de g est bornée, deux points successifs sont distants d’au moins &, avec ¢ qui ne dépend
que de pg. On découpe Ky en N intervalles qui contiennent chacun exactement un point et recoivent
une masse 1/N de ug. Une comparaison somme-intégrale montre alors que I’énergie Hy (X%/|10) est
majorée par C'N log N, avec C qui ne dépend que de g, et que c’est encore le cas si on perturbe tous
les points de X%, d’une distance 155 -

La preuve est similaire en dimension 2, le placement des points peut se faire en considérant d’abord
la premiere marginale de pg, puis en considérant un second transport le long de chaque tranche

verticale dans l'esprit du réarrangement de Knothe-Rosenblatt. g

2.2. Fonction de partition et bornes a priori sur ’énergie. On en tire une premiere conséquence
pour la fonction de partition :

Corollaire 1.
(2.2.1) Zi\ 5 > exp (=C(B, po)Nlog N) .
Démonstration. L’intégrande étant positive, on peut clairement écrire

ZNp = / L &xp (=AHN (Xn|po)) dXn
K

0

> / exp (—BHx (Xnrl110)) Ly cxep dX v
(XN =X oo S —E77 )

¢ \dN
> exp (—BCNogN) (1775) = exp (—C(B, o) N log V).

O

Obtenir une telle minoration de la fonction de partition est une étape cruciale, qui permet d’obtenir
des inégalités de concentration sur ’énergie, par exemple de la forme suivante :

Corollaire 2. On a Hy(Xn|uo) < N1 quec probabilité 1 — exp (—gNH‘WlO), pour N assez
grand.
Démonstration. On écrit simplement que
1
% /{HN(XNIM0)>N1+1(1)0}
< Kol exp (=B8N 180 + C(8, o) N log N)

exp (—AHN (Xn|po0)) 1x y ey dXn

= exp (—ﬂNHﬁ + C(B, o)Nlog N 4+ N log | Ko ) .

1l suffit alors d’observer que —BN1*10 + C (B, 1o)Nlog N + Nlog|Ky| est majoré par —%Nl‘*‘ﬁ
pour N assez grand.

O
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On n’a pas cherché ici & optimiser la formulation du résultat, mais cela suffit déja a constater
em

que Z(puN"lo) = N72Hy(Xn|po) — 0 presque sﬁrementH quand N — oo, ce qui impliqueﬂ la
convergence faible de pfy"" vers g, presque siirement.

2.3. Gamma-convergence en famille et principe de grandes déviations. On a donc montré
avec le Lemme [1| que limy o0 5z min Hy (:|i0) = 0 = minZ(:|ps9). On peut retrouver ce résultat
comme conséquence d’'un résultat plus général de Gamma-convergence.

Proposition 1. La fonctionnelle 5=Hn(:|1o) converge vers la fonctionnelle Z(-|po) au sens de la
Gamma-convergence. Cela signifie deux choses :

(1) Sipn — p, alors iminfy oo m=Hn (knv|p0) = Z(plpo) (la “T-liminf ”).

(2) Pour p fizé, on peut trowver un — p tel que limsupy_, o mxHn (un|po) < Z(plpo) (la “T-
limsup”).

La preuve est faite, par exemple, dans [Ser15, Chapter 2]. La premiére partie repose essentiellement
sur un argument de convergence dominée, avec les manipulations qui s’imposent pour tenir compte
de la singularité du noyau en 0. La seconde partie, en revanche, réclame la construction (plus ou
moins explicite) d'une recovery sequence {un}n>1 pour chaque p donné, comme ce qu’on a esquissé
plus haut dans le cas p = pg.

Voyons quel type d’information on peut déduire de la Gamma-convergence. Fixons p dans P(R9)
et demandons-nous quelle est la probabilité d’observer p3"" prés de p. Pour étre précis, on fixe ¢ > 0
et on regarde la probabilité d’observer uy'" dans une boule B(u,e) au sens (par exemple) de la
distance de Wasserstein mentionnée plus haut. C’est donné par :

n 1
PR 4(uy" € B(u,e)) = ZT/ . exp (—=BHN (XN |to0)) 1x yex v dXn.
N,B J{uFPeB(me)}

On a Hy (Xy|uo) = N2Z(py"" |po) et par semi-continuité inférieure, si uy'" € B(u,€) on voit que

Hn (Xnlo) = N2 (Z(p|0) + 0=0(1)) -

On peut donc majorer la probabilité considérée de la fagon suivante :

PR (U € B(1,2)) < s exp (~BN? (Z(lpio) +020(1))) / Ly ey dXa.
N,B P EB(1,e)}
La derniére intégrale a une interprétation probabiliste : tirons N points au hasard selon la loi uniforme
sur Ky, quelle est la probabilité que leur mesure empirique soit dans B(u, <) ? C’est, & une constante
| Kol de normalisation prés, la quantité

/ 1XN€K6\]dXN'
{uyPeB(1me)}

Bien entendu, la loi des grands nombres que la mesure empirique d’'un N-échantillon de N points
indépendants et uniformes dans Ky devrait ressembler a la mesure uniforme sur Ky, le fait de res-
sembler & autre chose est une (grande) déviation. Ces questions sont bien comprises, et le théoréme
de Sanov indique que

Théoréme 1 (Sanov).

(2.3.1) / IyerydXn = exp (=N (Ent (uldz) + 0. o(1)) + N log | Kol),
{u{FPeB(pe)}

ou p +— Ent(u|dx) est la fonctionnelle d’entropie relative par rapport a la mesure de Lebesgue,
définie par :

(2.3.2) Ent (u|dz) := /R (j‘;) log (j;‘) de,

si u est absolument continue et +oo sinon. L’entropie relative est une fonctionnelle semi-continue
inférieurement, & valeurs dans [0, +00].
1. Pour la mesure produit ®;°:O1 P’]’(gﬁ, par le lemme de Borel-Cantelli.

2. En combinant le fait que toute suite de mesures de probabilité & support dans Ky est tendue avec la semi-continuité
inférieure de Z.
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Finalement, on obtient une majoration de la probabilité de 'événement {uy" € B(u,e)} par la
quantité suivante :
1
Z}y 5 exp(—N log | Ko|)
Omettons un instant de remarquer que les deux termes d’énergie et d’entropie ont des ordres différents,

et posons-nous la question de I'inégalité inverse. Comment peut-on minorer la probabilité du méme
événement ? On en revient a la formule

em 1
Py s(uy™ € B(p,e)) = 7 / exp (=BHN (Xnpo0)) 1x v exy X
Nog s e B}

Le théoreme de Sanov nous donne une estimée sur le volume f{uivmpeB(ma)} Ixyery dX, mais parmi

(2.3.3) exp (—BN?Z(p|po) — NEnt (pu|dz) + N?0.(1) + No.(1)).

les configurations qui contribuent a ce volume, c’est-a-dire les N-uplets Xy dont la mesure empirique
est e-proche de p, il est vain d’espérer que 1'énergie H y (X n|10) soit majorée par N2 (Z(p|po) + 0-(1)),
ou méme majorée par quoi que ce soit, il suffit pour s’en convaincre d’imaginer un N-uplet dont
la mesure empirique épouse presque parfaitement la densité de u, puis de le doubler en un 2N-
uplet ou chaque point apparait deux fois. La mesure empirique reste a la méme distance de pu,
mais I’énergie logarithmique est infinie. Certes, la seconde partie de la proposition [I] nous garantit
Iexistence d’une recovery sequence, c’est-a-dire qu’on pourra trouver au moins un N-uplet Xy tel
que py'Y € B(p, on (1)) et qui satisfait Z(ufy " o) < Z(p|po)+on (1), mais la contribution de ce seul
élément a 'intégrale est nulle. On voit qu’il faut donc améliorer le résultat de I'-liminf et construire
non pas une seule recovery sequence mais une famille A" de N-uplets qui vérifient :
— Les mesures empiriques sont uniformément proches de p
lim  sup dist(py", pu) =0.

N
— 00 XN eAy\e,cov

— Les énergies logarithmiques sont uniformément proches de celle de p

lim  sup (Z(uy"™|1o) — Z(plpo)) = 0.

N —oc0 Xy CArgeoY
On veut de plus une minoration non-triviale du volume de A", qui entrainera une minoration
intéressante de P 5(uy"" € B(u,¢€)). Idéalement, on aimerait trouver autant (i 1'échelle logarith-
mique) de N-uplets dans A que de N-uplets dont les mesures empiriques sont proches de g,
c’est-a-dire :

lim inf dXpy > exp (=N (Ent (u|dz) + 0.—0(1)) + N log |Kol) ,

N—o0 XNE‘AKJ‘\?COV
ce qui demande un controle fin du volume. Dans le cas présent, en revenant & (2.3.3)) et en ouvrant
cette fois les yeux, on s’apercoit que le volume joue un role négligeable par rapport a ’énergie, et
qu’il suffit pour obtenir I'inégalité inverse correspondante de construire une famille telle que

lim inf/ dXy > exp (—o(N?)),
N—o0 XN eAﬁcov

ce qui peut étre établi par une construction a la main, dans I'esprit du Lemme [I| On obtient en fait
une famille dont le volume est minoré par exp(—CN log N), ce qui convient.

3. ECHELLE MICROSCOPIQUE : OBJETS LIMITES

3.1. Le processus empirique. On a appris précédemment que la mesure empirique des particules,
objet global, converge faiblement vers pg (presque siirement). Prenons par exemple d = 2, et pour
o la mesure uniforme sur [0,1]2, dans ce cas les points x1,...,zx vont typiquement s’arranger de
maniére & créer une densité uniforme dans le carré. Ce résultat ne dépend pas de § (seule la vitesse de
concentration de py"" autour de i varie, linéairement, avec 3). Néanmoins, il existe de nombreuses
maniéres pour N points dans [0,1]? de s’arranger & 1’échelle microscopique tout en garantissant
que la densité macroscopique soit presque uniforme. On peut penser a deux extrémes : “l’ordre”,
correspondant & des points répartis sur un réseau de pas ﬁ7 et le “désordre”, correspondant & une
réalisation typique d’un processus de Bernoulli, c’est-a-dire N points jetés uniformément au hasard
sur le carré.

L’étude de ’échelle microscopique est motivée par une observation expérimentale : quand 8 > 1

les particules d’'un 2DOCP wvues a [’échelle microscopique semblent s’arranger de fagon rigide, tandis
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que pour 3 <« 1 leur comportement semble poissonien. Expliciter et dans la mesure du possible
comprendre cette dépendance devient alors notre objectif. Pour accéder a I’échelle locale N—1/4 il
nous faut appliquer une homothétie de rapport N'/4. On note

! 1/d l 1/d / ! / 1 1/d
xlzN/xh...,:vN:N/xN, Xy =(2],...,20y), K = NYEK,,

et po’ le poussé en avant de o par z — N4, La mesure po’ a pour support Ky’ et masse N.
La définition de ’observable microscopique va demander un peu de travail. Au N-uplet de points
v vus a I’échelle locale on peut associer la mesure purement atomique

N
(3.1.1) Cno =D 0
i=1

a valeurs dans I’espace Config des configurations de points dans RY. Formellement, Config est un sous-
ensemble des mesures de Radon, ce qui signifie en particulier que les configurations sont toujours
localement finies, et Config admet une partition naturelle de la forme

Config = |_| Config, U Config,
N>1
ot 'on distingue les configurations & N points (N > 1) et les configurations infinies. La topologie sur
Config est héritée de la topologie dite vague sur les mesures de Radon, c’est la topologie initiale pour
les statistiques linéaires de fonctions continues a support compact, c’est-a-dire la plus petite topologie
sur Config telle que
C— o(z)dC(x)
Rd
soit continue pour chaque fonctionﬂ test ¢ € CO(RY).

Lemme 2. Muni de cette topologie, Config est un espace polonais : métrisable, séparable, complet.
Pour toute suite croissante {Cp}n>1 de réels positifs, l'ensemble des configurations C telles que le
nombre de points de C dansﬂ O, est borné par C,, pour tout n > 1 est une partie compacte de Config.

Démonstration. Les résultats généraux sur les configurations de points (et leur versant aléatoire)
peuvent se trouver dans [DV.J03]. Le résultat de compacité est simplement une conséquence du
théoreme de Bolzano-Weierstrass appliqué dans chaque boite [y, qui assure I'existence a extraction
pres de suites de configurations locales convergentes, combiné avec un procédé d’extraction diagonale
pour produire une suite de configurations globales. O

Il est important de constater que la topologie sur Config est de nature locale, au sens ou deux confi-
gurations peuvent étre arbitrairement proches et néanmoins différer complétement sur le complémentaire
d’une boule. L’avantage de cette topologie est qu’elle permet, par exemple, de donner un sens au fait
qu’une suite de configurations finies de points peut converger vers une configuration limite infinie. En
revanche, on s’apercoit que la donnée de Cy 5 comme en est une information fragile : connaitre
Cnp & une petite erreur prés (au sens de la topologie de Config) ne donne qu'une information partielle
sur le N-uplet de points sous-jacent. Pour étre plus précis : si on fixe C € Config et qu’on dispose de
I'information Cy 5 € B(C,¢) pour ¢ tres petit mais fixé, alors on peut affirmer que les configurations
Cn,p et C se ressemblent beaucoup dans une grande boite fivée (qui dépend de €), mais on ne peut
rien inférer concernant la position des points en-dehors de cette boite. Cela est dii au fait que Cy 5
encode le systéme vu a ’échelle microscopique prés d’un point particulier, puisqu’on a implicitement
appliqué une homothétie de centre 0. Afin de compléter notre observable, on introduit pour chaque
z € Ky la configuration microscopique vue pres de T comme étant

N
(312) CN@ = Z(sNud(Ii,i),
i=1
et on forme ensuite le champ empiriqueﬂ PV de la maniére suivante :
1
(3.1.3) PYP = —— dcy -dZT.
N (Kol Jr, ™

3. On peut se limiter & la famille des fonctions tests lisses & support compact, qui engendrent la méme topologie
initiale.

4. Tci et dans la suite on note O, := [—r,r]¢ pour r > 0.

5. En anglais empirical field.
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Le champ empirique est une observable a valeurs dans I'espace P(Config) des lois de configurations
aléatoires. Il admet une interprétation probabiliste qui peut étre éclairante : fixons Xy et tirons & au
hasard, uniformément dans K, puis zoomons d’un facteur N*/¢ autour de z, alors PY'T est la loi de
la configuration microscopique obtenue. Il est bon d’insister sur le fait que PR est une observable,
et qu'on s’intéresse en fait & la loi de P quand Xy est distribuée selon la mesure de Gibbs du
log-gas. Dans la définition de Py"", on a négligé une information, & savoir le centre de ’homothétie,
que l'on peut en fait inclure dans une observable augmentée : le champ empirique étiqueté

=emp

1
3.1.4 P = 7/ §(z.cn AT,
( ) N |KO| K (z,Cn.z)

a valeurs dans P (K x Config), avec une premiére marginale qui est simplement la mesure uniforme sur
Kj. On choisit F?Vmp comme observable microscopique, et on cherche a en caractériser le comportement
typique quand N — oo.

Les champs empiriques sont des objets classiques dans 1’étude mathématique de la mécanique
statistique, ils permettent d’encoder l’information microscopique moyenne. Ils possedent notamment
une bonne propriété de stationnarité : tout point limite de P™ pour la topologie faible sur P(Config)
est un processus ponctuel stationnaire, ¢’est-a-dire invariant en loi sous I'action de RY sur Config par
translations.

A partir de maintenant, afin d’alléger les formules, on supposera que |Ko| = 1.

3.2. Entropie relative spécifique. On note II la loi du processus de Poisson d’intensité 1 sur RY.

Lemme 3. Soit P un processus ponctuel stationnaire. La limite suivante existe :

) 1
et de plus on a lidentité
1
(3.2.2) E(P) = sup —Ent (P, |lIg,,).
r>0 |[OR| '

Démonstration. On utilise la représentation suivante de I’entropie relative sous forme variationnelle :
si u, v sont deux mesures de probabilité sur le méme espace mesurable X on a ’égalité

Ent (u|v) = sup {E,[f] — log E,[e/], f:X — R mesurable bornée} .

On en déduit aisément que R +— Ent (P, |IIg,) est une fonction croissante, et méme que ’entropie
est additive au sens ou

Ent (PAuB‘HAuB) = Ent (PA|HA) + Ent (PB|HB) .
En dimension 1, en utilisant le caractere stationnaire de P et II il s’ensuit que la fonction R —
Ent (Pg,|lo,) est sur-additive, ce qui garantit l'existence de la limite (3.2.1)) et l'identité (3.2.2))

d’apres un lemme classique de Fekete. Le cas de la dimension 2 nécessite une adaptation élémentaire
de la preuve. O

La caractérisation de £ a l'aide d’une borne supérieure comme en (3.2.2) permet en outre de
conclure que l'entropie relative spécifique est semi-continue inférieurement sur PPg,t, prend des va-
leurs positives ou nulles et ne s’annule que si P = II.

3.3. Energie logarithmique en volume infini. Définir 'analogue de ’énergie en volume
infini, ¢’est-a-dire quand, formellement, N = 400 est une tache délicate. On utilisera ici le formalisme
des champs électriques, mis en places par Sandier-Serfaty pour définir leur énergie renormalisée.
Crucial en volume infini, ce formalisme provient en fait d’une ré-écriture de 1’énergie a IV fini.

3.3.1. Ré-écriture de l’énergie en volume fini. Commengons par exprimer Hy en fonction des quan-
tités adaptées a I’échelle microscopique, on obtient aprés un changement de variable z; = N Vdg,,

I'identité :
Nlog N
(3.3.1) Hy (X lpo) = Fy(Xiyvlpo') — Tg’

ol Fn (X/y|mo’) est Iénergie d’interaction logarithmique a I’échelle locale

1 N N
(3.3.2) Fv (X luo') = 5 / / e log |z — ¥ (Z Oor — d,uol> (2) (Z 81 — d,uo'> (y)-
THFY i=1

i=1
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Pour simplifier I’écriture, on utilisera la notation My := Eivzl Oz — o', il s’agit d’une mesure signée
de masse totale nulle et de support compact Ky’ (dont le diamétre est O(N'/4)). On introduit deux

objets ayant un sens physique naturel :
— Le potentiel électrostatique Pot. Il s’agit d’'un champ scalaire défini par

(3.3.3) Pot(z) := /K , —log |z — z|dMy (),

qui correspond physiquement au champ généré par la distribution de charges My .
— Le champ électrique E = VPot. 1l s’agit d’un champ de vecteurs qui dérivelﬂ du potentiel Pot,
et admet 'expression

(3.3.4) E(z) := /K / —V_.log |z — z|dMp ().

Remarque 4. Ici et dans toute la suite, on traite Pot et E comme des champs définis sur R? et ce
méme dans le cas ot l'on étudie un log-gas unidimensionnel.

p
loc

(R%,R?) pour 1 < p < 2, mais manque d’étre dans

L (R?,R?) au voisinage de chaque charge ponctuelle. De plus, |E(z)| < % pour |z| = oo, avec

une constante C' qui dépend de N, g mais pas de la position des charges ponctuelles au sein de K.

Lemme 4. Le champ électriqgue E est dans L

Démonstration. 1l est facile de voir que E est en fait continue sur le complémentaire des charges

ponctuelles, et diverge comme szilm,‘ pres de chacune, ce qui dicte son appartenance a LfOC(RZ, R?)
pour p < 2 mais pas pour p = 2. Pour lintégrabilité & l'infini, il faut observer que si |z| est grand
devant la taille du systéme, un simple développement de Taylor au premier ordre V,log|z — z| =
rEt O(|x|)|z$ entraine que

z 1
B(z) = (/ dMN(x)> x 2+ < O(|w|)dMN(x)) 1
Ko E Ko’ ||
Le facteur devant @ correspond a la charge totale (signée) du systéme, qui est nulle, tandis que

le second est majoré par la taille du systeme (O(N'/9)) fois la charge totale (en valeur absolue ou
variation totale) de 2N. O

La remarque suivante est a la fois simple et fondamentale.

Proposition 2. Le champ électrique E satisfait, au sens des distributions :
—divE = 27My.

Cette identité ne pose aucun probléme (au sens des distributions) pour le log-gas en dimension 2.
En dimension 1, il faut penser qu’on a plongé la droite réelle (et le systéme vivant dessus) dans R?,
en particulier la mesure pp’ qui a une densité continue sur R devient o’ drx {0} qui est singuliere par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R2.

Démonstration. Cela découle du fait que noyau logarithmique résout
—divV (=log|z|) = 2mdy=0
dans R?, et de la définition (3.3.4) du champ électrique. O
On définit maintenant une procédure de troncature du potentiel et du champ électrique, qui per-

mettra de gérer la divergence de ces quantités pres de chaque charge. Définissons d’abord la fonction
“plus proche voisin” PPV : RY — [0, i] par

(3.3.5) PPV(z) = %min (min{|z} —z|, i=1,...,N, x, #z},1).

Si 7= (n,...,nn) est un N-uplet de nombres strictement positifs, tels que n; < PPV(z}) pour
chaque i =1,..., N, on note

Pot(z) si |z —al| > n; pour tout i =1,..., N

(3.3.6) Potg(z) = {

Pot(z) + log |z — «}| —log |n;|  si |z — 2| < n; pour un certain i =1,..., N.

6. Notons cependant qu’ici on prend E = VPot et non E = —VPot comme en physique. En pratique, cela ne change
rien.
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Vu la condition n; < PPV(z}) et la définition de PPV, le deuxiéme cas de (3.3.6]) se réalise pour
au plus un indice ¢, ce qui garantit la bonne définition de Potj. On peut ré-écrire Pot; de maniére
concise sous la forme

N
Pot(z) = Pot(z) — Y _ (logn; — log|z — x}])
=1

ou (a)4 := max(a,0) désigne la “partie positive” d'un réel a. On définit ensuite E; = VPotg, qui
correspond a la troncature du champ électrique. Un calcul donne alors

1 = ()
. o n !
_%dlvEﬁ— Z(;xll — o,
i=1
ou (5(") est une mesure de masse 1 sur le cercle de centre x} et de rayon 7. L'effet de la troncature sur
les chargeb consiste en effet a les étaler (smearing out) et & passer d'une charge ponctuelle située en
x} & une distribution de charge répartie sur un sous-ensemble de dimension 1, ici le cercle dB(x},n).
A un choix plus lisse de troncature correspondrait un étalement sur un petit disque centré en z/.
Le détail de la procédure troncature importe peu, tant que 'on obtient une distribution radiale de
charges centré en z;. On peut en effet mettre a profit le théoréme de Newton, qui stipule que le
potentiel électrostatique engendré par une distribution radiale de charges centrée en coincide, hors
du support de la distribution, avec le potentiel engendré par une charge ponctuelle située au centre
de la distribution et de charge égale a la charge totale.

Proposition 3. L’identité suivante est vérifiée :

(3.37)  Fn(Xiylmo') (/ |Eq |2+2”21°g”’> +Z/ 1<, o (I

I) dpo' ().

i

Démonstration. Il s’agit essentiellement d’une intégration par parties. Si on omet la contrainte = # y

dans ((3.3.2)) il vient

11 1
3. Fv(Xivlu) = =— | —divE(z)Pot(z) = E|2
(33.5) N (%l = 53 [ —divB()Por(z) = - [ P

ce qui n’a pas cependant pas de sens car E n’est, on I’a vu, pas dans L% (R? R?). Ecrivons plutot
que :

1 s 11
— Al°==-— —APotz(z)Potz(z
4 R2|”| 227 Jg 7(z)Poty(2)

N
1
=5 //Rz —logla —y| (Z o — d;m’) (2) (65 = dpue') (1),
=1

Pour i # j, le théoréeme de Newton donne 1’égalité suivante

// tog [ — 103" ()5 // log |2 — 914, (23, (y) = — log |o} — |

et pour les mémes raisons on a

] —togle—sls® @an' = [ [ “loghe -yt (@)duo'(0)
ly—ai|>n; ‘ ly—ai|>n;

= / —log |} — ylduo’ ().
ly—zi|>n;

Pour établir (3.3.7) il faut donc d’une part calculer les N termes d’auto-interactions entre charges
étalées [[ —log |z — y|5;71)(x)6§;71)(y), qui sont chacun d’ordre logn;, et retrancher leur contribution

car ils n’apparaissent pas dans la définition de Fy (Xy|uo’), et d’autre part comparer explicitement
autour de chaque z} les interactions entre la densité continue po’ et la charge ponctuelle étalée ou
non, ce qui donne le dernier terme dans (3.3.7). O

La ré-écriture de I’énergie en termes des champs a été introduite dans les travaux de Sandier-Serfaty
cités plus hauts, et adaptée dans [RS16, [PS17], avec des troncatures d distance fize, c’est-a-dire que
n; = n est le méme pour chaque particule, on ajoute le terme de renormalisation en logn pour chaque
particule ponctuelle et on fait  — 0 & la fin des calculs. Cette procédure de renormalisation elle-méme
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était inspirée de [BBHT94]. Le fait de travailler avec des troncatures définies en fonction de la distance
au plus proche voisin offre certains avantages techniques, mis a profit dans [LSZ17] afin d’importer
les méthodes de [GP77]. Bien entendu, le fait d’étaler les charges et d’écrire I’énergie électrique avec
la norme L? du champ est une idée ancienne et naturelle.

3.3.2. Le formalisme des champs électriques. Dans la suite, on appellera champ électrique tout champ
de vecteurs dans ()¢, o) Li,.(R? R?) tel qu'il existe une configuration C dans Config et une mesure

de Radon p sur RY pour lesquelles on a 'identité, au sens des distributions
(3.3.9) —divE=27(C—p).

L’espace des champs électriques est noté Elec. Si (3.3.9) est satisfaite, on dit que E est compatible
avec (C,p) et on note E € Elec(C, ). Dans ce cas on parlera de la configuration C et de la mesure
1 sous-jacentes, il est facile de vérifier que tout champ électrique est compatible avec au plus un tel
couple. Si l'on connait u, on retrouve C en calculant

1
——divE 4+ p,
2w

expression que l'on rencontrera par la suite.

On étend la fonction “plus proche voisin” de fagon naturelle au cas d’une configuration de
points quelconque. Si E est compatible avec C, et si {n,}pec est une famille de réels positifs indexée
par les points de C vérifiant 1, < PPV(p) pour chaque point p € C, on note

(3.3.10) Eq(z) :=E(z) — Z V (lognp, —log |z —pl), -
pec

3.3.3. Energz’e logarithmique d’un processus ponctuel étiqueté stationnaire. Soit P un processus ponc-

" , . . ., el e s . —el
tuel étiqueté stationnaire. Soit P* ““ une mesure de probabilité sur K, x Elec. On dit que P° “ est
_ —el
compatible avec (P, po) si le poussé en avant de P par

1
(z,E) — (a_:, 5 divE + uo(i‘)dm>
™
coincide avec P. On définit ensuite I'énergie logarithmique de P (en dimension d = 2) comme la
quantité suivante :
(3.3.11)  W(P|uo) =
inf LE*I S / |Ez|? + 27 Z logn, | + Z log <x—p) o (z)dx
|Dl| P 4w 0O ! g |z—p|<np n ’

pecny pecn, p

el

P°°° compatible avec (P, ,uo)},

ol I'on impose que les troncatures {n, }pcc du champ électrique utilisées soient telles quelj

1
np < min (PPV(;D)7 idist(p, 6D1)) .

La définition imite la formule (3.3.7) et permet de définir une énergie logarithmique pour
des configurations de points en passant par les champs. L’idée est que au-dessus de chaque point
Z € Ky “vit” un processus ponctuel stationnaire d’intensité po(z)dx, et que chaque réalisation C de
ce processus vient avec un champ électrique E qui est compatible avec (C, po(z)dx). Afin d’obtenir
une quantité finie, on considére une énergie (électrique) par unité de volume, ce qui correspond a ne
n’intégrer la densité électrique que dans |;| (en divisant par le volume). On pourrait remplacer | |
par [Og| pour R > 1 arbitraire. On peut montrer que W est semi-continue inférieurement sur I'espace
des processus ponctuels étiquetés stationnaires, et que ses ensembles de sous-niveau sont compacts.

7. On a ajouté la contrainte n, < dist(p,00;1) afin d’éviter que certaines charges, une fois étalées sur un cercle de
rayon 1, autour de p € C, ne rencontrent le bord 9.
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Pour d = 1, il faut garder & I’esprit qu’on a plongé le systéme de dimension 1 dans R?, en particulier
on voit le potentiel et le champ électrique comme des champs sur R? = R x R, mais le systéme de
charges n’est invariant que par translations le long de la premiere coordonnée. On doit donc remplacer

/ |Eﬁ|2 par / |Eﬁ|2.
[—1,1]2 [—1,1]xR

De méme, en dimension 1, les mesures de Radon p sous-jacentes aux champs électriques sont sup-
portées sur la droite réelle, et on devrait en fait écrire —divE = 27 (C — ;L(FRX{O}).

Remarque 5. En volume infini, il est délicat de définir le “vrai” champ électrique correspondant
a une configuration donnée, c’est pourquoi on considére d’abord tous les champs compatibles, puis
on sélectionne celui d’énergie minimale. On peut vérifier que cette procédure est compatible avec la
situation en volume infini, en effet, parmi tous les champs électriqgues compatibles avec un systéme
fini (Xn, o) celui d’énergie minimale est l'unique champ de vecteurs gradient, d savoir le “vrai”
champ électrique défini plus haut. On rencontrera encore dans la suite cette propriété de minimalité

'y . . . . . \ . . 2
de Uénergie du vrai champ, qui mathématiquement correspond d une projection orthogonale dans Ly ..

3.4. Connexion entre volume fini et volume infini.

Proposition 4. Soit {Xy}y une suite de N-uplets, supposons supy +Fn(Xly|po’) < +o0o. Alors il
existe un processus ponctuel étiqueté stationnaire P tel que FeNmp — P, et de plus on a une inégalité
de T'-limite (inférieure) :

o1 55
(3.4.1) lim inf Fn (Xiv[po0") = W(Plpo).

Démonstration. La tension de la suite {Py ~ }n dans P(Ky x Config) vient gratuitement du fait que
X est une suite de N-uplets, ce qui implique que pour n > 1 arbitraire on a une borne sur le nombre

moyen de points dans [,,, & savoir :
Epeme [/ dC} < |0yl
N O

n

L’inégalité de Markov permet d’écrire, pour € > 0,

—em 1 g
[ dc > =n?0,| }| < =
(L ez trmaf] <

si bien que F;Vmp donne une masse > 1 — ¢ aux configurations qui ont au plus %nQ\DM points dans
0,, pour tout n > 1, or on sait par le Lemme [2] qu’elles forment une partie compacte de Config.

On donne une idée de la preuve de pour d = 2 en faisant comme si I'identité était
correcte. Par Fubini, on peut écrire

1 22 1 1 1 1
3.4.2) —Fy(Xy|pmo' iff/ E]? > — (/ EQ)d:c’:/ (/ E2>dx7
(342 FFvXivlno) = mo [ BF= 5 [ () IE ) Lo

2

1
apres un changement de variable. Soit maintenant FCNCC I’élément de P(Ky x Li, .

—elec _
PN = / (S(i’E(.,i/))dJ},
Ko

) défini par

alors d’une part ﬁ;l,ec est compatible avec (ﬁ?vmp, to’) au sens ott le poussé en avant
1 =elec =em
(3.4.3) ((x, E) — (x ~5- divE + po'(z' + ))) #PAI, =Py’
™

et de plus on peut ré-écrire la derniére expression de (3.4.2)) sous la forme

/ (/ |E|2> 47 = B U E|2}7
Ko z/+0; N 04

et par hypothese cette quantité est bornée. En fait plus généralement on a, par le méme argument
de Fubini :
CFn (X o) > B | o [ (B
N NIENIHO ) = B IOrl Jo, ’
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L 1os 1 . s
et on en déduit que {FeNeC} ~ est tendue. En effet, pour tout € > 0 et n > 1, l'inégalité de Markov

assure que
Py B < "0 -C
N - |E|” < - (m*y € 100"

pour une certaine constante C indépendante de ¢, et par conséquent une union bound naive donne

100

—elec n
Py m{/m E|2§€|Dn|} >1-0Ce,

n>1

100

or (1 {fm Eff <2
1 o
Soit Po.* e P(KO X Lloc) tel que {PN “}n converge vers POOC a extraction pres, il faut d’abord

n } est une partie compacte de L _(R% R?) (pour la topologie faible).

vérifier que Poo est compatible avec (P, ). On s’appuie sur I'observation suivante : si p est fixée,
I’application E +— i divE + u (qui associe & un champ électrique E compatible avec (C, 1) la confi-
guration C sous-jacente) est continue. Par définition de la topologie initiale sur Config, il suffit de
vérifier que
1
E— | p(x)d (— divE + ,u> (x)

Rd 2
est continue pour la topologie faible sur L2 _, pour toute fonction test ¢ lisse & support compact, ce
qui se voit directement. Plus généralement I'application

1
f:(Z,E)— o divE + po(z)dx
s
est continue de Ky x Elec vers I'espace des mesures de Radon munie de la topologie vague. En notant
fN : (']_;aE) = f(a_:a E) + (HOI('I_: + ) - UO(i)dm) )

_ i —el _ _
on voit en comparant avec (3.4.3)) que P?\?np est le poussé en avant de P?Vec par (Z,E) — (Z, fn).
Comme la densité pg est continue, la mesure po'(z' + -) — po(Z)dz tend vers 0 quand N — oo

uniformément pour = € Ky, si bien qu’en passant a la limite on trouve que le poussé en avant de
—elec _ _ . 5
P_ ~ vpar (z,E) — (z, f) redonne bien P.

Enfin, comme la norme est semi-continue inférieurement pour la convergence faible, le lemme de
Fatou nous permet d’écrire :

1 1
hmlnfE—clcc { |E|2} > Egetee [ E|2} ,
N—oc D&l Jog Ozl Jog

et ce pour R > 0 arbitraire, en particulier pour R = 1, ce qui donne

??

1 1 —elec — - —
liﬂingFN(XM”O ) > inf { o | pelec {4” /Dl E|2} P : compatible avec (RMO)} = W(P|uo),

et on en déduit (3.4.1)). O

3.5. Application : principe de grandes déviations a I’échelle microscopique. Posons-nous
maintenant la question : soit P un processus ponctuel stationnaire étiqueté, quelle est la probabilité
d’observer ﬁ?vmp pres de P ? Pour étre précis, on fixe encore ¢ > 0 et on cherche & estimer la, probabilité
d’observer Fir,np dans la boule B(P,¢) au sens d'une certaine distance métrisant la topologie sur
K x Config. En utilisant la définition de P4? 3 Iidentité (3.3.1]) et un changement de variable il vient
(on rappelle que, par commodité, on a supposé |Ko| =1) :

emp 1

Pl (PN € BP.2)) = g [ e (M (i) L ey X
’ LN g J(P e o))

dxXy,
| Ko/ |V

1 / ! /
_ exp (—BF Ny (X'y|m0”)) Ix e(xon~
Z%Be*%NIOgN {(PAPeB(P,e)} N n E(Re)

On notera désormais K4? 5 la fonction de partition adaptée a l'échelle microscopique, & savoir la
;
constante de normalisation

_ 5 Nlos dX’y
K 1= e 801050 = [ oxp (8PN (X ) Tt
R

TR N
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Au vu de la proposition 4| on peut écrire que sur I’événement {??Vmp € B(P,e)} on a
Fn(Xivluo) = N (W(P|uo) + 0:(1)) ,

si bien qu’on peut majorer la probabilité considérée par

(3.5.1)
].:)H0 (PeNmp € B(ﬁ E)) < L exp (—NﬁW(FHLO) + NOE(I)) / 1x/ e(K /)N%.
Mo R Faren®eoy N KoY

Comme précédemment, le terme “sans interaction” admet une interprétation probabiliste naturelle :
si on tire N points uniformément et indépendamment dans Ky et qu’on forme leur champ empirique
Fi\r,np, quelle est la probabilité d’avoir Fej\r,n "eB (P,e)? A Déchelle microscopique et en omettant les
étiquettes, cela revient a demander : si on réalise un processus de Bernoulli & N points dans Ky’
et qu’on moyenne la configuration obtenue en centrant autour de chaque point dans Ky, quelle est
la probabilité de ressembler & un certain processus ponctuel stationnaire fixé 7 Comme les points
sont tirés indépendamment et uniformément, on obtient typiquement quelque chose qui ressemble a
un processus de Poisson, et tout événement qui consiste a ressembler & autre chose qu’a II est une
grande déviation. On dispose en fait d’un résultat analogue au théoreme de Sanov cité plus haut. Le
théoreme de Sanov est un résultat de grandes déviations pour les mesures empiriques, tandis qu’on
a maintenant besoin de connaitre les grandes déviations pour les champs empiriques.

Théoréme 2 (Grandes déviations pour les champs empiriques).

dx’
(3.5.2) /{ 1x;\,e(Ko’)Nﬁ = exp (=N (E(P) +0:(1))),

—emp

Py TeB(P,e)}

ou l’entropie relative spécifique étiquetée E(P) n’est rien d’autre que l’entropie relative spécifique €
définie plus haut, appliquée au processus ponctuel obtenu en “oubliant” les étiquettes, c’est-a-dire
formellement au poussé en avant de P par la seconde projection (z,C) — C.

Ce résultat de grandes déviations se trouve par exemple dans [GZ93], avec des adaptations tech-
niques faites dans I'appendice de [LS17]. En combinant (3.5.1)) et (3.5.2)) il vient

=emp

Py (PN € B(P, s)) < Kéfﬁ exp (=N (BW(P|uo) + E(P)) + No-(1)).

Comme on I’a vu plus haut en étudiant 1’observable macroscopique, obtenir une borne inférieure
correspondante suppose de non seulement pouvoir montrer un résultat de I'-limite supérieure, c’est-
a-dire l'existence d’une recovery sequence, mais de savoir produire toute une famille de configurations
X'y telles que Py " € B(P,¢) et pour lesquelles I'énergie +Fn(X/y|1o') est bornée supérieurement
par W(P|po) & une petite erreur uniforme pres.

Dans le cas de I’échelle macroscopique, 1’énergie était d’ordre N? et la contribution du volume,
via l'entropie relative, était seulement d’ordre IV a I’échelle exponentielle, la seule contrainte sur le
volume de la famille & produire était donc qu'il soit exp(—o(NN?)) afin de rester négligeable. A Déchelle
microscopique, en revanche, on voit que 1'énergie et l'entropie jouent au méme ordre O(N). Il faut
donc exhiber une famille de volume exp (=N (£(P) + 0:(1))). On présentera plus bas les difficultés
inhérentes a la construction de recovery sequences “en familles” assez grosses, et les outils techniques
(écrantage + régularisation) pour y parvenir. Observons pour l'instant qu’on a fait apparaitre la
fonctionnelle

F5'(P) := BW(Pluo) + E(P),
et qu’il parait raisonnable de croire que pour ¢ < 1 on a
—emp

P, (PN e B(P, 5)) ~

~ m exp (—N?go (F)) .

On peut alors se convaincre, en faisant un recouvrement par des petites boules et en utilisant le fait
qu'une somme d’exponentielles se comporte comme celle de plus grand exposant, que la fonction de
partition K¢ 5 doit valoir

K’;\,",B /2 exp (—Ninf.fgo) ,

si bien qu’on obtient un principe de grandes déviations pour le champ empirique des log-gas, a savoir
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Théoréme 3 ([LS17]).

. . 1 Semp = —=Ho T . ==Ho
(3.5.3) lim lim —log P, (PN e B(P,E)) = (fﬂ (P) — min 7 ) .
La principale conséquence que ’on peut en tirer est que le comportement microscopique moyen, tel
u’encodé par ’observable “champ empirique étiqueté”, se concentre autour des (quasi)-minimiseurs
q p p empiriq q q
de 7;0 avec tres grande probabilité. Cela nous invite donc a étudier 720, appelée par la suite la
fonctionnelle d’énergie libre du log-gas, ses ensembles de sous-niveaux et, si possible, ses minimiseurs.
On a d’ores et déja mis en évidence, dans ’expression méme de 1’énergie libre, une dépendance non
triviale en la température.
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Etude des minimiseurs

Notre étude des log-gas a 1’échelle microscopique a mis en avant le réle joué par une fonctionnelle
d’énergie libre 750, définie au niveau des processus ponctuels stationnaires étiquetés. Une observation
liée aux propriétés particulieres de 'interaction logarithmique révele qu’il suffit en fait d’étudier les
processus ponctuels stationnaires sans étiquette, ce qui allege un peu le formalisme.

Pour m un réel positif, et P un processus ponctuel stationnaire, notons W(P|m) la quantité

W(P|m) =

1 1 r—p
inf { —Epetee | — / |Eq? + 27 logn, | +m log ( ) de |,
{ O i 4w Oy ! Z g Z |z—p|<np

pecnd, pecn; "lp

Pelee compatible avec (P, mdx)},

avec la notion naturelle de compatibilité : un processus électrique P°'*® € P(Elec) est compatible avec
(P, mdx) si son poussé en avant par

1
E— ——divE + mdx
2

coincide avec P. Sim n’est pas précisé on le prend égal a 1, c’est-a-dire qu’on écrira W(P) = W(P|1).
L’énergie logarithmique d’un processus étiqueté peut se décomposer comme :

W(P|uo) = B W(P?|po())dz,

ol P? est le processus vivant dans la fibre au-dessus de Z, c’est-a-dire la désintégration de P par
rapport a la variable dans K. En fait, c’est aussi le cas pour l'autre composante de notre énergie
libre, a savoir ’entropie relative spécifique, qui admet la décomposition :

EP)= [ ez

Pour comprendre les minimiseurs de SW+-E il suffit donc de comprendre les minimiseurs de W(-|m)+&
pour chaque m > 0. Le résultat suivant montre qu’ils ne dépendent de m que par une mise a 1’échelle.

Lemme 5. Pour m > 0, notons o, Uapplication P(Config) — P(Config) qui pousse en avant par
C — m!/9C. C’est une bijection qui divise lintensité des processus par m. En particulier, si P est
d’intensité m, alors 0,,P est d’intensité 1 et on a les identités

1
WEPIm) = m (W(amPl) - dmlogm)
E(P) = m&(omP)+1—m+mlogm.
Démonstration. Dans les deux cas, il s’agit essentiellement d’un changement de variable. Pour W, on
utilise que —log |A\(z — y)| = —log|A| —log |z — y|, et le fait que la dépendance en la densité soit si
simple est spécifique au cas de l'interaction logarithmique. O

En particulier, en notant Fg = W + £ (fonctionnelle pour les processus d’intensité 1), on a :

min {W(P|m) + £(P), P d’intensité m} = mmin Fg +1—m + (1 — f) mlogm.

et les minimiseurs de la quantité de droite correspondent a I'image par o, des minimiseurs de la
quantité de gauche. Cela entraine deux choses :

(1) La fonction de partition K%’ 5 admet ’expression suivante au premier ordre en N
log K'Y 5 = —Nmin?go = —N/ (,uo(x) min Fg + 1 — po(Z) + (1 - 5) o (Z) log,uo(x)> dz
Ko

= —NminFg + N (1 — g) /MO log 1.
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(2) Comprendre les minimiseurs de I'énergie libre étiquetée 720 revient, a une mise a ’échelle pres,
a comprendre les minimiseurs de Fg. La seule dépendance en jip apparait via ce scaling. On
peut voir 1a une forme d’universalité du comportement microscopique, ou du moins du principe
variationnel associé.

On va maintenant se concentrer sur 1’étude de Fg3, fonctionnelle d’énergie libre définie au niveau des
processus stationnaires d’intensité 1.
4. LENERGIE CONTROLE LES FLUCTUATIONS

Dans cette section, on montre comment obtenir des bornes (en moyenne) sur les fluctuations de
statistiques linéaires, c’est-a-dire les quantités du type [ ¢(x)(dC(z) —dz) on ¢ est une fonction
test, en fonction de ’énergie d’un processus. Pour simplifier la présentation, on omettra le role de la
singularité en 0 et des opérations de troncature nécessaires pour la maitriser. On prétendra ici que
I’énergie est donnée par la norme L? du champ électrique, c’est-a-dire que

[ 1 1 2 elec :
W(P) = inf { —Epetec | — |E|* |, P®°® compatible avec P 5,
||:|R| 47 Or

Si C est une configuration, on note M la mesure signée C — dz. Un champ E est compatible avec
(C,dx) lorsque —% divE coincide avec M. La mesure M encode les “fluctuations” au sens ou les
particules ponctuelles occupent, en moyenne, uniformément 1’espace, mais pour une configuration
donnée ne peuvent évidemment coincider exactement avec la mesure diffuse dz. On notera (o, M) :=
J p(z)dM(z), les fluctuations de la statistique linéaire associée & la fonction test ¢.

4.1. Fonctions tests lisses.

Proposition 5. Soit p € CH(RY). On peut borner les fluctuations par Uénergie dans L2(P)
(4.1.1) Ep {|<cp, M)ﬂ < C|p|%1| supp ¢|* (W(P) + const.).
Démonstration. SiE est un champ électrique compatible avec (C, dzx) on écrit en intégrant par parties :
1 1
M = dM = — - d' E = — E.
(0. M) = [ o@)iM@) = [ o) divE= 5 [ Vel

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz avant de prendre I’espérance sous P :

[
| supp ¢|

L’énergie électrique par unité de volume étant donnée par W(P), on obtient le résultat voulu. O

(4.1.2) Er |l M) | < Cllg)3Er

4.2. Estimées de discrépance. Si¢ = 1p(,p) est I'indicatrice d’une boule, alors (y, M) correspond
a la différence entre le nombre de points de C dans la boule et le volume d-dimensionnel de la boule.
Cette quantité s’appelle la discrépance, on la note Discrg. Par stationnarité on a Ep [Discrg] = 0,
mais donner une estimée optimale de la variance de Discrg (number variance) sous P est un probléme
délicat.

Proposition 6. On obtient les estimées de discrépance suivantes :
— Dimension 2 : si P est d’énergie finie, alors Ep [Discry] < CR? (W(P) + const.), en particulier
Ep [Discr%] = O(R?).
— Dimension 1 : si P est d’énergie finie, alors Ep [Discr%z] < CR(W(P) + const.), et de plus
Ep [Disary] = o(R).

Les bornes O(RY) sont démontrées dans [LSI7], ainsi que la propriété liminfr Ep [Discrﬂ =0
en dimension 1. Le fait qu’on puisse en fait remplacer la liminf par une limite est observé dans
[EHL18| et se révele un ingrédient crucial de certaines preuves.

Démonstration. Pour étudier les discrépances, on s’appuie sur l'identité (3.3.9)) et une intégration par

parties
1 .. 1 .
dC —dx = ——divE = — E-n,
O Op 27 21 Jonu,
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ou 7 est un vecteur normal & k. On peut alors appliquer Cauchy-Schwarz pour faire apparaitre la
norme L2 du champ :

Discrp < C’Rl/Q/ E]? = CRL/ |E[?
o0r |00R| Joo,

Comme ’énergie électrique par unité de volume est contrdlée par W(P), on obtient bien
Ep [|Discrz|*] < CR* (W(P) + const.).

En dimension 1, il faut ensuite tenir compte du fait que le systéme n’est pas invariant le long de
I'axe additionnel (la seconde coordonnée dans R? = R x R) et qu'on a en fait pour T' > 0 arbitraire
et & une constante multiplicative pres

Disch:/ E-ﬁ:/ E~fi—|—/ E- 7.
8(—R,R)x[~T,T1) {=R,R}X[~T,T] [—R,R]x{~T,T}

Les termes faisant intervenir —R ou R, —T ou T sont traités de la méme facon. Appliquant Cauchy-
Schwarz, on voit qu’on peut majorer Ep[|Discrg|?] par
/ B
[-R,R]x{T}

/ B2
{=R}x[-T,T]

La stationnarité le long de la premiere coordonnée garantit que

/ B2
{—R}x[-T,T]

et par un argument de moyenne, on pourrait prendre T' € (R, 2R) tel que

/ B2 / B2 / ok
[-R,R]x{T} [—1,1]x{T} [-1,1]xR

ce qui donne la borne Ep[|Discrg|?] < C (W(P) + const.) R mentionnée plus haut. Pour obtenir un
contrdle en o(R), il faut faire un meilleur choix de T en fonction de R.

TEp + REp

1
Ep < —Ep {/ |E|2} < C(W(P)+ const.),
Dl xR

~ |

1
Ep = REp < = x REp < C(W(P)+ const.),

Lemme 6. Il existe une fonction f : [0,4+00) — [0,400) telle que 1 < f(z) < x quand x — oo, et

qui vérifie
/ B
(—L1x{f(=)}

/ B
[=1,1] X [z,4+00)

La fonction Tail est continue, positive, décroissante et tend vers zéro en l'infini. Si 'on considére
la fonction u +— T‘fl( > elle est continue, croissante, tend vers l'infini en l'infini et on peut donc
all(u

toujours résoudre I’équation

lim zEp
xTr—r 00

Démonstration. Notons Tail(z) la quantité

Tail(z) := Ep

u

/ Tail(w)

Par un argument de moyenne, on peut choisir une valeur f(z) € (u,2u) tel que

/ |E2] < Laii(u).
LA (7 (@)) u

Ep

Il est facile de vérifier qu’on a bien

rEp / |E|?
[~L1]x{f(2)}

< “Tail(u) = /Tail(u) = 0, (1).
O

Prendre T' = f(R) dans le calcul précédent donne 'amélioration voulue. Notons cependant que le
o(R) obtenu n’est pas quantitatif, et que sa dépendance en P est trés implicite. O
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La derniere partie de la preuve peut s’exprimer en disant que si P est stationnaire d’énergie
électrique finie, alors P est hyperuniforme (ou super-homogéne, au sens ou la variance du nombre de
points dans une grande boite croit beaucoup moins vite que le volume de cette boite. On ne sait
pas si cette propriété est encore vraie en dimension 2, en particulier montrer ’hyperuniformité des
minimiseurs de I’énergie libre (qui sont forcément d’énergie finie) est une question ouverte.

5. CONSTRUCTION DE PROCESSUS

5.1. La procédure d’écrantage. De deux champs électriques E;, E5 compatibles avec deux confi-
gurations locales Cy,Cs situées dans deux boites K1, Ko adjacentes, on ne peut pas en général former
un champ électrique compatible avec la configuration globale C&8°P := C; UCsy. En effet, si les compo-
santes normales respectives des champs ne coincident pas le long de K7 N K5, le champ “recollé”
E&lb .= Ey1g, + Eolg, ne vérifie pas
—% div E#°P = 8P _ qz dans K7 U Ko,

méme si cette équation est bien vérifiée dans (I'intérieur de) K et Ks séparément. Il y a un probléme
au bord, la non-coincidence des composantes normales créant une composante supplémentaire de
div Eg°P sur 0K, N OK,.

La clef technique pour 1’étude microscopique est la possibilité de manipuler les champs électriques
de maniere a les rendre nuls au bord d’un domaine fixé, en ne perturbant que treés peu la configura-
tion sous-jacente et en n’augmentant que tres peu ’énergie. Cette procédure dite d’écrantage a été
introduite par Sandier-Serfaty, et adaptée dans des travaux successifs. Nous la présentons ici dans un
contexte idéalisé, et en dimension d = 2, afin d’en mettre en avant le principe directeur.

On note O le disque de rayon R.

Proposition 7 (Procédure d’écrantage). Soit R tel que | O | soit un entier, soit e = 1075, notons
R = R(1—¢).
— Soit C une configuration de points dans ©r. On suppose que les points de C sont tous séparés
d’une distance au moins % et sont tous d distance au moins % de OO R .
— Soit E un champ électrique compatible vérifiant

1
——divE =C — dz dans GOg.
2
On suppose que l’énergie électrique est bien contrélée, au sens odﬁ
(5.1.1) / |E|? <10%R.
8®R/

Alors il existe une configuration C*** dans ©r et un champ électrique E3" compatible avec C3,
tels que :

(1) E5* est écranté, au sens ot ES" - i = 0 sur OOR.

(2) E5 coincide avec E dans Opr.

(3) C* a exactement R? points (c’est une conséquence du premier item,).
(4) C3" coincide avec C dans @r' (c’est une conséquence du deuziéme item,).
(5) L’énergie de E5" vérifie :

(5.1.2) /|@W§/\%Pﬂﬁ&ﬁ,
ORr Or
avec C' une constante universelle.

Démonstration. Notons Ext la couronne définie par Ext := ©Og\@r'.

Premiére étape : découpage du bord: La premieére étape consiste a découper la couronne Ext

en 22% = 10% secteurs {H;};c; d’angle au centre de mesure 27e. Quitte & perturber chaque
angle au centre par moins que €/5, on peut garantir que chaque quantité du type

1

21 Jom,noor,

8. Comme on a fait I’hypothese que les charges étaient éloignées de la bordure 0® R, il n’y a pas besoin d’y tronquer
le champ.
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est un entier. En effet, si 'on augmente (resp. diminue) I’angle au centre d’un secteur H; d’une
quantité /5, on augmente (resp. diminue) son volume |H;| par une quantité d’ordre R2e?
tandis que la contribution du champ normal n’a varié que d’au plus Uintégrale de |E| sur un
arc de cercle A de rayon R sous-tendu par un angle au centre €/5 (et dont la longueur d’arc
est donc d’ordre Re) que 'on peut majorer en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1/2
/ |E| < C(Re)'/? (/ |E|2> < 10CRe'? < 2R2.
A OOR

On applique ensuite un argument de valeurs intermédiaires pour perturber chaque secteur
successivement (par exemple en tournant dans le sens trigonométrique), et on remarque que la

condition globale
1

— E - n + |Ext| est un entier
27 JoExtnoo R

est vérifiée, ce qui assure que 1'on peut s’arréter apres avoir perturbé tous les secteurs sauf un.
Maintenant, pour chaque H;, on note m; la quantité

1 1
miz(/ En—|—|Hl|>
|Hil \27 Jom,noon

On a garanti par construction le fait que m;|H;| soit un entier. En utilisant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et ’hypothese faite sur 1’énergie du champ E le long du bord, on voit que

1 1
€2R2 e3/2R

En particulier comme £3/2R > 1 on a

|m; — 1| < 10C (eR)Y?R'Y? < 10C

mi— 1] < »
m; — —.
2

On découpe de maniere naturelle chaque secteur H; en petits sous-secteurs {Rg }acr,, dont
I’aire est égale a %7 et les cOtés et les rayons intérieurs et extérieurs sont tous d’ordre 1.
:

Deuxiéme étape : définition des champs: Soit E(1?) le champ gradient solution de
1 .
~5 divE®) = (m; — 1)da,
avec pour conditions au bord :

(10) = -E-7 sur O0H; N 0GR
EVYY .0 =
sur le reste du bord.

Cette équation admet une solution parce que la charge totale (m; — 1) x |H;| et la circulation
du champ au bord du domaine coincident par construction et définition de m;. Une estimée
elliptique permet de contrdler I’énergie de E(%) par

/ B2 < O x eR x / |E|?
H; BHmE)@R/

Dans chaque petit secteur R, on place une masse de Diract en un point p,, situé au centre
du secteur, et on définit E2®) comme le champ gradient solution de

1
— 5 div E@Y =4, —m;

avec condition de Neumann nulle au bord (ce qui est possible car la charge totale est nulle).
La solution n’est pas dans L2 (pour les mémes raisons que précédemment : la singularité pres
de p, n’est pas de carré intégrable), il faut donc une fois encore effectuer une troncature du
champ. L’énergie du champ (tronqué) est d’ordre 1.

Troisiéme étape : construction de la solution: On choisit alors pour configuration C3¢ la
configuration C que l'on restreint & ©®p/ et a laquelle on ajoute tous les points p, placés a
I’étape précédente. Pour le champ ES, on recolle la restriction de E & ®pr/ et la somme des
tous les champs construits précédemment. On a bien, par construction, conservé C et E a
Iintérieur du domaine, et écranté E3°" sur le bord extérieur de ®g. On vérifie ensuite que E5*
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est compatible avec C*°". La derniere chose a faire est de controler I’énergie de E5®*. La somme
des énergies des champs E(9 est bornée par

Z/ IEM 2 < O x eR x Z/ |E|? < C x 10%R?,

i€l ic1 Y OHiNOO R/

et la somme des énergies dues aux champs de type E(>®) est contrdlée par le nombre de secteurs
R, qui est d’ordre 1e2R2. On peut donc majorer 'énergie additionnelle par C(10% + 1)eR?
comme annoncé.

O

5.2. Application 1 : construction d’une recovery sequence pour 1’énergie logarithmique
en volume infini. Soit P un processus ponctuel stationnaire. Fixons Ko = [0, 1] et g = 1x,dz. On
a appris précédemment que si Xy est une suite de N-uplets dont le champ empirique PR™ converge
vers P, alors la I'-lim inf suivante est vraie :

(5.2.1) lim inf iFN(X§V\MO’) > W(P,1).
N—ooco N

La preuve consistait essentiellement & écrire Fy (X'y|po’) comme la norme L? d'un certain champ
électrique, a introduire le processus électrique naturellement associé a ce champ, a voir que ce pro-
cessus admettait une limite faible dans P(Elec), puis & appliquer le lemme de Fatou qui garantit
que la norme L? est semi-continue inférieurement pour la topologie faible sur les champs électriques.
On avait alors construit un processus électrique limite compatible avec (P,1) et dont 1’énergie était
bornée par la lim inf dans . Le résultat en découlait par définition de W.

On cherche maintenant & construire des recovery sequences, des exemples ou 'inégalité inverse est
vraie, c’est-a-dire des X tels que P converge vers P et qui vérifient de plus

1
(5.2.2) lim sup NFN(XMMOI) <W(P,1).

N—o0

Il y a deux difficultés a cela :

(1) La singularité de l'interaction : en un mot, il faut faire attention & bien séparer les points de
Xn.

(2) La nature a longue portée (globale) de 'interaction logarithmique, et la nature locale de la
topologie sur Config (et par conséquent sur P(Config)). Garantir que P4 ressemble a P est
une tache locale, mais le calcul de Fpy est, a priori, un calcul global.

Proposition 8. Il existe au moins une recovery sequence, c’est-a-dire qu’on peut trouver une confi-
guration C&'°° 4 N points dont le champ empirique est égale a P + on(1) et dont ’énergie Fy est
bornée asymptotiquement par N (W(P,1) + on(1)).

Démonstration. On donne les grandes lignes de la preuve.

Travaillons en coordonnées zoomées et partitionnons [0,v/N]|? en carrés Ci, .. ., Cnyp2 de coté
1< R < VN. Soit Cy, - - - ,Cn/g2 un échantillon de P. On place la configuration C; dans le carré C1,
la configuration Cy dans le carré Cy etc. On obtient ainsi une configuration finie dans Ky'.

Par la loi des grands nombres, la moyenne ﬁ Efvz/lR ’ dc, ressemble a P. Cette moyenne est
une sorte de champ empirique discret associé a la configuration finie. On peut vérifier que le champ
empirique est également proche de P. Néanmoins, deux constats s’imposent :

(1) Rien ne garantit que la configuration ait exactement N points au total.
(2) Le calcul de I’énergie logarithmique pour cette configuration finie n’est pas évident du tout.

On va régler ces deux problemes d’un coup en appliquant la procédure d’écrantage.

Comme P est d’énergie finie (faute de quoi il n’y a rien & faire), il existe P*'*® € P(Elec) compatible
avec (P,1) qui réalise I'infimum dans la définition de W(P, 1). En particulier, 'espérance sous P¢e
de I'énergie électrique dans un carré de coté R est égale & R2WW(P). Dans chaque carré C; on associe
C; un champ E; compatible d’énergie minimale. La somme des énergies de ces champs est comparable
a 2% x R2W(P) par la loi des grands nombres. Puis, (sous réserve de vérifier que les hypothéses sont
vérifiées dans une grande proportion des carrés) on applique la procédure d’écrantage a chaque (C;, E;).

On obtient des nouvelles configurations C{* et de nouveaux champs E$°". Comme les champs sont,

2
par construction, écrantés, on peut définir un champ global E&l°P := ZZV:GR ES" qui est compatible
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avec la configuration globale C8°P := vaz/lR ’ C:°" (qui a exactement N points), et dont 1’énergie est
donnée par la somme des énergies de chaque E3°". Or la procédure d’écrantage garantit que I'énergie
de E3°" est presque égale a celle de E; (& un ajout négligeable pres). On a donc obtenu un champ global
E&l°P dont I’énergie est contrdlée par NW(P). I reste & vérifier que cela donne bien une borne sur
Fx. Enfin, comme la procédure d’écrantage ne change que peu les configurations (dans une couronne
étroite prés du bord), le champ empirique n’a été que peu modifié et celui de C#'°P ressemble toujours
aP. O

Comme on ’a observé dans le cas macroscopique, les questions de physique statistique demandent
en fait de savoir construire un volume de telles configurations. On trouve dans [SSI5b] la premiere
preuve de cette I-lim inf, avec justification de l'existence d’une famille de volume exp(—O(N log N)).
On peut méme construire une famille ayant le volume optimal exp (—NE(P) 4 o(N)), ce qui est
démontré dans [LS17] et se réveéle nécessaire afin d’obtenir le principe de grandes déviations énoncé
plus haut.

6. ENERGIE INTRINSEQUE ET ENERGIE ELECTRIQUE

L’énergie P — W(P) associée & un processus ponctuel en passant par les champs est donc “la bonne
énergie”, puisqu’elle est connectée a la vraie énergie F par une I'-limite. Sa définition est néanmoins
extrémement peu explicite. On introduit alors une autre énergie, appelée “énergie intrinseque”, et qui
posseéde une expression explicite en termes de la fonction de corrélation & deux points du processus
P, et on relie ces deux notions.

6.0.1. Définition de l’énergie intrinséque. Soit P un processus ponctuel stationnaire d’intensité 1. On
définit I’énergie intrinséque de P et on note W™ (P) la quantité suivante

60.0)  W™(P) = liminf |DR|EP [//;éyDRXDR—logx—gA (dC(z) — dz) (dC(y) — dy)

Théoréme 4. Supposons que la fonction de corrélation a deux points de P vérifie une hypothése de
décroissance rapide des corrélations, par exemple

(6.0.2) (p2 = 1) (v) = O([v|™),
et que l'on dispose d’une estimée de discrépance du type
Ep [Discr%] =0 (R).

Alors d’une part Wt(P) admet [’expression

(6.0.3) wint (p) ::/R —log |v|(p2 — 1)(Jv|)dv

s ouz

et d’autre part on a l'inégalité
(6.0.4) W(P) < W(P).

électrique-intrinséque”

Démonstration. Par définition de la fonction de corrélation, on peut écrire Wt (P) sous la forme

W(P) = lim inf —— // —log |z — y|(p2(z,y) — 1)dady.
R=oo |OR| JJusty,0px0n

Comme P est stationnaire, on a pa(z,y) = p2(Jz —y|) et une application du théoréme de Fubini donne

R—o0

d
i (p >—hmmf‘DR‘/ —tog ol (pa(v) — 1) [] @R — Jusl) do,
=1

ol v; sont les d coordonnées de v dans RY. Si p2 — 1 tend vers 0 assez viteEI7 on trouve bien comme
annoncé, par convergence dominée :

Win(p) = / —log|ol(p2 — 1)(ol)do

Pour connecter W et W, I'idéal serait d’arriver & produire un processus électrique P¢°¢ com-
patible avec P et dont I’énergie moyenne soit majorée par W (P). On va mettre en pratique cette
idée, en construisant en fait une suite de processus.

9. Sans cette hypothése de décroissance, I’expression de W™ est moins simple, mais toujours explicite en termes
de pP2.
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Soit R > 0 tres grand, fixé et soit Cr une réalisation du processus P dans [g. Il existe toujours
un champ électrique compatible avec C dans (g, donné par le champ électrique local, auquel on peut
penser comme étant le “vrai” champ engendré par le systéme de charges dans [y, a savoir

(6.0.5) El°¢R(2) .= VPot*“R(2) := / —V.log |z — z|(dCr — dz).
Or

Dans la suite, on oublie une fois encore les probléemes liés a la troncature du champ. Pour S > R on
écrit

1 loc,R |2 1 loc,R |2 1 : loc,R loc,R loc,Rploc,R =
— |[E°CR2 < — |EloeR)? = — —div E®“"Pot ™ + Pot °“"E°“™ . 7 ),
2 Or 2 Os 2 Og 80

en utilisant une intégration par parties. Le premier terme dans le membre de droite correspond
simplement aux interactions dans [lg et le second est un terme d’erreur que ’on peut contréler au
premier ordre en disant que pour z loin de (g on a Pot'°“® ~ Discrg log |2| et El°¢R ~ Discrp -

On obtient, en prenant S = R* (par exemple)

1
— [EleeR |2 < // —log |z — y| (dC(z) — dz) (dC(y) — dy) + DiseryO(log R).
27 Or z#£y,0rx0r

En prenant I’espérance sous P, on voit donc que

1 1
Ep |— / [E°“R 2| < |OplEp | = // —log |z — y| (dC(x) — dz) (dC(y) — dy)
2'/T DR ||:|R| I;éy,DRXDR

+ Ep [Discry] O(log R).

Notre hypothéese sur la discrépance nous permet de négliger le dernier termelﬂ

Il apparait que I’énergie électrique moyenne du champ local est controlée par 1’énergie intrinseque.
Pour l'instant, ce n’est cependant qu’une considération locale (dans () et pas globale (I’énergie d’un
champ compatible avec C dans RY tout entier). On peut pallier ce manque en deux étapes :

SCr

(1) Appliquer la procédure d’écrantage dans (g. On change Cg et E°“R en Cy" et ES" au prix
d’une petite modification sur la configuration, le champ et ’énergie électrique. Comme Cg est

la réalisation aléatoire de P, le résultat C%" est encore une variable aléatoire.

(2) On réalise un pavage de RY par des translatés de (g, et on colle dans chaque cellule une copie
indépendante de C%". Chacune vient accompagnée d’un champ électrique compatible E%", et
ces champs se recollent bien sur le bord de deux cellules adjacentes car ils sont, par construction,

écrantés. On obtient ainsi une configuration globale aléatoire et un champ global compatible.
(3) On rend le processus stationnaire en moyennant sur les translations dans Op.
On obtient alors un processus stationnaire P Rr qui vérifie :
(1) Pg ressemble a P dans Oy pour 1 < T < R.
(2) Pg est stationnaire, d’intensité 1 et W(Pg) < W (P) + og(1).

En prenant R — oo on obtient une suite de processus stationnaires qui convergent vers P et dont
I’énergie (électrique) est majorée asymptotiquement par Wt (P), or W est semi-continue inférieurement
sur l'espace des processus ponctuels stationnaires. Cela conclut la preuve de l'inégalité électrique-
intrinseque. O

L’énergie intrinséque et son lien avec la “vraie” énergie a été étudiée dans [Lebl6], inspirée par
lapproche de Borodin-Serfaty dans [BS13].

6.1. Application 2 : étude des minimiseurs de 1’énergie libre 4 haute température. Quand
B — 0, le probleme de minimisation de SW + £ revient formellement & minimiser £, or I’entropie
relative spécifique atteint son minimum uniquement en le processus de Poisson lui-méme. On s’attend
donc a ce que les minimiseurs de Fpg ressemblent a un processus de Poisson quand 8 — 0. C’est
effectivement le cas, comme énoncé dans le résultat suivant.

Théoréme 5 ([Lebl6]). Soit {Ps}s>o une famille de minimiseurs de Fg = W +E. Quand f — 0
on a Pg — IL

10. Sans cette hypothese, il faut tenir compte dans la définition de W™ d’un terme d’erreur lié & la discrépance.
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Démonstration. On commence par montrer que €(Pg) tend vers 0 quand 5 — 0. Pour cela, il suffit de
construire des processus candidats qui sont d’énergie finie et dont I'entropie relative spécifique tend
vers 0. On va les chercher sous la forme d’approximations du processus de Poisson (on ne sait pas si
le processus de Poisson lui-méme est d’énergie finie pour d = 2, et on sait qu’il est d’énergie infinie
pour d = 1, donc on ne peut pas le prendre comme candidat).

Soit M un grand entier, on fait un pavage de RY par des translatés de g et on place dans chaque
cellule une copie indépendante d’un processus de Bernoulli & |y, | points, puis on moyenne sur les
translations dans [, afin d’obtenir un processus ponctuel stationnaire que I’on note Pyy. La fonction
de corrélation a deux points de Py peut se calculer explicitement, il nous suffit d’observer que py — 1
est bornée & support compact, ce qui entraine que Wit (PM) < +00. De plus Py vérifie Uestimée
Ep  [Discrg] = O(R~1), nous sommes donc en position d’appliquer I'inégalité électrique-intrinseque
et de garantir que

W(Py) < +oo.

L’entropie relative d’un processus de Bernoulli & |[Jy/| points dans (s par rapport au processus de
Poisson d’intensité 1 dans Oy est o(|Tas]), en effet le premier processus est égal au second conditionné
au fait qu’il y ait || points dans [y, et on a done

Ent [Bernoulli & |Oj,| points dans (0ps| Poisson d’intensité 1 dans [y |
= - IOgE Poisson d’intensité 1 dans Oy [||:|M| points dans DM] = O(log M) = 0(||:|M|)7

si bien que

1
ﬁEnt [Bernoulli & |dps| points dans Oy | Poisson d’intensité 1 dans Ops | = opr(1),
M

et plus généralement on vérifie que £(Ppr) = opr(1).
L’existence de tels processus candidats implique que les minimiseurs de F3 doivent vérifier

lim £(Pg) = 0.
lim £(Ps)
On conclut alors en appliquant une version de 'inégalité de Pinsker adaptée au volume infini.

Lemme 7 (Inégalité de Pinsker spécifique). Soit P un processus ponctuel stationnaire. On a

‘PDR _HDR|TV 1
6.1.1 sup 28— ORIV o [ e(p),
( ) R>0 ‘DR‘ 2 ( )

Démonstration. L’inégalité de Pinsker classique affirme qu’on peut majorer la distance en variation
totale de p a v en fonction de 'entropie relative spécifique de p par rapport a v

IN

1
= viry S Entlul).

On en déduit naturellement que

1
|PDR - HDR'TV < \/QEnt (PDR|HDR)7

et donc que

Pos —Hoslry _ \/1 Ent(Po, [Tlo,)

VIOR]| 2 IOr|
En prenant le sup des deux cOtés et en utilisant la caractérisation ([3.2.2) de entropie relative
spécifique, on en déduit le résultat. O
O

On peut également s’intéresser a la limite 5 — oo du probleme de minimisation de ’énergie
libre. 11 semble qu’alors il faille principalement minimiser I’énergie V. En dimension 1, 'unique
minimiseur de W (parmi les processus ponctuels stationnaires) est le “réseau stationnaire”, c’est-a-
dire une configuration de points toujours égale & une copie de Z avec un choix aléatoire de 1’origine du
réseau uniforme dans [0, 1). En dimension 2, on s’attend & ce que 'unique minimiseur soit un “réseau
triangulaire stationnaire” mais la preuve de cette “conjecture de cristallisation” est un probléme
ouvert majeur, voir [BL15] pour un exposé de la situation.
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Le processus Sine-beta comme unique minimiseur de I’énergie libre

En dimension 1, le lien étroit entre les log-gas et certains modeles de matrices aléatoires en permet
une étude approfondie. On dispose notamment du résultat suivant :

Théoréme 6 ([VV09, [KS09]). Soit Cn z = Zf\il ON1/d(z;—z) L'observable microscopique “systeme vu
de x” telle que définie en . Si x est a Uintérieur du support Ko, alors Cn z converge en loi
vers un processus ponctuel stationnaire qui est universel a dilatation des points prés (I'intensité du
processus limite doit étre égal & po(x)). On note Sineg le processus ayant une intensité 1.

Ce résultat n’est, a 'heure actuelle, pas accessible avec des techniques purement “physique statis-
tique”. La preuve repose sur une analyse du modeéle matriciel tridiagonal associé. Notons que 'exis-
tence méme de valeurs d’adhérence pour la loi de Ciy z n’est pas évidente, car il n’y a pas de compacité
“gratuite”. La description du processus limite est donnée en comptant le nombre d’explosions d’un
certain systéme d’équations différentielles stochastiques couplées, voir aussi [VV17bl [VV17a] pour une
relecture en termes de spectre d’un opérateur aléatoire en dimension infinie. Si ce point de vue est
naturel vu lorigine “matrices aléatoires” du log-gas, il est cependant naturel de chercher a caractériser
le processus Sineg sous un angle plus “physique”, voir par exemple [DHLMI9|. On va étudier ici le
lien entre Sineg et la fonctionnelle d’énergie libre Fg.

En rapprochant le principe de grandes déviations énoncé au Théoréme [3] et le résultat de conver-
gence du Théoréme [6] cité plus haut, il est facile d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 3. Pour tout 8 > 0, le processus Sineg minimise Fg.
Cette propriété variationnelle implique par exemple, au vu de la section [6.1]

Corollaire 4 ([Lebl6]). Quand 8 — 0, le processus Sineg converge vers un processus de Poisson
d’intensité 1,
ce qui était déja connu, par des méthodes d’analyse stochastique, voir [AD14]. Il se trouve que Fg

possede en fait un unique minimiseur, qui est donc Sineg, ce qui offre une caractérisation variationnelle
du processus limite en dimension 1.

Théoréme 7 ([EHLIS]). La fonctionnelle d’énergie libre Fg du log-gas en dimension 1 posséde un
unique minimiseur.

Le reste de la section est dévolu a la preuve de ce théoréme.

7. CONVEXITE PAR DEPLACEMENT

Une méthode usuelle pour montrer 'unicité des minimiseurs d’une fonctionnelle consiste a établir
que cette fonctionnelle est (strictement) convexe sur I’espace considéré. L'unicité découle alors d’un
simple argument de contradiction : s’il y avait deux minimiseurs distincts, par stricte convexité
n’importe quel barycentre non trivial donnerait un meilleur candidat, ce qui est absurde. Malheureu-
sement, Fg est affine sur 'espace des processus ponctuels stationnaires, elle est donc bien convexe
mais pas strictement, et 'argument précédent ne s’applique pas.

Il existe cependant une deuxiéme notion de convexité pour les mesures de probabilité définies sur
certains espaces, par exemple R” : c’est la convexité dite “par déplacement” (displacement convexity),
définie au sein de la théorie du transport de mesures.

7.0.1. Transport de mesures. Soit pg, 1 deux mesures de probabilité sur R™. On dit que T : R™ — R”
est une application de transport de pg vers py si le poussé-en-avant de pg par T est égal a puq. Le codt
quadratique de T est alors défini par

[ lle = 7@ Pduoto).

Plus généralement, on dit que II est un plan de transport entre pg et p; si II est une mesure de
probabilités sur R™ x R™ dont les marginales coincident avec g et p. Le colit quadratique de II est
alors défini par

/ & — yPdTI(z, ).
Rn XRH

Si T est une application de transport de o vers pq, alors le poussé-en-avant de g par « — (x,7(z))
est un plan de transport entre pg et pp. L’existence de plans de transport est triviale, et un argu-
ment relativement élémentaire montre qu’on peut trouver des plans de transport a coiit quadratique
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minimal. Le fait que ces plans de transports sont en fait, sous certaines hypothéses de régularité sur
1o et pq, donnés par des applications de transport est un résultat majeur de la théorie. Une applica-
tion de transport a colit quadratique minimal est appelée transport optimal. On appelle distance de
2-Wasserstein et on note Wassa (1, 111) la racine du cotit quadratique optimal.

A chaque application de transport T entre ug et @1, on peut associer une famille de mesures qui
interpolent entre po et py en définissant, pour ¢ € [0, 1], la mesure p; comme un certain poussé-en-
avant de py :

pr = (1 = ) Id+tT) #pso.
Si F est une fonctionnelle définie sur P(R™), on dit que F est (strictement) conveze par déplacement
sit — F(u¢) est (strictement) convexe. Cette notion est introduite par McCann dans [McC97].

— Une fonctionnelle du type pu — [ Vdu est toujours linéaire pour I'interpolation usuelle. Si V
est (strictement) convexe, elle est (strictement) convexe par déplacement.

— Une fonctionnelle du type F(u) := p— [[ W(z — y)du(z)du(y) n'est pas convexe en général
pour 'interpolation usuelle, méme si W est convexe. En revanche si W est convexe, elle est
convexe par déplacement. Pour la stricte convexité, il y a une obstruction technique liée a
I’invariance par translation.

— L’entropie relative est strictement convexe au sens usuel, et McCann prouve qu’elle est encore
convexe par déplacement, le long d’un déplacement “optimal”.

Le dernier point (convexité par déplacement de 'entropie relative) est le seul endroit ot 'on fait
I’hypothese d’optimalité. Les deux premiers résultats sont en fait tout a fait élémentaires. Soit pg, 1
et T un transport de 119 Vers i1, posons fij o la mesure “milien” py; := % (Id +71)#po. On a

Jvaus =5 ([vaws [vam) = [v(§a+7@) - 5@+ VEE)) dute)

qui est bien < 0 si V' est convexe. Supposons par exemple que V soit c-convexe c’est-a-dire que
la dérivée seconde de V est minorée par ¢ > 0. On peut alors utiliser une inégalité de convexité
quantitative pour V et écrire que

/v (;(:z: +T(z)) — % (V(z)+ V(T(z)))) dpo(x) < f%c/ (¢ — T())* dpo(x)
< —%CVV&S&(MO,M)Q-

C’est une forme élémentaire d’inégalité fonctionnelle, faisant intervenir la distance de Wasserstein.
Pour les fonctionnelles de type “interaction”; on peut écrire de la méme facon

/Wx— )Ydpr 2 (z)dpy 2 (y) —(/ Wz — y)dpo(x)dpo(y /Wx— Ydpa (z)dp (y ))

= [ w s WY L (e — )+ W) ~ T(0) dole)dly)

-/ / w2+ TETW 2w e )+ W) - 7)) duole)duol),

qui est bien < 0 si W est convexe. Supposons encore une fois que W est c-convexe, l'inégalité de
convexité quantitative s’écrit

// W(l‘ ; Y. T(x) ;T(y)) _ % (W(x —y)+W(T(x) —T(y)))dpo(x)duo(y)
< —éC// [(z —y) — (T(x) — T(y))) dpo(x)dpo (y).

Le gain quantitatif ne fait pas intervenir la distance de Wasserstein entre pg et g1, mais mesure la
différence entre x —y et T'(x) — T'(y) pour z,y distribués selon pg. En particulier, si ce terme est nul,
c’est que g ® o presque partout on a x —y = T'(x) — T'(y), donc T est une translation sur le support
de pp. On peut introduire une quantité qui représente a quel point pg et p1 sont loin 'une de 'autre
a translation pres :

Wassa(j10, 1) = inf / / [z — y) — (T(x) - T())] dpso(x)dpo(y)

T application de transport
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et écrire alors une seconde inégalité fonctionnelle

JfwEg 2+ TEZT0) L (e — )+ W(T(@) ~ T) diolo)dily)

1 —
< _gcwaSSQ(/,L(h/,Ll).

On peut vérifier, par exemple si po et pg sont a support compact, et si pg et p1 ne sont pas égales a
translation pres, que Wassa(ug, 1) > 0.

8. IDEE DE LA PREUVE

L’idée centrale de la preuve du Théoréme [7, qui nous a été suggérée par Alice Guionnet, est de
vérifier que Fp est une fonctionnelle “convexe par déplacement”. C’est une intuition raisonnable, au
vu de la discussion précédente, puisque Fg est la somme d’une fonctionnelle d’interaction W avec un
noyau — log convexe sur (0, +00) et d’un terme d’entropie relative. Cependant, la théorie du transport
(optimal), bien développée en dimension finie - ¢’est-a-dire pour des mesures sur R avec n > 1 - est
encore balbutiante dans le contexte des processus ponctuels, qui sur la droite réelle peuvent étre vus
comme des mesures sur R%. On va procéder en se restreignant & de grands intervalles de R, oil les
processus redeviennent des objets de dimension finie.

8.1. Une distance sur 1’espace des processus ponctuels stationnaires.

8.1.1. Points et trous comptés depuis l’origine. Si C est une configuration de points sur R, on note
énumere les points de C dans I'ordre naturel avec la convention que zq est le premier point d’abscisse
positive (ou nulle) (z_; est donc le dernier point d’abscisse négative etc.). On énumere également les
trous (gaps) de la configuration dans l’ordre naturel en posant I'y = 21 — zo (et g = g — x_1 etc.).

On va mesurer la distance entre deux processus ponctuels stationnaires en comparant la distribu-
tion des trous pour chacun : soit P®, P! deux processus ponctuels sur R, on pose

dGaps (Pov Pl)

:= lim inf ( inf {
R— o0

Proposition 9 ([EHLI1S]). Sur l’espace des processus ponctuels stationnaires d’énergie W finie, dgaps
est une distance.

1
2

Z [T3(C%) —Tu(ch)[”
7, ITi(CO)2 + [Tu(CH?

. II plan de transport de P° & P1}>

Le point vraiment délicat & vérifier est la non-dégénérescence, qui revient & affirmer que si P° et
P! sont deux processus ponctuels stationnaires d’énergie finie tels que P° # P!, on a

R
ITi(C°%) —Tu(CH]?
ZR T35 (CO)|2 + [T (C)[?

A
g:= lﬂlolif = inf {EH

, II plan de transport de P° & Pl} >0

L’expression du dénominateur ‘Fi(co)‘Q}_lFi @
inégalité de convexité quantitative pour — log |x| faisant apparaitre des termes en 1/2%). Moralement,

ce dénominateur est d’ordre 1. On peut commencer par se poser la question de savoir si

= est lié & la dérivée seconde du logarithme (toute

R

> (e —T(ch))?

P
lggloréf = inf {EH 2.

, TI plan de transport de P% & Pl} > 0.

On va esquisser la preuve de ce résultat. L’idée est de faire valoir que si les gaps sont distribués
de facon presque identique, alors les configurations elles-mémes sont distribuées de fagon presque
identique.

8.1.2. “Distinct stationary processes have distinct gap distributions.”. On commence par le lemme
suivant :

Lemme 8. [l existe g > 0, un entierr > 1 et une fonction H : Ri’”“
a support compact, tels que

(8.1.1) Epo [HT_,,....T.)| = Ep [HT_,,....T,)] > c.

— R bornée par 1 et 1-Lipschitz,
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Démonstration. Comme P%, P! sont distincts, on peut trouver une fonction continue F : Config — R
telle que
¢:=Epo[F| — Ep:[F] > 0.
On peut supposer que F est bornée par 1. Par densité, on peut supposer que F' est locale, c’est-a-dire
ne dépend des configurations que dans [y pour un certain N > 0.
Pour M > 0, on pose Fy; := ﬁ fiVIM F(C + t)dt, qui est une version “moyennée” de F. Par
stationnarité de P° P! on a encore

EPO[F]\/[} — Ep: [FM] =c>0.

De plus Fis est (M + N)-locale au sens ot Fy;(C) = Fp(CNOpon). Lavantage de Fiy est d’étre
moins sensible aux petites translations qu’on va effectuer sur C.

Comme P?, P! sont d’énergie finie, les discrépances sont contrdlées, et par conséquent la probabilité
d’avoir des gaps tres longs est petite. En particulier, on a pour T assez grand

PO(20(C) > T) + Pl(20(C) > T) < T(C)o
ou l'on rappelle que zy désigne le premier point d’une configuration a droite de I'origine. Si ce point
est tres éloigné de l'origine, c’est qu’il y a un large gap a droite de l'origine, ce qui est cofiteux
énergétiquement, et donc peu probable. On choisit maintenant M > max(N, %). On peut alors
vérifier que si C est une configuration telle que le premier point xo(C) vérifie xo(C) < T, on a
c
[Fa(C) — Fu(C — 20(C))| < 100"

ou 'on met & profit le fait d’avoir moyenné F' par translations sur une assez grande boite. Par
construction, comme M > N, Fy; est 2M-locale au sens ot Fiy(C) = Fps(C N Oapy).

Dans la boite gy on s’attend a trouver un nombre borné de points, donc de gaps. On fixe r > 1
assez grand de sorte que

c

100’
en utilisant une fois de plus les estimées de discrépance conséquences du fait que P°, P! sont d’énergie
finie. On définit alors une fonction H sur R*+! par

H(a—yp,...,a0,...,a.) = Fy (50 + Z (6p, +5p_i)>

=1

PO(‘C n D8M| > ’l”) +P1(|Cﬂ D8M| > 7‘) <

ou p; = 22:1 ap pour ¢ > 1 e tp; = 2221 a_j pour i < —1. En d’autres termes, H est la fonction
F appliquée a la configuration obtenue en plagant un point en 0 et en respectant ensuite les gaps
indiqués par les quantités a;. On vérifie alors que, sous réserve que les deux conditions z¢(C) < T et
|C N Osar| < r soient vérifiées, on a

H(F—ra s 7F’r) = FM(C - xo(C)),

or Fi(C —zo(C)) et Far(C) sont proches. Comme les deux conditions sus-mentionnées sont vérifiées
avec grande probabilité, on obtient aprés un petit calcul :

Epo [HT_,,...,T )] —Ep [HT_,...,T;)] >0,
avec H mesurable bornée par 1. Par densité on peut supposer que H est 1-Lipschitz sur R+ et &

support compact. Il

On s’est donc ramené, d’une fonction F qui détectait la différence entre P® et P! au niveau des
configurations globales & une fonction H qui détecte la différence entre P° et P! au niveau des r
premiers gaps. On pose H la fonction Config — R définie par

H(C):= HT_,(C),...,I'+(C)),

et on lui associe, pour R > 0, la fonction PAIR : Config — R définie par
N R/10 _
HR:C|—>/ A - t)dt,
0

Par stationnarité, on a bien sir :
gR

Epo[Hg| — Epi[Hg) > T
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et donc si IT est un couplage quelconque entre P® et P, on a

R/10 _ R/10 _
/ H(CO — t)dt — / H(C' — t)dt
0 0

Le but est maintenant de majorer le terme de gauche par une quantité faisant intervenir la moyenne
sous IT des différences entre les gaps de C° et de C!. Pour cela, simplifions la situation en supposant

> o

En 10

que H est seulement fonction du premier gap, celui & droite de lorigine (noté T'g et situé entre xg et
x1 avec nos conventions). Par construction, on a une borne Lipschitz de la forme :

[H(C) — H(C")| < |Ty(€) —To ()],
en particulier pour n’importe quel ¢ on peut écrire
|H(C® —t) — H(C' — )| < [To(C® — ) — To(C* —1)].
Pour ¢ = 0, on obtient |H(C%) — H(CY)| < |To(C%) — To(C)], et en fait pour ¢ assez petit on a encore
[H(CO —t) = H(C" = 1)| < [To(C® =) = To(C* = 1)] = [To(C%) — To(C*)].

Si les gaps de C° — t et C* — t étaient toujours “alignés”, quand ¢ varie de 0 & R/10 on rencontrerait
successivement le gap 'y, puis au bout d’un temps At =~ 1 on passerait a I'; etc. jusqu’a un gap
d’ordre environ R/10, et on pourrait écrire en utilisant a chaque fois la borne Lipschitz :

R/10 _ R/10 _ ) R/10 _ -
/O H(Co—t)dt—/o H(C' —t)dt g/o (H(Co—t)—H(c —t)’dt

0o B/10
< ) (C%) =Y x 1.
=0

qui montrerait ce que 1’on veut, puisque ’espérance de la quantité de gauche est minorée par quelque
chose d’ordre R. Le probleme est que, évidemment, les points de deux configurations n’ont aucune
raison d’étre alignés. Ainsi, quand ¢ = min(z(C%), z1(C?)), le premier gap de C° —t et le premier gap
de C! —t ne correspondent pas & des gaps d’indices identiques dans les configurations initiales C°, C*.
Par exemple si x1(C!) < 1(C°), c’est-a-dire qu’on rencontre le point d’indice 1 de C! (le deuxieme a
droite de 0) avant celui de C°, on a pour ¢ dans [z1(C?),z1(C%)) l'identité

Do(Ct —t) =T1(CY), To(C%—1t)=Ty(C%,

et utiliser la borne Lipschitz de maniére naive nous pousserait a écrire

z1(C%)
/ [H(CO —t) = H(C" = t)[dt < |21(C") — 21(C%)] x [T1(C*) = To(C%)],
z1(CY)

ce qui est inutilisable. Pour remédier a ce non-alignement, on introduit deux temps propres, un pour
chaque configuration, et une série de décalages temporels a chaque fois que deux gaps ne sont pas
alignés pour C° et C1. Chaque fois que I’on rencontre un “k-iéme point”, peu importe s'il est pour C°
ou C*, on doit opérer un décalage sur le temps propre de l'autre configuration afin d’aligner les gaps.
On ne parcourt alors plus les deux intégrales sur ¢t € [0, R/10] de fagon identique, mais chacune avec
son temps propre - et en jetant les intervalles de temps qui correspondent aux décalages temporels
pour I'une ou lautre. Ce faisant, on perd des morceaux de I'intervalle [0, R/10] sur lequel on intégre,
ce qui risque de déprécier la minoration d’ordre R. En fait, cette perte elle-méme s’exprime comme
une différence de gaps, ce qui permet de conclure.

Remarque 6. Ce raisonnement montre en fait que la convergence au sens de dga.ps entraine la
convergence faible.

8.2. Schéma de la preuve d’unicité. Supposons, par I'absurde, que P° et P! soient deux mini-
miseurs distincts. Afin d’importer les outils classiques de convexité par déplacement, on va travailler
dans une “grande boite” (g. Un probléme apparait immédiatement : rien ne garantit que les confi-
gurations dans [ aient toutes le méme nombre de points, or on veut appliquer des techniques de
transport de R™ dans R™... On va s’appuyer une fois de plus sur la procédure d’écrantage.

Lemme 9 (Approximation dans une grande boite). Soit P un processus ponctuel d’énergie libre finie.
Soit € > 0. Il existe un “bon événement” GEg tel que pour R assez grand on a P(GER) > 1—¢, et il
existe une mesure de probabilité Pr sur Config(ORg) telle que
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— Les configurations ont exactement |Ogr| points dans Og.
— La restriction a U _.)r de Pr coincide avec celle de P conditionné a GEg.

— L’entropie et ’énergie de ISR sont comparables a celles de P, plus précisément :
(1) ﬁEnt[PRmDR} <EP)+e

(2) BB, {j’fDRXmR’#y “log |z — y|(dC — dz)(dC — dy)} <W(P) +&.

Démonstration. L’idée est de former un événement GEgr sur lequel les conditions pour appliquer
la procédure d’écrantage sont réunies, et de vérifier que GEg est trés probable pour un proces-
sus d’énergie finie. On applique ensuite la procédure d’écrantage pour les configurations dans cet
événement, ce qui permet de garantir d’une part le bon nombre de points, d’autre part qu’on n’a que
tres peu changé les configurations - en particulier elle sont préservées dans Up(; .-

On sait que ’écrantage ne fait pas trop augmenter I’énergie électrique. On sait par ailleurs que

I’énergie d’interaction
// —log |z — y|(dC — dz)(dC — dy)
Orx0Or,z#y

d’une configuration neutre est inférieure a ’énergie d’un champ écranté, c’est le lemme de “minimalité
de DI’énergie locale”. Pour voir cela, on introduit le champ local E°“® comme en (6.0.5), on a en
intégrant par parties (et en utilisant la neutralité globale)

1
// —log|z — y|(dC — dz)(dC — dy) z —/ |EloeR2,
Orx0Ogr,z#y 27 R2

On veut ensuite comparer [p, [E°“R|? et [L, B[ = fDR |ESS|2. Pour cela, on remarque que E'°¢R
et E%", étant compatibles avec la méme configuration, ont la méme divergence, mais ElooR est &
rotationnel nul car c’est un gradient. Un argument de projection L? assure alors que E%" a une

norme L? plus grande que celle de E°¢R. Par conséquent, on a

1 1
i ~togo — y|(dC — da)(aC — dy) < o [ IESR“I?S(/ |E|2+ER),
UrxUr,z#y 2 Jpe 2r Jog

en utilisant les propriétés de la procédure d’écrantage. On peut donc borner I’énergie d’interaction
moyenne par 1’énergie électrique de P a une petite erreur pres.

Il reste & vérifier que la procédure d’écrantage ne fait pas trop augmenter l’entropie, ce qui se
montre a la main en utilisant le fait que I’écrantage n’a que peu modifié les configurations. O

N

On applique le lemme “d’approximation dans une grande boite” & PO et P1. On obtient PO, P
des processus & |Ug| points dans Og, que 'on peut voir comme des mesures sur I’espace produit
(O R)‘DRl via ’énumération croissante des points en partant de celui le plus a gauche. On rentre alors
dans le cadre de la théorie classique du transport de masse, et on peut considérer une application de
transport Tz qui soit optimal pour le colit quadratique. On définit f’% comme le poussé en avant de
po par %(Id +Tg), on obtient encore un processus a |Jg| points dans (i. Que peut-on en dire ?

— L’entropie relative étant convexe par déplacement, on peut garantir que

S EtP AT, < 5 (E(P0) +£(PY) + 2.
IOg| 2
— En appliquant une inégalité de convexité quantitative a l'interaction logarithmique, on trouve
que la quantité
1

—E_1 [// —log |z — y[(dC — dx)(dC — dy)}
||:|R| PIQE Orx0Og,x#y

fait mieux que la moyenne de ces quantités pour P%, P! avec un gain quantitatif d’ordre R, lié
a la distance dgaps(P°, P1).
Plus exactement, en se concentrant sur les interactions entre charges, on voit que
2R—12R—k

i logle — yldC(z)ACy) = S Y —log ks,
OrxOg,z<y k=0 i=0

ou i, est le i-eéme gap entre deux particules k-voisines, avec une numérotation naturelle partant
du bord gauche de la boite (g (en particulier, cette numérotation va généralement différer de la
précédente, ce qui revient a ajouter un shift temporel initial au sens des “temps propres” discutés
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plus haut, ce qui n’est pas trop génant). Si C° C! sont deux configurations, et C : la configuration
située au milieu (au sens du transport ordonné pour deux configurations & 2R points sur la droite
réelle) on a par convexité de —log sur R

<2R 12R—k 2R—12R—k ) 2R—12R—k

> Z —logp, + Z Z —log "k, Z Z —log 7,

2
2R—12R—k 0 _ A1 2R—1 0 1\2
(7]67 ’7]{72> > Z (70,1’ - 7071‘)

k=0 =0 (721. +(7,£,i)2 i=0 (78,1')2-%(75,11)2’

si bien que, en prenant l'espérance (et si 'on admet que 'on peut changer de numérotation)

5 (m[ ] gl viactacy)| +eer | [[ g ylactacty) )

>E.; {// —log |z — y|dC(x)dC(y)} cRdGaps( ,PYY +o(R).
Pz OrxOgr,z<y

~1
Le processus P 3 semble donc faire mieuz que PO P! au niveau local de Op. Pour produire un candi-
dat global, on partitionne la droite réelle par des translatés de [l et on place une copie indépendante

~1
de P} dans chaque, puis on rend le processus stationnaire en moyennant sur un choix de l'origine

uniforme dans Og. Soit P le processus global ainsi construit. L’entropie relative spécifique de p3:
est relativement simple & estimer, en utilisant I’indépendance des copies, on trouve

£(P}) < %(E(PO) +E(PY)) + 2.

La formulation de ’énergie qui se préte le mieux au calcul est ici I'énergie intrinséque, puisqu’on
dispose d’estimées sur les interactions logarithmiques dans des boites. On peut montrer que

~1 1
wnt(pz) < 1 [// —log |z — y|(dC — da)(dC — dy)
‘DR‘ Pz Orx0Og,z#y

a une erreur arbitrairement petite prés (quitte & prendre R trés grand). On applique enfin I'inégalité
électrique-intrinseque pour conclure que

1 (W(P% + W(Ph)),

W(Pz) < 5

et finalement on a construit un processus P2 tel que Fg(f’%) < min Fg ce qui est absurde.

9. REGULARITE DU PROCESSUS ET DE L’ENERGIE LIBRE EN LA TEMPERATURE
On a en fait montré la chose suivante :

Proposition 10. Soit P®, P! deux processus ponctuels stationnaires d’énergie libre Fg finie, il existe
un processus ponctuel P2 tel que

~ 1
Fa(PH) < 5 (Fo(P%) + Fa(Ph)) — cfdciaps(P, P12,
avec ¢ > 0 universelle.

On en déduit un résultat de régularité de Sineg par rapport a la température, au sens de la distance
dGaps-

Proposition 11. 5 — W(Sineg) et 3 — £(Sineg) sont localement bornées,  — min Fg est locale-
ment Lipschitz et 3 +— Sineg est (localement) %—Hc'ilder pour la distance dgaps-

Démonstration. Le fait que I’énergie et ’entropie des minimiseurs sont localement bornées est facile
a vérifier en les comparant a des candidats arbitraires d’énergie et d’entropie finies. Par minimalité
on a aussi

(9.0.1) min 3 < min Fg + (8 — B/ )W(Sines) min Fp < min Fg + (8 — 8)W(Sineg),
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ce qui montre bien que min Fg est localement Lipschitz. Notons

daaps(Sineg, Sineg
M = lim sup —=22P (Sines e ) € [0, +o0].
BB 16— 5|2

1
Notons P7 5 le processus obtenu en interpolant Sineg, Sineg:. On voit que

it (F5(P4) ~ 5 (FalSines) + FolSines) ) < el — 5lar®

or Fg(Sineg ) = Fp/(Sineg) — (8" — B)W(Sines ) = Fp(Sineg) + O(8' — B), si bien que, si M dépasse

une certaine valeur, on peut construire un processus PE 8 vérifiant
,

F5(P?) < Fs(Sinep),
ce qui est absurde. O

Pour aller plus loin, il faut montrer que W dépend de fagon (au moins) continue de dgaps-

Remarque 7. Notons que le transport nous offre un moyen de caractériser des niveauz de régularité
supérieure pour Sineg. Soit > 0 fizé et € > 0. Pour tout €’ > 0 il existe un processus Sinegyer qui

est le barycentre entre Sineg et Sinegy. avec coefficients 1 — %/ et %' Si l'on sait montrer que

deiaps (Sihepser, Sineger) < C= (),
on obtient une forme de régularité.
On peut en fait aller plus loin.
Proposition 12. 8 — W(Sineg) est (localement) L-Hélder, 3 — min Fp est est (localement) Cchs,

Démonstration. 11 suffit de montrer que W est Lipschitz pour la distance dgaps. Combiné avec le

caractere %—Hb’lder de Sineg dans cette distance, cela conclut le premier point, et montre en particulier

que S8 +— W(Sineg) est continu. Au vu de (9.0.1) on en déduit que Fp est dérivable de dérivée
W(Sineg), et est donc Cclz,
O

Proposition 13.

(9.0.2) limsup sup

dga (S/l\ne /, Sine /) < 400
ps B+e’ s B+e
e—0 0<e'<e gl/4e//2

Démonstration. Introduisons encore une notation et notons Sineg, ./ le processus qui interpole entre

Sinegi. et Sinegior (avec coefficients %, %) On sait que

T 1 . /.\ — . 2
Fpte (Sinegier) < 3 (.F/3+E/ (Sinegte) + fﬂ+8/(Slneﬂ+6/)) — cdGaps (Slneg+gr, Slneﬂ+5/) )

Notons désormais Gg = min Fg, Sg = Sineg, W3z = W(Sineg). On a

5/

o 1 EI
Gper < Fpyer(Sinepier) < 5 (Gﬁ+e' + (1= 2)Fprer(Sp) + 6]'—5+e’(5ﬁ+e))

— 2
- CdGaps (Sineg+€/, Sineg+5/> .

En mettant un peu d’ordre, on écrit que

/ !/ /

1 € € €
3 <G5+e/ + (1= =) Fpeer(9p) + 575+s/(5ﬁ+e)> < Gprer + (1 - E) &' (Ws — Wgse),

si bien qu’on obtient, en utilisant le caractere %—Hélder de Wg
S . 2 1 e\ ;1
dcaps (Slneg_;,_g/, Slne,@u,_g/) < p 1-— Z € (WB - WB-FE) < (Ce'e2

ce qui conclut. 0
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Par conséquent, on obtient en utilisant de nouveau le caractere Lipschitz de W :
W(Spier) = W(Sineg ) + O((€')2e'/4).
Comme W(S/i\lle5+5/) <(1- %')W(SB) + %/W(SBJFE), on trouve que

W(Spter) = W(Sp) _ W(Sp+e) = W(Sp)
el - €

+O((e") 2/,
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